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Vorwort 





Bei unseren Mathematikvorlesungen für Physiker stellten wir immer wieder fest, 
dass es zwar eine Fülle vorzüglicher Einzeldarstellungen der verschiedenen ma- 
thematischen Teilgebiete gibt, dass aber eine auf naturwissenschaftliche Frage- 
stellungen zugeschnittene Zusammenfassung bisher fehlte. 








Mit diesem ersten von insgesamt drei Bänden wollen wir dem Physiker eine in- 
tegrierte Darstellung der für ihn wichtigsten mathematischen Grundlagen, wie 
sie üblicherweise im Grundstudium behandelt werden, an die Hand geben. 


Im zweiten Band behandeln wir gewöhnliche und partielle Differentialgleichun- 
gen und Operatoren der Quantenmechanik. Der dritte Band ist der Varia- 
tionsrechnung, der Differentialgeometrie und den mathematischen Grundlagen 
der Relativitätstheorie gewidmet. 


Beim Aufbau des ersten Bandes war zu berücksichtigen, dass die Vektorrech- 
nung und der Differential- und Integralkalkül bis hin zur Schwingungsgleichung 
möglichst früh bereitgestellt werden sollten. Schon deswegen verbot sich eine 
Gliederung nach getrennten mathematischen Einzeldisziplinen. Darüber hinaus 
sind wir nach dem Prinzip verfahren, Anwendungen gleich dort vorzustellen, wo 
die entsprechenden Hilfsmittel bereitstehen. Dies gilt insbesondere für Differen- 
tialgleichungen. 








Wegen der Fülle des zu behandelnden Stoffs fiel uns die gezielte Auswahl nicht 
leicht, und wir mussten schweren Herzens auf viele schöne Anwendungen, Bei- 
spiele und historische Anmerkungen verzichten. 


Es sollen hier nicht in erster Linie fertige Lösungsverfahren vermittelt werden, 
wichtiger — und übrigens oft leichter zu merken — ist der Weg dorthin. Erst 
wer sich die dabei auftretenden Probleme bewusst gemacht hat kann deren 
Lösung würdigen. Oft ist mit der Klärung einer mathematischen Schwierigkeit 
auch eine physikalische Einsicht verbunden. Zum Problembewusstsein sollen die 
eingestreuten historischen Bemerkungen sowie die Gegenbeispiele und „patho- 
logischen“ Fälle beitragen, vor allem aber die Beweise. 














Für die zunehmend anspruchsvollen Theorien der Physik bedarf es neben der 
unerlässlichen Intuition auch der Sicherheit im Umgang mit der Mathematik. 
Deshalb werden im ersten Teil die meisten Beweise ausgeführt. Erst später ge- 
hen wir dazu über, in Einzelfällen auf die Literatur zu verweisen, insbesondere 
bei technisch schwierigen Beweisen, wenn diese keine besonderen Einsichten ver- 
mitteln. 











Wenn wir an manchen Stellen nicht volle Allgemeinheit anstrebten, sondern uns 
auf typische Fälle beschränkt haben, so geschah dies in der Erwartung, dass der 
Leser analoge Fälle durch Übertragung der gelernten Methoden selbst bewälti- 
gen kann. Durch den Anklang, den die bisherigen Auflagen fanden, fühlen wir 
uns in dem eingeschlagenen Weg bestätigt. 





6 Vorwort 


Nachdem wir für die vierte Auflage eine gründliche Überarbeitung vorgenommen 
hatten, bedurfte es für die folgenden Auflagen nur noch punktueller Änderun- 
gen; dies vor allem in Passagen, die sich im praktischen Gebrauch noch nicht 
als klar und verständlich genug erwiesen hatten. Die vorliegende achte Auflage 
unterscheidet sich von der letzten durch die Änderung des Abschnitts über die 
Schwingungsgleichung und zahlreiche kleinere Verbesserungen. Bei der Umstel- 
lung auf die neue Rechtschreibung blieben wir bei den traditionellen Schreib- 
weisen „Differential“ und „Potential“. 








Wir danken allen, die uns durch Verbesserungsvorschläge, Hinweise auf Fehler 
und kritische Anmerkungen unterstützt haben. Unser ganz besonderer Dank 
gilt Ralph Hungerbühler für die drucktechnische Gestaltung der ersten Aufla- 
gen und das Erstellen der Figuren. Ohne seinen Einsatz, seine Sachkenntnis und 
seine Geduld mit den Autoren hätten die drei Bände „Mathematik für Physi- 
ker“ nicht entstehen können. 


Tübingen, Dezember 2017 H. Fischer, H. Kaul 


Zum Gebrauch 


Gegliedert wurde nach Paragraphen, Abschnitten und Unterabschnitten. Mit 
dem Zitat 89:4.2 wird Abschnitt 4, Unterabschnitt 2 in Paragraph 9 aufgerufen; 
innerhalb von 8 9 wird die betreffende Stelle einfach mit 4.2 zitiert. Nummer und 
Überschrift des gerade anstehenden Paragraphen und Abschnittes befinden sich 
in der Kopfzeile. 


Durch das Symbol (Übungsaufgabe) wird der Leser aufgefordert, einfache 
Rechnungen, Beweisschritte und Ubungsbeispiele selbst auszuführen. 








Der Namensindex enthält die Lebensdaten der in den historischen Anmerkungen 
erwähnten Personen. Ein Verzeichnis der Symbole und Abkürzungen befindet 
sich vor dem Index am Ende des Buches. 


Wegweiser 


Der Leser muss sich nicht streng an die hier gewählte Reihenfolge halten. Wer 
beispielsweise einen schnellen Zugang zur Differential- und Integralrechnung 
sucht, kann die Paragraphen 4-7 zunächst übergehen. Die Lineare Algebra setzt 
im Wesentlichen nur die Paragraphen 1, 2 und 5 voraus. Für die Funktionentheo- 
rie sind nur ganz wenige Begriffe aus den Kapiteln IV, V und VI erforderlich. 
Die Paragraphen 4 und 13 gehen in den übrigen Stoff nicht wesentlich ein. 





Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschläge von unseren Lesern neh- 
men die Autoren dankbar entgegen unter 


ehmatcher@t-online.de und helmut.kaul@uni-tuebingen.de 
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81 Natürliche, ganze, rationale und reelle Zahlen 


1 Vorläufiges über Mengen und Aussagen 


„Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten 
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens 
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen“. So begin- 
nen die 1895 erschienenen Beiträge zur Begründung der Mengenlehre von Ge- 
org CANTOR. Diese „naive“ Definition soll uns als Ausgangspunkt genügen. 








1.1 Bezeichnungen. Mengen bezeichnen wir 1.A. mit Großbuchstaben. Ist m 
ein Element von M, d.h. gehört m zur Menge M, so schreiben wir me M und 
sagen kurz „m Element M“ oder „m aus M“. 


Dass n nicht zu M gehört drücken wir durchn £ M aus. In 81, 32 betrachten wir 
nur Mengen von reellen Zahlen. Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen: 








R für die Menge der reellen Zahlen, 

Q für die Menge der rationalen Zahlen, 

7, für die Menge der ganzen Zahlen, 

N für die Menge der natürlichen Zahlen 1,2,3,..., 
No für die Menge der Zahlen 0,1,2,3,.... 

















1.2 Beispiele und Schreibweisen 

IneN |n ist einstellige Primzahl} = {2,3,5,7}, 

{xeR|x°-42=0} = {0,4}, 

{xeN|2?-42=0} = {4}, 

(2? |zeZ} = {0,1,4,9,....}, 

Ine Z|n ist eine gerade Zahl} = {2m |me Z} = 10,2, —2,4,—4,...}. 








Damit haben wir die wichtigsten Darstellungsformen für Mengen: 





1. Auflisten der Elemente in einer Mengenklammer {...}. 

2. Für eine Aussageform E(x) bezeichnet {x € M | E(x)} die Menge allerxe M, 
für welche die Aussage E(x) erfüllt ist. 

3. Ist f(x) ein Funktionsausdruck, so ist { f(x) |x € M} die Menge aller Zahlen 
der Form f(x) mit ze M. 








1.3 Mengeninklusion. N CM („N enthalten in M“) soll besagen, dass N 
eine Teilmenge von M ist. Das schließt den Fall N = M ein. Wir schreiben auch 
MDN. 
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BEISPIELE: Demnach gt NCZCQRCRFür K= {a -a|lz eR} ist 
jedenfalls K C R. Wir zeigen später, dass sogar K=R ist. 


1.4 Leere Menge. Ist eine Aussage E(x) für kein x € M richtig, so nennen 
wir die Menge {x € M | E(x)} leer. So ist z.B. {x &eR| x” +1=0} eine leere 
Menge. Aus formalen Gründen bezeichnen wir alle leeren Mengen einheitlich 
mit Ö und setzen fest, dass ® Teilmenge jeder Menge ist. 








1.5 Gebrauch der Mengenschreibweise 





Wenn wir mit Mengen arbeiten, treten diese immer als Teilmengen einer festen 
Grundmenge auf; in 831 und 82 als Teilmengen von R. 


Die Worte „bestimmte wohlunterschiedene Objekte“ bei Cantor sollen Folgendes 
besagen: Es muss immer klar sein, welcher Natur die Elemente sind und wann 
zwei Elemente als gleich gelten sollen. Betrachten wir die Elemente von 


9.9 } 
eg ee 


einfach als Schreibfiguren, so besteht 5 aus 81 verschiedenen Elementen. Deuten 
2 
4 











ı 4 1 2 2 
I = SE RR vu SE u 


om 


n et 28 I, 22,9 
wir dagegen — als Bruch, so ist 5z=1= 59 1=5 > = 5 usw., und 


T=!2eQ|n,me {1,2,...,9} } 





ist etwas ganz anderes als S. (Wie viele Elemente hat 7?) 








Bei der Auflistung einer Menge kommt es auf die Reihenfolge der Elemente und 
auf Wiederholung gleicher Elemente (wie bei 7‘) nicht an. 


1.6 Bemerkungen über Aussagen 


An dieser Stelle kann und soll keine Formalisierung der Aussagenlogik statt- 
finden. Auch soll noch nichts Grundlegendes über mathematisches Schließen 
gesagt werden. In den folgenden zwei Abschnitten werden wir die mathemati- 
schen Schlussweisen an vielen Beispielen kennen und gebrauchen lernen; in 84 
werden dann die wichtigsten Schlussweisen zusammengefasst. 











Über Aussagen sei hier nur so viel gesagt: Mathematische Aussagen beziehen 
sich immer auf einen bestimmten Gegenstandsbereich der Mathematik; dort sind 
sie entweder wahr oder falsch, ein Drittes gibt es nicht (tertium non datur). Die 
Aussage „Die Gleichung & +2 = 1 ist lösbar“ ist wahr im Bereich der ganzen 
Zahlen, aber falsch in der Bereich der natürlichen Zahlen. 





Über den Gebrauch des Wortes oder vereinbaren wir: Sind A, B mathematische 
Aussagen, so soll die Aussage „A oder B“ besagen: A ist wahr oder B ist wahr 
oder A und B sind wahr. Die Aussage „entweder A oder B“ besagt dagegen, 
dass A und B sich gegenseitig ausschließen und dass eine dieser beiden Aussagen 
wahr ist. Der Sinn der Aussagen „A und B“ und „nicht A“ ist klar. 
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2 Vorläufiges über die reellen Zahlen 


2.1 Was sind und was sollen die Zahlen? 


So lautet der Titel einer 1888 erschienenen Abhandlung von Richard DEDEKIND. 
Der Autor sagt dazu : „Die Zahlen sind freie Schöpfungen des menschlichen Gei- 
stes, sie dienen als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und 
schärfer aufzufassen. Durch den rein logischen Aufbau der Zahlen-Wissenschaft 
und durch das in ihr gewonnene stetige Zahlen-Reich sind wir erst in den 
Stand gesetzt, unsere Vorstellung von Raum und Zeit genau zu untersuchen, 
indem wir dieselben auf dieses in unserem Geiste geschaffene Zahlen-Reich be- 
ziehen“ [DEDEKIND|. Der hier angesprochene „rein logische Aufbau der Zahlen- 
Wissenschaft“ war kurz zuvor, nicht zuletzt durch Dedekind, geleistet worden 
und markiert den Schlusspunkt einer über viertausendjährigen Entwicklung der 
zunehmenden Erweiterung und Präzisierung des Zahlbegriffs, vergleiche dazu 
[TROPFKE et alt.|. Dieser Aufbau besitzt allerdings einen hohen Abstraktions- 
grad und setzt Konstruktionsprinzipien der Mengenlehre und Methoden der 
Algebra voraus, die wir hier nicht behandeln können. Wir nehmen zur Kennt- 
nis, dass eine logisch saubere Fundierung des Zahlbegriffs auf der Basis der 
Mengenlehre möglich ist. 

















2.2 Wir stellen uns also auf den Standpunkt, dass uns die reellen Zahlen zur 
Verfügung stehen. Da wir sie auf „Raum und Zeit“ beziehen wollen, nehmen 
wir die geometrische Vorstellung zu Hilfe und denken uns die reellen Zahlen 
als Punkte auf der Zahlengeraden. Wegen der grundlegenden Bedeutung für 
die gesamte Mathematik müssen wir uns nur darüber verständigen, welche Ei- 
genschaften wir den reellen Zahlen zuschreiben, und zwar im Hinblick auf das 
Rechnen und die Anordnung (Größenvergleich). 


Es hat sich gezeigt, dass alle Eigenschaften von R auf wenige Grundannah- 
men zurückgeführt werden können, die im Folgenden durch einen Balken am 
Rand gekennzeichnet sind. Für das Ihnen allen aus dem Schulunterricht geläufi- 
ge Rechnen sind dies die nachfolgend aufgeführten Grundgesetze (3.1 bis 3.3). 
Dass in diesen wirklich alle anderen Rechenregeln wie (a+b):-(a-b) = a’ —-b, 
(-a) - (-b) = a: b usw. enthalten sind, wollen wir nicht nachprüfen, sondern 
den Algebraikern glauben. Anders steht es mit der Anordnung von R, die im 
Schulunterricht nicht immer mit der notwendigen Ausführlichkeit und Stren- 
ge behandelt werden kann. Hier werden wir sehr gründlich vorgehen müssen, 
da Präzision und Sicherheit im Umgang mit Ungleichungen und den mit der 
Vollständigkeit (32) zusammenhängenden Begriffsbildungen grundlegend für die 
gesamte Analysis sind. 





2.3 Für physikalische Messungen, Größenangaben und Rechnungen würden 
die rationalen Zahlen ausreichen. Für die Zwecke der Analysis und der Geome- 
trie erweisen sie sich als „zu lückenhaft“. Erst ihre Ergänzung zu den reellen 
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Zahlen machen die Analysis, insbesondere die Differential- und Integralrech- 
nung möglich. Auf der Analysis und ihrer Verbindung mit der Geometrie beruht 
die gesamte Mathematische Physik. 





3 Rechengesetze für reelle Zahlen 


3.1 Addition 
Aı) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativität) 
Aa 


) a+b=b+a (Kommutativität) 
As) a+0=a (0 ist neutrales Element der Addition) 
) 


( 
( 
( 
( 


> 


Die Gleichung a + x = b hat immer eine und nur eine Lösung «, 
bezeichnet mit b-a. Für 0-a wird -a geschrieben. 


4 


3.2 Multiplikation 
) (a:b)-c=a:(b-c) (Assoziativität) 


fun 


(M 
(Ms) a:b=b-a (Kommutativität) 
(M3) a-1=a (1 ist neutrales Element der Multiplikation, 1 #0) 
(Mı) Die Gleichung a - x = b hat für jedes a # 0 eine 


und nur eine Lösung x, bezeichnet mit 2 


3.3 Distributivgesetz 
Il (D) a-(b+c)=a-b+ta-c 


Statt a - b schreiben wir meistens ab. 








3.4 Alle weiteren Rechenregeln lassen sich auf diese Rechengesetze zurück- 
führen. Zwei Beispiele sollen uns genügen: 

(a) 0-a=0. Denn nach (As) und (D) ist 0-a= (0+0)-a=0-a+0-a. Nach 
(Aa) ist ferner 0-a=0-a+0. Da die Gleichung 0-a+x2=0-a nach (A,) nur 
eine Lösung hat, folgt 0-a=0. 





(b) (-1)-a = -a. Dazu beachten wir, dass vereinbarungsgemäß -a diejenige 
Zahl ist, die, zu a addiert, Null ergibt. Insbesondere ist 1+ (-1) = 0. Aus 
0-a=0 und (D) folgt 0=0-a= (1+(-1))-a=1-a+(-1)-a=a+(-I):a, 
Letzteres nach (Ma). Wie oben folgt nach (A) (-1)-a= -a. 


4 Das Rechnen in QO, Z und N 


4.1 ® als Körper 


Für rationale Zahlen a = 5 


b=E mit npeZ, m,geN sind 
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m-q m-q 
wieder rationale Zahlen. 
Die Rechenoperationen + und - führen nicht aus & heraus oder, wie wir sa- 
gen, & ist abgeschlossen bezüglich der Addition und Multiplikation. 
Natürlich gelten für die Addition und Multiplikation in & wieder die Rechen- 


gesetze 3.1, 3.2 und 3.3. Ein Rechenbereich mit diesen Eigenschaften heißt 
Körper. Demnach ist Q& ein Teilkörper des Körpers R der reellen Zahlen. 











4.2 Auch Z ist abgeschlossen bezüglich - und +, und es gelten alle Rechenge- 
setze von Abschnitt 3 mit der wesentlichen Ausnahme, dass (Mı) verletzt ist: 
In Z hat die Gleichung n& = m nicht immer eine Lösung, z.B. die Gleichung 
2x = 3. Das gibt Anlass zu folgender Definition: 


4.3 Teilbarkeit in Z 

Sind m, n ganze Zahlen, so sagen wir „n teilt m“ (in Zeichen n | m), wenn 
rn #0 und wenn die Gleichung n& = m eine Lösung x € Z besitzt. Das bedeutet 
einfach = € Z. Eine ganze Zahl m heißt gerade, wenn 2 | m oder > € 2. 
Solche Zahlen lassen sich in der Form 2k schreiben mit k € Z. Offenbar sind 
Summe und Produkt gerader Zahlen wieder gerade. Eine ganze Zahl, die nicht 
gerade ist, heißt ungerade. Jede Zahl der Form 2k + 1 mit k € Z ist ungerade, 
denn 3(2k +1) =k+3 £Z. Umgekehrt ist jede ungerade ganze Zahl von der 
Form 2k + 1 (Näheres in 6.7). Daher ist das Produkt ungerader Zahlen wieder 
ungerade: (2k + 1)(2!+1) = 2(2kl+k+l)+1. 


4.4 Auch N ist abgeschlossen bezüglich Addition und Multiplikation. Die 
Gleichung n + x = m ist in N aber im Allgemeinen nicht lösbar, d.h. auch 
(Aa) ist verletzt. Diese hat nur dann eine Lösung, wenn n kleiner als m ist. 
Damit kommen wir zur Anordnung von R. 





5 Die Anordnung der reellen Zahlen 





Die Kleiner-Beziehung a < b (a ist kleiner als b, kurz „a kleiner b “), auch in 
der Form b > a (,„b größer a“) geschrieben, hat folgende Eigenschaften: 


5.1 Die Gesetze der Ordnung 


(O1) Es gilt immer genau eine der Beziehungen a<b, a=b, a>b 
( Trichotomie). 





(O2) Aus a<b und b<c folgt a<c (Transitivität). 
(O3) Aus a<b folgt a+c<b-+c für jedes c. 
(O4) Aus a<b und c>O folgt a:-c<b.c. 


Eine Zahl a heißt positiv, wenn a > O und negativ, wenn a <(. 


Wegen (O3) sind die Ungleichungen a<b und b-a>0 gleichwertig. 
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5.2 Einfache Folgerungen 
) Für a>0 ist -a<O0.Für a<D ist -—a>0. 


(a 

(b) Für «#0 ist a® > 0. (Insbesondere ist also 1= 1? >0, damit 2> 1 nach 
(O3), woraus 2 > O nach (Oa) folgt usw.) 
( 
( 


c) Für a>0 ist = >0. Für a<h ist 2<0. 
d) Aus a<b und e<O folgt a-c>b.c. 


BEWEIS. 


(a) Ist a > 0, so folgt nach (O3) durch Addition von —a auf beiden Seiten 
a-a>0-a,d.h. 0>-a oder -a<O. 


Zeigen Sie in analoger Weise: Aus a <0 folgt -—a >0. 


(b) durch Fallunterscheidung. Wegen a #0 gibt es nach (OL) nur zwei Alter- 
nativen: 





Fall: Ista>0,so folgt a-a>0-a,alsoa” >0. 
Fall II: Ist a < 0, so folgt —a > O und damit nach FallI (-a)” >0,d.h.a’ >0. 
(c) durch Fallunterscheidung. Von den drei Möglichkeiten 


1 1 
- >00, -=0, -<O 
a a a 





scheiden die beiden letzten aus: 
Aus m — (0) würde folgen a: = =:6+l), 4856 L= U: 


m < 0 hätte nach (Oı) zur Folge a- m <a-.\, alsol<0. 


(d) Wegen c < O folgt -—c > O nach (a). Daher hat a < b nach (O4) zur Folge 
—ac < —bc, woraus nach Addition von ac-+ bc auf beiden Seiten auf Grund von 
(O3) die Behauptung folgt. D 





5.3 Ketten von Ungleichungen 


(a) Die Schreibweise a <b<c ist zu lesen als: a <b und b<c (und damit 
a<c nach (O>) ). 


(b) In diesem Sinne gilt: Aus O<a<b folgt O<+<:+. 


BEWEIS. 
Nach Voraussetzung ist b > 0. Nach (Oa) folgt a:b > 0-b, also ab > 0. Wegen 
5.2 (c) folgt — > 0. Mit (O4) ergibt sich a: <b: I; also n < mi Dass 


n >0 gilt, folgt ebenfalls aus 5.2 (c). = 


5.4 Definition. a <b (bzw. b > a) soll heißen a < b oder a = b. (lies: a ist 
kleiner oder gleich b, kurz „a kleiner gleich b“) 
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5.5 Eigenschaften von < 
(a) Ausa<bundb<afoletta=b. 


(b) Ausa <bundb<cfolgt a< c. Wie in 5.3 schreiben wir in dieser Situation 
= bLC 


(c) Füra<bist aucha+c<b-+.c für alle Zahlen c. 

(d) Fürra<bundce>Dista-c<b-c. 

Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus (O1) bis (O4) durch Fallunterschei- 
dunsa<b,a=b [üAl. 

8.6 Rechnen mit Ungleichungen 


(a) Ausa<bundc<dfolgt a+c<b+d; Ungleichungen dürfen addiert 
werden. 


(b) Ausa+tc<b+dundc>dfolgt a<b. 

(c) Ausa-c<b-cundc>0Ofolgt a<b. 

(d) Die Ungleichung a + x < b ist gleichbedeutend mit ze <b-.a. 

(e) Für a > 0 ist die Ungleichung a: x < b gleichbedeutend mit x < 2. 


BEWEIS. 

(a) Aus a<b folgt zunächst a+c<b+c. Aus c<d folgt b+c<b+d. 
Also isst atce<b+e<bHrtd. 

(b),(c) und (d) sind als leichte dem Leser überlassen. 

(e) Ist ax <b und a > 0, so folgt durch Multiplikation mit m nach 5.5 (d) 


me 2 . Ist umgekehrt x < 2 und a >0, so folgt ax <b durch Multiplikation 
mit a auf beiden Seiten. DO 





5.7 Ungleichungen zwischen Quadraten 


Für 0<a<bist a <b*. Ist umgekehrt a” <b* und b>0, so folgt a <b. 
Aus a’ <b° und b>0 folgt a <b [üAl. 
Aber: Aus a® <b? allein folgt nicht a < b. Gegenbeispiel: a = -1,b= -2. 


Beschreiben Sie die Menge {x eR|x>0, n I - + 1} geometrisch. 
Dasselbe für re R|x<x“)}. 








5.8 Der Betrag einer reellen Zahl 


a falls a >0, 


Wir definieren |a| := | fall Br 
—qa falls a 


Beispiele: |3| =3, |-3]=3, |0| = 0, -3| = >. 


2 


Es gilt also |a| > 0, |-a| = ja], |al’ =a* und -jal<a< la]. 
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5.9 Eigenschaften des Betrages 

(a) jJal > 0 füralle aeR, Jal=0 nur für a=0, 
(b) Ja: d| = Ja| - Id, 

(c) |a+bl < Jal+|b|  (Dreiecksungleichung). 
BEWEIS. 


(a) |al > 0 ist klar. Ist a > 0, so ist [al =a >0. Ist a<0, so ist [a| = -—a >0. 
Ist also |a| = 0, so bleibt nur die Möglichkeit a = 0. 


(b) ergibt sich durch Unterscheidung der 5 Fälle: ab = 0;a>0,b>0;a>(, 
b<0;a<0,db>Ounda<d,b<O [ÜüRl. 


(c) ergibt sich aus (b): 


a+b" = (üatb = 2247 


< a’ +|2ab| + 
= Ja? + 2a] |] + |? = (lal + |)". 
Die Behauptung folgt jetzt wegen la|l+ || >0 aus 5.7. D 


5.10 Die Dreiecksungleichung nach unten 
la] - ||| < Ja -b 
BEWEIS. 
Nach der Dreiecksungleichung gilt al = |b+(a-b)| < |b| + la - b|, also ist 
1) lal-1| s la-bl. 
Analog ist |b| = |a+(b-a)| <ja|+|d-al| = lal + |a - bl, daraus 
2) 1b -lal s Ib al. 





Nun ist la| — öl | eine der beiden Zahlen |a| — |b|, |b| — |al. Somit folgt die 
Behauptung aus (1) oder aus (2). D 


5.11 Weitere wichtige Ungleichungen 


(a) Jab| < 3 (a? +b?). 


(b) (a+b)” = |a+b]? < 2a? +26. 


(c) Für a<bistta< s(a+b)<b. 


(d) Für a,b>O0 gilt ab < n (a+b)”, und Gleichheit tritt nur für a=b ein. 


Beweisen Sie diese Ungleichungen. Bringen Sie dazu in (a) und (d) alle Terme 
auf die rechte Seite und schreiben Sie diese als Quadrate. 
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ANMERKUNG: Das Rechnen mit Ungleichungen und Beträgen ist ebenso grund- 
legend für die Analysis wie das Rechnen mit Gleichungen für die Algebra. Abso- 
lute Sicherheit in beiden Techniken ist unerlässlich für das weitere Verständnis! 


6 Vollständige Induktion 


6.1 Wohlordnung von N. Die Anordnung von R zieht eine Anordnung von 
IN nach sich. Diese hat eine besondere Eigenschaft: 


l Jede nichtleere Menge natürlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Element, 


d.h. ist ACN, AZß, so gibt eseinme Amitm<afür allea € A. 

Diese Aussage mag evident erscheinen. Sie hat aber eine Folgerung von erheb- 
licher Tragweite, das 

6.2 Induktionsprinzip (Prinzip der vollständigen Induktion) 


Ist M eine Teilmenge von IN mit den Eigenschaften 
(a) 1EM, 

(b) auskeEeM folgt auchk +1eEM, 

soistt M=N. 


Wir zeigen, dass 6.2 eine logische Folgerung aus 6.1 ist: 





Ist M eine Teilmenge von IN mit den Eigenschaften (a) und (b), so bilden wir 
die Menge A := {ze N|xre@ M} (das Symbol „:=“ bedeutet: „wird definiert 
durch“). 

Ist M nicht die ganze Menge N, so ist A nicht leer und besitzt nach 6.1 ein 
kleinstes Element m. Es ist m > 1, denn wegen 1€E M ist 12 A. Also ist auch 
m- 1 eine natürliche Zahl, und da m das kleinste Element von A sein sollte, ist 
m-—1 € M. Wegen (b) ist dann auch m € M im Widerspruch zum € A. Somit 
scheidet der Fall AZ aus. D 





6.3 Das Beweisverfahren der vollständigen Induktion 


Es soll die Gültigkeit einer Aussage A(n) für alle natürlichen Zahlen n bewiesen 
werden, z.B. für die Summe der ersten n Quadratzahlen 





An): P+2°+...+n? = an(n+1l)an +1). 
Wir zeigen zunächst, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang). 
In unserem Beispiel ist für n = 1 die linke Seite 1? = 1, die rechte r 4:23 =1; 


Dann zeigen wir als Induktionsschritt: Falls A(k) richtig ist, muss auch A(k+1) 
richtig sein. 
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Wir nehmen also an, A(k) sei richtig (Induktionsannahme): 
1?+2°+...+k° = sk(k+1)(2k +1). 
Dann folgt 


?+2°+...+6°+(k+1)?= Ek(k+1)(2k+1)+(k+1)? 
= #(k+1)[k(2k +1) +6(k+1)] = &(k+1) [2K? + 7k +6] 
= E(k+1)[(k+2)(2k +3)] = S(k+1)(k+D2(k+ 1) +1). 


Ergebnis: Falls A(k) richtig ist, ist auch A(k +1) richtig. 

Nun ist A(1) richtig, nach dem eben Bewiesenen also auch A(2). Da aber A(2) 
richtig ist, folgt auch A(3). Mit A(3) folgt A(4) „und so weiter“. Aber was heißt 
„und so weiter“? Soll A(463) als richtig nachgewiesen werden, so können wir 
uns in 462 Induktionschritten bis 463 hinaufhangeln. Der Nachweis von A(10°°) 
dürfte auf diese Weise allerdings schon einige Zeit beanspruchen, auch mit Com- 
puterhilfe. Und woher nehmen wir die Gewissheit, dass wir so „schließlich“ die 
unendliche Gesamtheit der natürlichen Zahlen erfassen? Das Induktionsprin- 
zip erlaubt uns den Induktionsschluss: A(n) ist richtig für allen € IN, denn die 
Menge M=I{neN | A(n)} hat die in 6.2 genannten Eigenschaften (a) und (b). 











6.4 Historische Anmerkung. Die unerschöpflichen Möglichkeiten, die im 
Zahlensystem stecken, faszinierten vor allem die Inder. Sie stellten sich vor, dass 
der „Zahlenturm“ über das Menschliche hinausragt in den Raum der Götter, 
und sie ersannen weit über alle praktischen Bedürfnisse hinaus Zahlsysteme und 
Zahlwörter, um gleichnishaft eine Idee von der Unerschöpflichkeit der denkbaren 
Welt zu geben. Das Buch Lalitavistara (um 300 v.Chr.) schildert Buddhas bei 
seinen Prüfungen angestellte Staubrechnung: 7 Atome kommen auf ein ganz 
feines Stäubchen, 7 ganz feine Stäubchen auf ein feines, 7 feine auf eins, das 
der Wind noch fortträgt. So fortfahrend gab BUDDHA die Zahl der Atome aller 
wirklichen und sagenhaften Länder dieser Erde und sogar auf den 3000 von 
Tausenden von Erden an. Ähnlich dazu gab ARCHIMEDES eine Zahl an, welche 
größer ist als die Zahl der Sandkörner, welche die Welt bis zur Fixsternsphäre 
füllen würde. 

Es ist schon kühn, diese potentielle Unendlichkeit in einer „fertigen“ Menge IN 
zu fassen. Niemand wird je alle natürlichen Zahlen sehen. Das Induktionsprinzip 
rückt das scheinbar nicht Fassbare wieder in Griffweite: Nur solche Aussagen 
über die Gesamtheit der Zahlen gelten als bewiesen, die sich im Enndlichen nach 
diesem Prinzip entscheiden lassen. 








Wir halten fest: 

Eine Aussage A(n) ist für allen € IN richtig, wenn Folgendes nachgewiesen ist: 
(a) A(1) ist richtig, 

(b) Falls A(k) richtig ist, ist auch A(lk+1) richtig. 
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Bei der vollständigen Induktion kann auch mit irgend einer natürlichen Zahl no 
anstelle der 1 gestartet werden: 


Eine Aussage A(n) ist für alle natürlichen Zahlen n > no richtig, falls gilt: 
(a) A(no) ist richtig, 

(b) fürk > no folgt aus der Richtigkeit von A(k) die von A(lk+1). 

Der Beweis ergibt sich wieder aus der Wohlordnung der natürlichen Zahlen [öA]. 





6.5 Beispiel. Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist n?. 
Induktionsanfang: Für n = 1 heißt das einfach 1 = 1°. 
Induktionschritt: Ist für irgend ein k die Aussage 


Ab: 143... + =) 
richtig, so folgt 

Ak+1): 1+4+3+...+@k-N)+lk+1)=k’+2k+1=(k+1)”. 
Nach dem Induktionsprinzip gilt also A(n) für allen e N. 


6.6 Die Bernoullische Ungleichung 

Aus h > —1 folgt (L+h)" > 1i+nh für allen ee N. 

BEWEIS durch Induktion. 

Für n =1 besteht Gleichheit: (1+A)'=1+1:-h. 

Gilt (1+A)" >1+kh, so folgt nach 5.5 (d) wegen 1+4+h>0 auch 
(1+A)"t! = (1+Ah)"(1+h) > (1+kh)(1-+h) 

1+(k+1l)h+kh? >1+(k+Dh. 


Aus (1+h)" >1+kh folgt also auch (1+Ah)**" >1+(k-+1)h. Nach dem 
Induktionsprinzip gilt somit (1+h)" >1+nh für all ne N. OD 


6.7 Bemerkung. Dass jede ungerade natürliche Zahl k von der Form 2m — 1 
ist mit me IN (vgl. 4.3), folgt aus der Wohlordnungseigenschaft 6.1: 

Die Menge A= {ne N |2n > k} ist nicht leer wegen 2k € A. Also hat A ein 
kleinstes Element m. Es ist 2(m — 1) <k < 2m, ja sogar 2m —2 <k< 2m, da 
k nicht gerade ist. Es bleibt für k nur der Wert 2m -1. 


6.83* Eine Variante des Induktionsprinzips, die wir erst später benötigen 
und die bei der ersten Lektüre übergangen werden kann, sei der Vollständigkeit 
halber hier aufgeführt. 





SATZ. Eine Menge M C IN besteht schon dann aus allen natürlichen Zahlen, 
wenn gilt: 


(a) EM. 
(b) Aus 1,2,...,k€eM folgt k+1leM. 
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BEWEIS. 

Wir betrachten A= {ne N | {1,...n}C M}.Istn ee A, so ist insbesondere 
n € M. Also genügt es zu zeigen, dass A = N ist. Dies geschieht durch Induk- 
tion. Offenbar ist 1€ A. Ist k € A, so bedeutet das m € M für alle m <k. 
Nach (b) folgt k +1 € M. Insgesamt ist dann sogar me M für allem <k+1. 
Es folgt k+1e€ A. m 


6.9 Summenzeichen und Produktzeichen 


rn 
Die Summe aı +a2+...+ an kürzen wir ab durch ),ar. Dabei vereinbaren 
k=1 





i 
wir ), ar = aı. Die oben bewiesenen Formeln lassen sich jetzt so schreiben: 
ki 


= Inn+1)an+1), D@k-1) = n. 


1 k=1 


Se 


k 


rn 
Auf den Namen des „Summationsindex* k kommt es nicht an, statt ) ax 
k=1 





rn nr 
können wir genausogut a, >, a; schreiben. Ist I eine endliche Teilmenge 


ı=1 3=1 
von N, etwa I = {nı,..., nm}, so definieren wir Jar :=Qnı +:.. + An. Aus 
keI 
formalen Gründen ist eszweckmäßig, )) ar = 0 zu setzen, falls / = ®. Allgemein 
ke 


setzen wir für ,me Z 


Een aı falls m =1, 
aı-+arıTt...+am fallsm>1T, 


k=l 0 falls m < I; 
n—1l n 
ferner schreiben wir auch ), arıı statt ar. 
k=0 | 


Ganz analog definieren wir 


m aı falls m = | 
al Alı1 "dm fallsm>IT 
1 falls m <I. 


Die Fakultät von n € N ist definiert durch 


und verabredungsgemäß 0! := 1. 
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rn 


Für die n-te Potenz gilt a” = || «a und verabredungsgemäß a =1.Die 
k=1 
Rechenregeln a”*" = a” :a”, (a”)” = a”” ergeben sich durch Induktion 





Val. 
6.10 Aufgabe. Verifizieren Sie die Ungleichung 
n!< (2) ir well. 


durch Induktion und Anwendung der Bernoullischen Ungleichung, und prüfen 
Sie die Güte dieser Abschätzung von n! anhand einiger Zahlenbeispiele. 





6.11 Die geometrische Summenformel 


(a) a” -b"=(a-b) (a: EU a en ee en) 
al oo 
= (a-b) Yard" = (a-b) ad. 
k=0 itjen-1 
Für n = 2 ist dies einfach die Formel a? — b° = (a-b)(a+b). 
(b) Mit a=1 und b= g folgt daraus unmittelbar 


n me n-1 
a — 4 für gq+l. 
1-4 


(c) BEMERKUNG. Für a>b>0 folgt a" > b” nach (a). 
Die Formel (a) ist wie folgt einzusehen: 
(a-b) Co a a > ) 
= et - bt Ha - ir... the 
= a’—b, 


da sich innere benachbarte Glieder gegenseitig wegheben. 
Beweisen sie die Formel (a) durch Induktion! 








6.12 Zeigen Sie durch Induktion: | ar | 2. |: 
k=1 k=1 


7 Intervalle 

7.1 Abgeschlossene Intervalle 

Für reelle Zahlen a, b heißen die folgenden Mengen abgeschlossene Intervalle: 
bl s4zeEeRla<zr<sbr (ab), 
a; = JzERle<r}, 
|-©,b]| :={freR|xr<sb}. 
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Auch R zählt als abgeschlossenes Intervall. Bei —oo und oo handelt es sich um 
Symbole für die Unbegrenztheit nach unten und nach oben. 


7.2 Offene Intervalle 

Offene Intervalle heißen die Mengen 
la,db| := {zreR|a<xr<bt (a<b), |,x|[:= {reR|x>al, 
|-m,bl:= {reR|xr<bt, R=]-m,ol|. 


In der Literatur wird auch (a,b) statt |a, b| geschrieben. 


7.3 Halboffene Intervalle 


Sind a,b reelle Zahlen mit a < b, so setzen wir 


a,b) := {teRj|a<x<bt, [abl := !reRla<ı<b)}. 


7.4 Abgeschlossene und offene Halbgerade 
R+ :={teR|r>0}, Rs = [reR|r>0%. 


7.5 Kompakte Intervalle 
Wir nennen Intervalle der Form [a,b] mit a,bER, a<b kompakt. 


8 Beschränkte Mengen, obere und untere Schranke 


8.1 Definition. Eine Teilmenge M von R heißt nach oben beschränkt, 
wenn es eine Zahl X gibt mit x <K für alle x e M. K heißt in diesem Fall 
eine obere Schranke für M (K braucht nicht zur Menge M zu gehören). Ist 
K eine obere Schranke und K’ > K, so ist auch K’ eine obere Schranke. Analog 
werden die Begriffe nach unten beschränkt und untere Schranke definiert. 














8.2 Beispiele (a) IN ist nach unten beschränkt, eine untere Schranke ist 1. 
(b) R>o ist nach unten beschränkt, O0 ist eine untere Schranke. 


(c) Die Menge W = !ze R| x” <2} hat 2 als obere Schranke. Denn für jedes 
zeW gilt 2° <2<2°, also 2 <2 nach 5.7. 





8.3 Beschränkte Mengen. Eine Teilmenge M von R heißt beschränkt, 
wenn es ein K > 0 gibt mit |z| < K für alle x € M. K heißt in diesem 
Fall eine Schranke für M. Aus formalen Gründen gilt ® als beschränkt. Ist M 
beschränkt mit Schranke K,, so ist M C [—-K, K], also ist M nach oben und nach 
unten beschränkt. Ist umgekehrt M nach oben beschränkt mit oberer Schranke 
5 und nach unten beschränkt mit unterer Schranke T', so ist M beschränkt mit 
der größeren der beiden Zahlen |S|, |7| als Schranke. 
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9 Maximum und Minimum 


9.1 Für zwei Zahlen a, b setzen wir 


b falsb>a, 
maxf{a, b} := 
a falsb<a, 
a falsa<b, 
min/o;br = 
b falsa>b. 
Allgemeiner gibt es zu je endlich vielen Zahlen aı,...,qan eine größte und eine 





kleinste, bezeichnet mit 
max{qı,...,0n} bzw. minfaı,...,Qn}. 


Dies ergibt sich durch Induktion nach der Elementezahl n [öA]. 





9.2 Ist M eine nichtleere Teilmenge von R, so schreiben wir 
m = max M 


(m ist das größte Element, bzw. das Maximum von M), falls Folgendes gilt 





(a) m ist eine obere Schranke für M und 
(b) meM. 


Entsprechend schreiben wir = minM (l ist das kleinste Element, bzw. das 
Minimum von M), falls 





(a) l eine untere Schranke für M ist und falls 


(b) DEM. 


9.3 Vorsicht: Nicht jede nichtleere, nach unten beschränkte Teilmenge von R 
besitzt ein kleinstes Element! 


Zum Beispiel ist R>o nach unten beschränkt, hat aber kein kleinstes Element. 
Ist namlich x € Ro, so ist 0 < 5 < x. Also gibt es zu jedem Element von R>o 
noch ein kleineres. Die Zahl 0 gehört nicht zu R>o! 


Weitere BEISPIELE: 
(a) a= minla,b], b= maxla, b] 
(b) Das Intervall Ja,b| besitzt kein Maximum und kein Minimum. Denn ist 


x € Ja, b[, so enthält ]a, b| immer noch größere Zahlen (z.B. 3(x+b), vgl. 5.11 (c)) 
und noch kleinere (z.B. 3(a+x)). 





(c) Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein Minimum (6.1). 
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10 Archimedische Anordnung von ® 


(a) Sind p,gq positive rationale Zahlen, so gibt es mindestens eine natürliche 
Zahl N mit Np > q. Insbesondere gibt es zu jeder noch so großen positiven Zahl 
reß@W eine natürliche Zahl Nmit N>r. 


(b) Zwischen je zwei rationalen Zahlen p < q gibt es eine weitere, ja sogar 
unendlich viele weitere rationale Zahlen. 


BEWEIS. 
(a) Sind 
n nm 
=, 7 I —7 
m m 


rationale Zahlen mit n,m,n’,m’ € IN, so setzen wir N := mn’ +1. Dann ist 


/ / / 

nImn +1 nmn n 

Np = a) _ = mn Sm 2 
m m m 





—4q 





Der zweite Teil ergibt sich fürp=1,q =tr. 


(b) Ist p <q, so ist p< 3(p+g) <q (5.11 (c)). Bezeichnen wir 3(p+g) mit 
rı, so gibt eseinra eWmitrı <ra <g, dann einrz €eW mit ra <r3 <q usw. 
Per Induktion folgt, dass es zu jedem n € N ein r„ gibt mit p< r„ < q, welches 
von r1,r2,...,Tn-ı verschieden ist. 


[] 
BEMERKUNGEN. 


Zu (a): Für die reellen Zahlen wer- 

den wir in 82:2.1 einen entsprechen- & D 
den Satz beweisen. Dessen geometri- 
sche Deutung ist, dass eine noch so klei- 
ne Strecke AB, genügend oft aneinan- AB 

dergesetzt, schließlich jede vorgegebene 

Strecke CD übertreffen muss. 

Zu (b): Zu der Unendlichkeit von Q in Bezug auf die Ausdehnung kommt sozusa- 
gen eine Unendlichkeit nach innen hinzu: Die rationalen Zahlen liegen unendlich 
dicht gepackt auf der Zahlengeraden. Umso überraschender muss die folgende 
Tatsache erscheinen: 








11 Die Abzählbarkeit von ® 


Die rationalen Zahlen lassen sich durchnummerieren. 


Das bedeutet: Q hat nicht mehr Elemente als N. Wir sehen das mit Hilfe des 
ersten Cantorschen Diagonalverfahrens: 


12 Zur Lückenhaftigkeit von ® 


Hierzu ordnen wir die positiven ratio- 
nalen Zahlen in dem nebenstehenden 
Schema an und gehen bei der Numme- 
rierung den Pfeilen nach. Dabei werden 
alle Zahlen, die schon einmal in ande- 
rer Darstellung erfasst wurden, über- 
gangen (in der Figur eingekreist). 








Die positiven rationalen Zahlen sind so 
in der Form rı = 1, ra = 5, 2, 
= 3,75 8 = usw. nummeriert. In 
der Auflistung 0, rı, -rı, ra, —ra2, ... 
kommt jede rationale Zahl genau ein- 
mal vor. Daraus ergibt sich die Num- 


merierung von W. 


12 Zur Lückenhaftigkeit von ® 


Nehmen wir einmal an, unsere Zah- 
lengerade bestünde nur aus den ratio- 
nalen Zahlen. Wir errichten über die- 
ser „Zahlengeraden ®“ das Einheits- 
quadrat und beschreiben um den Null- 
punkt den Kreis mit Radius d (Fig.). 
Dann hätte dieser mit der Zahlenge- 
raden keinen Schnittpunkt. Denn nach 
Pythagoras wäre d’ = 1?+1?=2. Es 
gilt aber: 





Es gibt keine rationale Zahl r mitr? = 2. 
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Damit reichen die rationalen Zahlen zur Beschreibung einfachster geometrischer 


Konstruktionen nicht aus! 





Die Beweisidee ist über 2000 Jahre alt: Wärer”=2,r = —, nEeZ,meN, so 
könnten wir durch sukzessives Kürzen mit 2 erreichen, dass m oder n ungerade 


ist. Aus n? = 2m? würde dann folgen, dass n? gerade ist. Dann müsste auch 


n gerade sein, denn das Produkt zweier ungerader Zahlen ist ungerade. Also 
wäre |n| = 2k mit k € N. Das hätte zur Folge 4k? = n? = 2m? oder m” = 2k”. 
Damit wäre m” gerade, also m gerade im Widerspruch zur Annahme. 
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1 Supremum und Infimum 


1.1 Vorbemerkungen 








Über die reellen Zahlen wurde bisher festgestellt, dass sie einen die natürlichen 
Zahlen enthaltenden Körper bilden, der nach den Gesetzen (Oı) bis (O4) ge- 
ordnet ist. Die entscheidende Eigenschaft, welche R vollends charakterisiert und 
vor W auszeichnet, ist die Vollständigkeit bezüglich der Ordnung im Sinne des 
nachfolgenden Supremumsaxioms, welches die „Lückenlosigkeit“ von R sicher- 
stellt. Am Ende des Paragraphen definieren wir Vollständigkeit bezüglich des 
Abstands. Die Vollständigkeit garantiert die Existenz von Grenzwerten und ist 
daher unerlässliche Voraussetzung für die Aufgabenstellungen der Analysis wie 
Reihenlehre, Differentialrechnung, Inhaltslehre, Lösbarkeit von Gleichungen. 











1.2 Das Supremumsaxiom 





Jede nach oben beschränkte, nichtleere Teilmenge M von R besitzt eine klein- 
ste obere Schranke. Diese wird das Supremum von M genannt und mit 
sup M bezeichnet. 


s = sup M bedeutet also: 
(a) s ist obere Schranke von M: x <s für jedes ze M. 





(b) Jede kleinere Zahl kann nicht obere Schranke von M sein: Zu jedem r <s 
gibt es mindestens einze Mmitr<r. 


Eine andere Formulierung für s = sup M lautet: 
Für jedes e>0 ist |]s-&,s| NM #0. 


Durch Spiegelung am Nullpunkt der Zahlengeraden (Ersetzen von x durch —x) 
gehen obere Schranken für M in untere Schranken für —M über und umgekehrt. 
Daraus ergibt sich das folgende Gegenstück zum Supremumsaxiom: 





1.3 FOLGERUNG. Jede nach unten beschränkte, nichtleere Teilmenge M von R 
besitzt eine größte untere Schranke, genannt das Infimum inf M von M. 


Hierbei bedeutet t = inf M: 





(a) t ist untere Schranke von M: t<x für jedes ze M. 


(b) Jede größere Zahl kann nicht untere Schranke von M sein: Zu jedem r >t 
gibt es mindestens einze Mmitr>r. 


1.4 Bemerkungen und Beispiele 


(a) Für /= Ja,b| gilt b = sup !. Denn b ist obere Schranke für I, und fürr <b 


gibt eseinze Imitr<x, nämlich x = >(r’ + b) mit r' = maxfa,r}. 
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Ganz analog ergibt sich a = inf I. 


(b) Beachten Sie den Unterschied zwischen Maximum und Supremum: Im vor- 
angehenden Beispiel besitzt / weder ein Maximum noch ein Minimum. Das 
Supremum einer Menge M muss also nicht zu M gehören. 





(c) Besitzt M allerdings ein Maximum: m = max M, so ist m auch das Supre- 
mum von M. Entsprechendes gilt für das Minimum. 


(d) Den Kreisumfang definieren wir in 83 als das Supremum der Längen aller 
in den Kreis einbeschriebenen Sehnenpolygone. 





(e) In ®, für sich genommen, gilt das Supremumsaxiom nicht. Hierzu zeigen 
wir wie in 2.4 dass die Menge 


M=I!zeQ|xe”<2} 


nichtleer und nach oben beschränkt ist und dass aus der Existenz eines Supre- 
mums s = sup M € Q notwendigerweise s’ = 2 folgen müsste, was nach 81:12 
ausgeschlossen ist. 


1.5 Aufgabe. Beantworten Sie für die nachfolgenden Mengen M CR die 
Fragen: 


Ist M nach oben beschränkt? Wenn ja, geben Sie s= sup M an und begründen 
Sie, warum s = sup M ist. 


Die entsprechende Frage für „nach unten beschränkt“ und inf M. 

Hat M ein Maximum” Wenn ja, welches? 

Hat M ein Minimum? Wenn ja, welches”? 

a) Mı = I1--|nenNt, 

b) Ma = {teR|t ist obere Schranke von Mı}, 

c) Ma3 = (1 = —,)" Ine N} (Hier hilft eine wichtige Ungleichung weiter !), 


2 Folgerungen aus dem Supremumsaxiom 


2.1 Die archimedische Eigenschaft von R 

Wir geben drei äquivalente Formulierungen (vgl. 81:10): 

(a) Zu je zwei Zahlen aabER mit0O<a<bogibtesenne Nmitn-a>b. 
(b) Zu jeder positiven Zahl r gibt es einn€e Nmitn>r. 

(c) Zu jedem e>0O gibt es ein NE N mit Y =: 
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BEWEIS von (b). Sei r > 0 gegeben. Angenommen, es gäbe keinn € N mit 
n > r. Dann wäre IN nach oben beschränkt mit oberer Schranke r. Nach 1.2 
hätte dann N ein Supremum: s := supN. Es wäre dann n+1<s für alle 
neN,alson <s-1 für allen € N; damit wäre s — 1 obere Schranke von N 
im Widerspruch dazu, dass s die kleinste obere Schranke sein sollte. 


(a) folgt aus (b) mit r=b/a; (ce) mit r=1jJe. D 





2.2 Die Zahl [x] 


Jede nach unten beschränkte, nichtleere Menge M ganzer Zahlen besitzt eın 
Minimum. 


Denn zu t:= infM gibt es nach 2.1(b) einke N mit k > |t|. Die verschobene 
Menge M’:=!k+m|m € M} hat als Teilmenge von IN ein Minimum. 
Für jede reelle Zahl x gibt es genau eine ganze Zahl n mit 


Se nl; 
nämlichn=min{meZ| ce <m+1}. 


Wir bezeichnen diese Zahl mit |x] (bei Taschenrechnern: INT(x)). [x] ist offenbar 
die größte ganze Zahl < x. 


2.3 Ein kleiner Hilfssatz. Von einer reellen Zahl x sei bekannt, dass es eine 
Konstante c>O gibt mit 


en u für alle genügend großen natürlichen Zahlen n. 
n 


Dann gilt x <d. 
Warum kann x nicht positiv sein? 


2.4 Die Existenz der Quadratwurzel 


Zu jeder Zahl a > 0 gibt es genau eine Zahl x > O0 mit x” = a; bezeichnet 
mit fa. 
BEWEIS. 
Für a = 0 ist die Behauptung klar; sei also a >0. 
(a) Eindeutigkeit: Aus ©” = a und y” = a folgt 0= x” - y = (2 -y):-(c+y), 
also x = y oder £ = —y. Da nur positive Lösungen in Frage kommen, bleibt 
v=1. 
(b) Existenz der Wurzel: Wir betrachten die Menge 

M=IzeQ|a<a). 


M ist nicht leer, denn O€E M. M ist nach oben beschränkt durch 1+ a denn 
fürzeM silt 
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, a” a‘? a 
x <a<ira+ = (145) und daraus z<l+tz- 


Für das Supremum s = supM wollen wir s? = a zeigen. Wir zeigen zuerst 
s®>a.Fürn=1,2....gilt st €M, also 
ES Z 1 
a < (s+>) = +2 +— 
n nn 
und daraus 


den - 2 na 
n n 


E3 2s+]1 
on m?” 


n 





Es folgt a — s” < 0 nach 2.3. 


Jetzt zeigen wir s” <a. Wegen s’ >a > 0 gilt s > 0, also gibt sein NEN 
mit N < s, und damit haben wir für allen > N 
1 


1 
0  — SS -. 
—_ N =’ n 








Da s — 1 keine obere Schranke von M ist, gibt es jeweils ein £„ € M mit 


1 
0 < s=— < In, vgl. 1.2 (b). 


Wir haben dann 


Ex 2 1 2 
a> an > (s--) an bzw. 
N m: N n 
s®—aqa 
25 


2 
— ed. An ree Q 
25 





< - für alle n> N und damit nach 2.3 





BEMERKUNG. Der Beweis ließe sich kürzer fassen. Wir haben aber gleich die Aus- 
sage 1.4 (e) mitbewiesen, dass nämlich M = {x eQ|r”< 2} kein Supremum 
in & besitzt. Denn für s = supM folgt nach den rein rationalen Rechnungen 
oben, dass s” = 2, also s@ Q nach 81:12. 





2.5 © liegt dicht in R 


In jedem (noch so kleinen) Intervall |a,b| gibt es eine, ja sogar unendlich viele 
rationale Zahlen. 


BEWEIS. 


a 


Wir wählen zuerst ne IN mit _ = und bestimmen dann ein m € Z mit 


m+]1l 





m 
a< —< =D; 
n 
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Hierzu setzen wir m := [na] + 1, so dass me Z und m—- 1<na< m. Es gilt 
dann 
1 = 2 
a< und LA +- <a+(b-a) =b. 
n n n n 





Mit diesen beiden rationalen Zahlen liegen nach $1:10 (b) noch unendlich viele 
weitere rationale Zahlen zwischen a und b. m 


2.6 Auch die irrationalen (nicht rationalen) Zahlen liegen dicht in R, d.h. in 
jedem Intervall Ja,b| findet sich eine irrationale Zahl. 


BEWEIS. 


Wir wählen gemäß 2.5 zwei rationale Zahlen p < q in Ja,b| und ein ne IN mit 





1 u 
—_—< Ja, Dann gibt eseinme Z mit p< Tr<a. 

n v2 n 

Festlegung von m und Nachweis der letzten Ungleichungen als [üAl. Oo 


2.7 Aufgaben 


(a) Zeigen Sie, dass 1+5 — a yIi+2 2-14, map ze Il]. 


(b) Zeigen Sie: It 1+ ax - Ba? </1+xz<1+ox für alle ze [-1,+1], so 


folgt a=3 und 3 > >. 


3 Folgen, Rekursion, Teilfolgen 


3.1 Folgen 





Ist durch irgendeine Vorschrift jeder natürlichen Zahl n eine reelle Zahl an 
zugewiesen, so sprechen wir von einer Zahlenfolge, bezeichnet mit (an)nemn 
bzw. (ar)kem usw. Solange keine Missverständnisse möglich sind, schreiben wir 
kurz (an) bzw. (ar) usw. In manchen Fällen bezeichnen wir eine Folge auch mit 
(a1,Q2,Q3,...). 


BEISPIELE 


(-) = (ı 1 I 13 ) 
n = 2er ) 
13 9 64 625 
Tr u 
( +,) ) (2.5; 256 ’ r 
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(507) 


Hier ist zu sehen, dass die Auflistung der Elemente keinen Einblick in das Bil- 


(z 13 3 3 9 63 ) 
20 ° 200 ° 4000 ’ 20000 ' 80000 ’ 800000 ' 16.106 ° 





dungsgesetz liefert. Andererseits lässt sich bei der Folge (1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,... 


das Bildungsgesetz nur sehr mühsam formelmäßig angeben. 


3.2 Rekursive Definition von Folgen 


(a) Setzen wiraı =1,a2a = v1l+aı,a3 = v1+ as, allgemein an+ı = v1l+ an, 
so ist hierdurch eine Folge (an) definiert. Das ist eine Folgerung aus dem Induk- 
tionsprinzip. 


(b) Ebenso ist durch aı = 1, aa = 1, Qan+2 = An +Qn+ı eine Folge (an) definiert. 


3.3 Teilfolgen entstehen, grob gesprochen, aus Folgen durch Weglassen von 
Folgengliedern, z.B. (aı,Qaa, a9, Q16,...) = (Ap2)ken- 


So sind (1,1,1,...) und (-1,—-1,-1,...) Teilfolgen von (1,—1,1,—1,...). Wir 
präzisieren dies: Eine Teilfolge von (an) hat die Gestalt (an, )ren, kurz (An, )r; 
wobei die n, natürliche Zahlen sind mit nı < na < nz < ---. Der Falln; = k 
ist dabei zugelassen. In unserem Beispiel ist n, = k*. 


Beachten Sie: Ist (an, )rem eine Teilfolge von (an), so gilt immer na > k. 


4 Nullfolgen 


4.1 Programm 


Wir wollen mathematisch streng fassen, was wir unter der Formulierung „Die 
Folge (an) hat den Grenzwert a“ (an —a für n— oo) verstehen wollen. 


Dazu gehen wir in zwei Schritten vor. Zunächst präzisieren wir die Aussage 
„An — 0 fürn — 00“. Anschließend definieren wir „an — a fürn — oo“ durch 
„An -a—0 fürn — oo“. 


4.2 Die Unzulänglichkeit der Intuition 





Die Feststellung n — 0 fürn — oo wird jeder unterschreiben, ebenso unpro- 
blematisch ist die Behauptung (7) —0 fürn — oo. Wie steht es aber mit 


der Folge (n() ) ? Zwar strebt (>) gegen Null, aber n wächst über alle 


Grenzen. Das Studium der ersten Glieder 


9 162 2187 26244 

10 ’ 100 ’ 1000 ?’ 10000 
vermittelt keine klare Vorstellung. Eine klare Vorstellung dagegen scheinen die 
ersten Glieder der Folge an = ur zu vermitteln: Sie sind der Reihe nach 0.05, 
0.005, 7.5-10°*, 1.5-10”* und werden im Folgenden rasch sehr klein. So ist 
a20 I 2.32: 10°. Alles klar? Denkste: aso & 7217.3. 
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4.3 Weitere Bemerkungen. Die gesamte Analysis und damit auch die ma- 
thematische Physik stützt sich auf Konvergenzbetrachtungen. Diese werden in 
aller Regel auf reelle Nullfolgen zurückgeführt. Daher werden wir an dieser Stel- 
le größten Wert auf mathematische Strenge und Beherrschung der Techniken 
legen. 





Eine präzise Fassung des Konvergenzbegriffes scheint zunächst schwierig: Um 
das finale Verhalten der a„ zu klären, müssen wir scheinbar eine Reise ins Unend- 
liche antreten. In Wirklichkeit werden wir aber die Entscheidung im Endlichen 
treffen. 





4.4 Definition 
Eine Folge (an) heißt Nullfolge (in Zeichen lim an = 0 oder an — 0 für 


NO 


n. — 00), wenn es zu jeder (noch so kleinen) Zahl e > O eine Zahl n. € No gibt, 
so dass |an| < e für allen > n.. 


Definitionsgemäß ist (an) genau dann eine Nullfolge, wenn (|a„|) eine ist. 


4.5 Einfache Beispiele 
(a) Die Folge (=) ist eine Nullfolge. Zu gegebenem e > O setzen wir n. := =]. 


Für n>n: gilt daan n> 2, also n ze, 
[üa]: (2) ist Nullfolge für jedes cEeR. 


(b) Die Folge (>) ist eine Nullfolge. Denn die Ungleichung Im <e ist 


1 

nach 81:5.7 gleichwertig mit _ -2,.dh > —. für n>n. := >] gilt 
€ 

n>- und damit 


—l_ 
e2 


me 


4.6 Eine fiktive Diskussion 





A: Ich habe die ersten Glieder der Folge an = 2 mit dem Taschenrechner 
berechnet: 
’ ’ 2 A A 
di = aa = a2 = — Aa = — As = — dc = —— 
a Ze 


a7 = 0.0254, as = 0.006353. 


Man sieht schon: an —L. 


B: Glaube ich nicht. 2” wächst über alle Grenzen, wie schon den Zeitgenossen 
Buddhas klar war. 


A: Aber n! wächst noch stärker! 


B: Berechne doch mal a7rsı. (Taschenrechner von A: „Error!“) 
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A: Geht nicht. Aber a7rsı ist bestimmt fürchterlich klein, und die folgenden 
Glieder sind noch kleiner. Denn anıı = — Os 


B: Die Glieder von 1 + _ werden auch immer kleiner. 


A: Ich meine, n! wächst so stark, dass a„ mit zunehmendem n beliebig klein 
wird. 


B: Was heißt „beliebig klein“? 
A: So klein Du willst! 


19 
B: Kleiner als 1000; 


A: aıo = 2.822 - 10 *. Und die folgenden an sind noch kleiner, wie ich schon 
begründet habe. 


B: Kleiner als 10”°? 

A: aıs < 2.506 - 10”°. 

B: O.K. Aber kleiner als 1017? 
A: a20 < 4.31: 10°"%. 


1000 


B: Reiner Zufall. Meine Zahlen waren nicht klein genug. Bei 10° musst du 


passen! 


A: Stimmt, das schafft mein Rechner nicht. So kommen wir nicht weiter! Ich 
zeige Dir jetzt, dass es ganz gleich ist, was Du Dir ausdenkst. 





Nehmen wir an, Du hast Dir eine kleine Zahl ausgedacht, nennen wir sie e. 
Positiv muss sie sein, denn ich habe nie behauptet, dass a, irgendwann einmal 
Null wird. Also jetzt warte mal! (A begibt sich ins Nebenzimmer). 


A (für sich): Machen wir eine Analyse! Für n > 3 ist — < 5, also An+ı = 
HT du > An. Damit 
1 1 1\? I 8a3 
a4 <s =a3, 5 S a < (zZ)... ,. < (5) a3 = ——. 
a Fe ne Zus, kS(5 3 IR 


Nach der Bernoullischen Ungleichung ist 2" = (141) >1+k>k. Also haben 


wir insgesamt la,| < Sa = nn für k > 3. Damit |a,| < e wird, brauche ich also 
nur dafür zu sorgen, dass > < e ausfällt. (A wendet sich wieder an B.) 


A: Ich hab’s! Wenn Du Dir ein e > 0 ausgedacht hast, wähle ich n. = [32 
Dann bin ich sicher, dass an = |an| < e für allen > n. sein wird. Jetzt brauchst 
Du mich nicht mehr, meine Formel arbeitet für mich. Übrigens: Mein n: ist 
natürlich viel zu großzügig bemessen. Es ist an < e nicht erst ab n-, sondern 
schon bedeutend eher. Mir kam es aber nur darauf an, möglichst einfach eine 
Abschätzung des qualitativen Verhaltens zu gewinnen. 
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4.7 Zur Bezeichnung n.. Wir knüpfen an die letzte Bemerkung von A an. 
n. ist durch e nicht festgelegt, jede größere Zahl tut’s auch. Wir werden aber n. 
umso größer wählen müssen, je kleiner e ist. Nur das soll durch das angehängte 
e angedeutet werden. 


Nützen Sie die Ungleichung 2'° = 1024 > 10° aus, um das von A angege- 
bene n. nach unten zu verbessern. 








4.8 Aufgabe 


z n 
Beweisen Sie nach dem Muster von 4.6, dass _ —0 fürn mx. 
n! 


4.9 Das wichtigste Kriterium für Nullfolgen: Vergleichskriterium 
Gilt von einer Nummer N ab eine Abschätzung 

lan| < bn, 
wobei (b„) eine Nullfolge ist, so ist auch (an) eine Nullfolge. 


”Werden insbesondere endlich viele Folgenglieder in einer Nullfolge abgeändert, 
so entsteht wieder eine Nullfolge. 


BEWEIS. 


Nach Voraussetzung gibt es zu jedem & > 0 ein n., so dass |b„| <e fürn > n.. 
Wir wählen N. = max{N,n.}. Dann gilt fürn > N. einerseits n > N, also 
lan| < b„ und insbesondere b„ > 0, andererseits n > n., also |b„| < e. Damit 
ist |an| < bn = |bn!| <e fürn > N.. D 


4.10 Anwendungsbeispiel 





(=) ist eine Nullfolge. Denn es ist 


nn |__.n_._n 
Di ir een 


und (+) ist Nullfolge. 


)) 


SsI+ 


4.11 Die Folge (q"”) 
Für |g| <1 ist (q”) eine Nullfolge. 
BEWEIS. 
Für q = 0 ist das klar. Für 0 < |q| < 1 setzen wir |q| = ur7 mit h= mi = 0 
Nach der Bernoullischen Ungleichung 8 1:6.6 gilt dann 
er 4 

lar|  lalr 
somit ist |gq”| < 1/(hn). Nach 4.5 (a) ist (1/(hn)) eine Nullfolge, vgl. auch 
5.2 (a). Die Behauptung folgt jetzt aus dem Vergleichskriterium. D 


= (1+h)" >1+nh>nh, 
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4.12 Übungsaufgabe 
Zeigen Sie, dass (a„) Nullfolge ist für 





(a) di E —— (b) a 


5 Sätze über Nullfolgen 


5.1 Jede Nullfolge ist beschränkt. Ist nämlich (a„) eine Nullfolge, so gibt 
es nach Definition zu jedem positiven e ein n. mit |an| <e fürn > n.. Insbe- 
sondere gibt es für e = 1 ein nı, so dass la„n| < 1 für allen > nı. Setzen wir 
M = maxt|aı |, a2], ... , |ar. |, 1}, so ist || <M für allen e N. 


5.2 Das Rechnen mit Nullfolgen 
(a) Ist (an) Nullfolge, so auch (can). 


(b) Sind (an), (bn) Nullfolgen, so sind auch (an + bn), (an — dn), (Aanbn) und 
(can + db„) Nullfolgen. 


(c) Ist (an) Nullfolge und ist die Folge (b„) beschränkt, so ist (4nbn) eine 
Nullfolge. 


(d) Ist (an) Nullfolge, so auch (1/lan|)- 


Vor dem Beweis noch eine 


5.3 Bemerkung zum Nachweis der Nullfolgeneigenschaft 


Um nachzuweisen, dass eine Folge (x) eine Nullfolge ist, genügt es, eine Kon- 
stante c > O0 anzugeben mit der Eigenschaft 


Zu jedem e > 0 gibt es ein N. € No mit |x„n| <ce für allen > N.. 

Denn ist dieses gelungen, so gilt |an| <e für n > N.,, wobei € = e/c. 

Dieses Kriterium wird sich im folgenden Beweis und auch später als bequem 
erweisen. 

BEWEIS von 9.2. 

(a) folgt jetzt unmittelbar aus 5.3. 


(c) Ist (an) Nullfolge und |b„| < M für alle ne N, so ist |an bn| < M lan! für 
alle n € IN. Die Folge (lan|) ist Nullfolge, also nach (a) auch die Folge (M lan |), 
also nach dem Vergleichssatz auch die Folge (an bn). 





(b) Sind (an), (bdn) Nullfolgen und ist e > 0 eine beliebige vorgegebene Zahl, so 
gibt eseein n. und ein m. mit lan| <e für n > ne, |b„n| <e für n> m.. Fürn > 
N.:=max{n., m. } ist dann |can + db„| < |c| |an| + |d! \dn| < (lel + \d|l)e. Damit 
ist (can + db„) Nullfolge nach dem Kriterium 5.3. Sind (an), (bn) Nullfolgen, 
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so ist insbesondere die Folge (b„) beschränkt nach 5.1, also die Folge (anbn) 
Nullfolge nach (c). 


(d) Für e> 0 wähle N. = n.2 so, dass |an| < e* fürn > n.2. Dann ist 


/ 0 ze irn N: D 


5.4 Jede Teilfolge einer Nullfolge ist eine Nullfolge 





Wir beachten die letzte Bemerkung von 3.3: Ist (an,) Teilfolge von (an), so ist 
nk Zk füralle ke N. Ist daher |a,.| <e für k > ne, so ist erst recht |an,| <e 
für > Ne: 


5.5 Weitere Beispiele 
(a) Für |q| < 1 ist (ng”) eine Nullfolge, 
(b) ebenso (n?gq"). 


(c) Für beliebige x € R ist (Z) eine Nullfolge. 
n! 
BEWEIS. 


(a) Ähnlich wie im Beweis zu 4.11 erhalten wir mit \/|q| = —- nach der 


1+h 
Bernoullischen Ungleichung 
” 1 
\/ —, 
ai) = An 
Hieraus folgt 
N| — gr 
tal)" < 
und damit ng” — 0 nach dem Vergleichssatz zusammen mit 5.2 (a). 


(b) geht nach demselben Muster [UA]. 
(c) Nach Wahl einer natürlichen Zahl N > 2|x| ergibt sich für n> N 


z 2 _ el” (I - 2" |e]" (3) 
N+1 n = N! \2 N! \2) ° 


«N 


N! 


L 








| n 





n! 








woraus mit dem Vergleichssatz, mit 4.11 und mit 5.2 (a) die Behauptung folgt. 
[ 


6 Grenzwerte von Folgen 


6.1 Definition. Eine Folge (a„) konvergiert gegen a oder hat den Grenz- 
wert a, wenn (a — an) eine Nullfolge ist, d.h. wenn es zu jedem &e > O ein n. 
gibt mit 


la-an|l<e füralle n>n.. 
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Eine Folge kann nicht zwei Grenzwerte haben. Denn sind a und a’ Grenzwerte, 
so sind (a—qan) und (a’— an) Nullfolgen, also ist auch ((a — an) — (a’ — an)) = 
(a— a’) eine Nullfolge, somit a’ = a. 


Ist a der Grenzwert der Folge (an), so schreiben wir 


lim a„ =&a oder auch a„—a für n—Xx. 
N—o9 


Natürlich hat nicht jede Folge einen Grenzwert. Machen Sie sich klar dass die 
Folge ((-1)”) keinen Grenzwert besitzt. 


BEISPIELE. 
(a) 1-4)-1 für no, 
(b) (1--=) +1 für no. 


(b) ergibt sich mit der Bernoullischen Ungleichung 8 1: 6.6 


1 n 
0<1-{1-4)" <ı-(i-nd) =2 
n? n? n 


und damit (1 — 4)" — 1 nach dem Vergleichssatz. 


Wir untersuchen jetzt zwei Fragen: 
Wie verträgt sich der Grenzübergang mit der Anordnung von R, und wie mit 
dem Rechnen in R? 


6.2 Satz. Unter der Voraussetzung a = lim an gilt: 
N—00 


(a) Sind von einer Nummer ab alle an > s, so ist auch a > s. 

(b) Sind von einer Nummer ab alle an <t, so ist auch a <t. 

(c) Ista>0, so gibt eseinno IN mit mn >5 für n>no. 

BEMERKUNG: Aus an > S, dan — a folgt nicht a > s, wie das Beispiel an = 1+ 
s=:] zeigt. 


BEWEIS. 


(a) Ist an >s fürn> N unda= lim an, so gilt 
N—0o 


(*) s-a < an -afürn>N. 





Ist & eine beliebige positive Zahl und no > N so gewählt, dass |an — a| < e für 
n > no, so folgt s- a <e nach (x). Also ist s- a <e für jede positive Zahl e, 
und damit s-a<O. 


(b) Analog. 
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(c) Ist a > 0, so wählen wir e= 5 und finden nach Voraussetzung ein no, so 
dass |a — an| <e fürn > no. Dann ist 


An=a+m-a>a-|m-a>a-e=5 für n>me. D 


6.3 Jede konvergente Folge ist beschränkt 
Denn gilt an — a, so ist (an — a) als Nullfolge beschränkt und 


lanl= la+an -al< al + lan -a| < al + supllan -a|l | ne N}. 


6.4 Konvergenz der Beträge 

Aus an — a folgt lan! — Jal. 

BEWEIS. 

Aus der Dreiecksungleichung nach unten 81:5.10 folgt 
la] - lanl| < la -anl- 


Also gilt |a| — |an| — 0, d.h. |a| = lim lan!. Q 
N—OoO 


6.5 Supremum und Infimum als Grenzwert 


Ist s= sup M, so gibt es eine Folge (an) mit Gliedern an € M unds = lim an. 


N—00 
Denn nach 1.2 gibt es zu jedem ne N ein a„n € M mit 
Ss — _ < On 8; 
Für das Infimum gilt Entsprechendes. 
6.6 Dreifolgensatz. Istb = lim an = lim cn und an < bn < cn für alle 


N—O9 N—O9 
neN, so ist auchb= lim bn. 


NO 
Beweis als 


6.7 Das Rechnen mit Grenzwerten 


Unter der Voraussetzung a= lim an, b= lim b„ gilt 
N—0o0O N—00O 


(a) lim (aan + Bbn) = aa-+ Pb, 


NO 


ib) Im ila.b,) = ab; 


NO 


(c) lim On = z falls a #0. 


n—% (An 


(Dabei kann der Nenner höchstens endlich oft Null sein; die entsprechenden 
Glieder der Folge (b„/an) müssen wir natürlich fortlassen.) 
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BEWEIS. 
(a) |(aan + Bbn) - (aa+ Pb)| 


= |a(an — a) + P(dn -b)| < Ja - lan al + IB]: \dn Bl, 





und die rechte Seite geht gegen Null nach Voraussetzung und und den Rechen- 
regelne über Nullfolgen. Nach dem Vergleichskriterium 4.9 folgt die Behauptung 
(aan + Bbn) - (aa+ßBb) —0. 


(b) Nach 6.3 ist die Folge (b„) beschränkt, etwa |b„| < M für allen € N. Der 
folgende Trick wird uns später noch oft begegnen: 





lanbn -— ab] = |(an — a)bn +a(bn -b)| < Jan — al |br | + la| |br — bi 
< M Jan - al + Ja| |bn -b| — 0, 
also nach dem Vergleichssatz anbn — ab, —,0. 
(c) Wegen (b) reicht es, ‚lim rn _ - zu zeigen. Sei zunächst a > 0. Nach (6.2) 


(c) gibt es ein no mit an > a/2 für n> no. Es ist dann 


1 1 


On a 


a—-am|  |a- an] 2 2la - an| 














ad 0a a? 





für n > no. Die rechte Seite geht gegen Null, also auch die linke nach dem 
Vergleichssatz. Der Fall a < O ergibt sich analog. Oo 


6.8 Konvergenz von Teilfolgen. Hat eine Folge (an) den Grenzwert a, so 
hat auch jede Teilfolge den Grenzwert a. 


Das ergibt sich direkt aus 5.4. 


6.9 Die Konvergenztreue der m-ten Potenz 


Konvergiert die Folge (an) gegen a, so konvergiert auch die Folge der m-ten 
Potenzen ar gegen a” fürm=1,2,.... 


BEWEIS. 


Nach 6.3 ist die Folge (an) beschränkt. Aus |an| < M folgt |a|l < M nach 6.4, 
6.2. Die geometrische Summenformel und die Dreiecksungleichung liefern 


m 
lan -a”| = lan -al- | Darıcı | 
jel 
m . . 
< lan -al >, lan] la’ =" | < mM" nal. 
jel 


Also gilt a)’ —a” — 0 nach dem Vergleichssatz. m 
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6.10 Aufgaben 
Geben Sie den Grenzwert der Folge (a„) an und begründen Sie Ihre Wahl. 


Eu 3n’+n-2 
(a) An = (2n+/n)? ’ 


(b) an = (1+ 5)” (mit Hilfe von 6.1 (b)), 
(Cl) an = yAn?+5n+2-2n (mit Hilfe von 2.7 (a)). 


7 Existenz der m-ten Wurzel, rationale Potenzen 


7.1 Die m-te Wurzel 

Zua>0QO und m=2,3,... gibt es genau einz >0O mit x" =a, bezeichnet mit 
Va: 

BEWEIS. 

Für a = 0 ist die einzige Lösung x = 0 (warum?). Sei also a >0. 

(a) Existenz. Die Menge M={zeR|r” <a} ist nicht leer, daO € M. Wir 
zeigen, dass 1+ a eine obere Schranke für M ist, d.h. dass allex mitt x >1-+a 
nicht zu M gehören. Für < > 1-+.a folgt nämlich nach der Bernoullischen 
Ungleichung &” > (1+a)” > 1+ma > ma > a. Ist also x € M, so kann x 
nicht größer als 1+.a sein; es bleibt x <1-+.a. 

Wir betrachten s = sup M. Nach 6.5 gibt es zu jedem ne N eine Zahlan € M 


mit s — n < An < s; insbesondere ist an — Ss. Wegen 6.9 folgt a) — s””, und 








wegen an <a folgt nach 6.2 (b), dass s” <a. 


Andererseits ist an + n > s, also an + _ £ M,d.h. (an + m > a. Natürlich 


ist s= lim (an + #), also ist s” = lim (an + 3)” und damit s” > a nach 
n— _ n— 0 m 
6.2 (a). Insgesamt folgt s” = a. 


(b) Eindeutigkeit. Ausx=>0,y>Ound«”=y"”=a folgt 





m-—l1l 
0 = er" -y" = (2 -y) ey Rt (vgl. 81:6.11), 
k=0 
daher ist einer der Faktoren auf der rechten Seite Null. Der zweite kann es nach 
Voraussetzung x > 0, y > O nicht sein. m 


7.2 Potenzen mit rationalem Exponenten 


Zeigen Sie: Für natürliche Zahlen m, n und a >0 silt 


YV Ya = Ya = "Ya. 


Für natürliche Zahlen n,m,k und a>O silt 


Van = "WVarnk. 
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Aufgrund dieser Vorüberlegungen dürfen wir definieren: 


Für «a > Dund r= Fr. mit m,n € N erklären wir die r-te Potenz von a 
durch 
1 


a := Var und a ":=—. 


aT 








Ferner setzen wir a’ := 1. Hierfür gelten die folgenden Rechenregeln [üA]: 
ae zu De (a”)* (a . b)" zu 
7.3 Aufgaben 
6483 
v2:22 
(b) Warum ist O< yI+h<1+ 2 für > -1? 
(c) Zeigen Sie: Ist «= lim a, mit an >0,so ist auch Ya= lim Yan. 


N—0o N—0o 


Für a=0 siehe 5.2 (d), für «a > O0 beachten Sie 6.2 (c). 


(a) Bringen Sie auf möglichst einfache Form. 





7.4 Satz. Für a>0 gilt lim Ya=1. 


N—0o 


BEWEIS. 
(a) Sei zunächst a > 1, alsoa=1+hmit h> 0. Dann ist 1< YI+h<1+2 


nach 7.3 (b), also O< Yl+h-1l< ni und damit Yl+h — 1 nach dem 
Vergleichssatz für Nullfolgen. 


(b) Wie lässt sich der FallO <a < 1 auf den vorigen zurückführen? OD 


8 Intervallschachtelungen 


8.1 Definition. Eine Folge von Intervallen [an,bn| bildet eine Intervall- 
schachtelung, wenn 

(a) [an+ı,dn+ıl C lan,bn]) fürneN, 

(b) n-an >0 fürn m. 


SATZ. Eine Intervallschachtelung erfasst genau eine reelle Zahl a, d.h. eine Zahl, 
die allen Intervallen angehört. Für diese gilt 


a lm de: Bi b,: 
N—OoO N—OoO 


BEWEIS. 


1. Schritt: Bestimmung von a. Nach Voraussetzung (a) ist 


# WEB tn it rt neh: 
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Insbesondere ist a„n <bı für alle ne N, und es existiert 
a= suplan | ne N}. 


2. Schritt: a € [an, bn| für alle ne N. Per Definition ist a > a fürneN. 
Zwischenbehauptung (Z): an < bm für alle n,m € IN. Denn ist m < n, so ist 
dr. di: It aber n > 1, HH Ti 


Nach (Z) ist jedes bm obere Schranke von A= {an |n e N}. Da a die kleinste 
obere Schranke von A ist, folgt a < bm, für alle m € N, insgesamt am <a < bm 
für alle meN. 


3. Schritt: a = lim an = lim b„ (und damit die eindeutige Bestimmtheit von 
N—OO9 N—00 
a). Es ist nämlich 0 < a - an < bn — Qn, und damit a = lim an nach dem 
N—CooO 
Vergleichskriterium für Nullfolgen. Entsprechend ist Oo <b„-a<bn-Aan —O. 
Ü 


8.2 Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen 





Für eine gegebene Zahl x > 0 setzen wir zo = |], 


2 = max {ke {0,1,2.... |o+ se), 


k 
02 = max {ke {0,1,2,... 0424, <el usw. 
Sind die Ziffern x1,X2,...,&%n schon gefunden, so setzen wir 


k 
ön+ = max |ke {0,1,2,...,9) [++ .. Hötomset. 


Auf diese Weise ist jedem x > 0 eine ganze Zahl xo > O und eine Folge (x) von 
Ziffern zugeordnet, die Dezimalbruchentwicklung von x. Wir schreiben 


Te. Od Te iin: 





Ist £%n =0 fürn > N, so ergibt sich die abbrechende Dezimalbruchdarstellung 
eis: an. ala Den Te» AN: 


Andernfalls erhalten wir eine die Zahl x erfassende Intervallschachtelung Jan, bn| 
durch 
=m+Q+...+ ae 
In To jan dr San t gg 


Nach Konstruktion von x, Ist dann 


eh: 


8 Intervallschachtelungen 47 


Ferner gilt 


In+1 1 10 


er S An + Tom 


10r+1 10r+1 = — bn. 


Anti 2 und seat 





Also ist [ar +ı, bn+1] C [an, bn| und bn - an = (7) —. 


BEISPIEL: x = 72. 
Wegen 1° <2< 2° ist zo =1. Durch Probieren erhalten wir 


9\3 3° 
(145) 1.128 <2<2.197= (1+-,) . somit 2 =2, 


Durch nochmaliges Probieren sehen wir, dass 


(++ ) <2<(1+2+ _ 
10" 100 TORTEN Me 


Somit gilt 1.25 < /2 < 1.26. 


Satz. (a) Bei der oben definierten Dezimalbruchentwicklung kann es nicht vor- 
kommen, dass von einer bestimmten Stelle ab alle Ziffern gleich 9 sind. 


(b) Ist umgekehrt xo > O eine ganze Zahl und (zn) eine Folge von Ziffern, die 
nicht von einer bestimmten Stelle ab alle gleich 9 sind, so gibt es genau eine 
reelle Zahl, die diese Dezimalbruchentwicklung hat. 


(c) Unterscheiden sich die Dezimalbruchentwicklungen von x und y an irgend 
einer Stelle, so ist x # y und umgekehrt. 


BEWEIS. 


(a) Wäre £n =9 für n> m, und tm < 9, so wäre für n > m 


An Z Amt I + + I Di ehe 
FT Tomte mr FT Tom 
(Addition mit Übertrag). Wegen b„ — x wäre dann x = an + m im Wider- 
spruch zur Definition von am. 


(b) Definieren wir 


ee ne 
a nn 


1 
10r ; 
so sehen wir wie oben, dass die Intervalle [an,bn| eine Intervallschachtelung 
bilden. Die von ihr erfasste Zahl x liegt in [an, bn|. Zu zeigen bleibt, dass x < b„ 
für alle n € N. Wäre irgendwann einmal x = br, so wäre auch & = b„ für alle 
n > k. Eine einfache Rechnung zeigt, dass dann Aan+tı -— An = oT , also 
&n =9 für alle n > k, was ausgeschlossen war. 


(cc) tn eu ra<n dd << a, SH 
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_ I 0 IRIRRES 5-2... Bor VOR BU R m  B 
en (wo + = 2) (20 + 7 Tom " Tom jom ds 


also y>x. DO 


8.3 Gültige Stellen 


Definitionsgemäß bedeutet x = 10.43, dass x = 10 + 7 + =: Die Schreibweise 
x = 3.1416 soll dagegen besagen, dass die letzte angegebene Stelle aus der 
Dezimalbruchentwicklung von x durch Rundung entstanden ist. Im vorliegenden 
Fall ist dann |x — 3.1416) < 3 - 10°, und wir sagen, dass x auf 4 Stellen genau 


angegeben ist. 











Physikalische Messwerte werden auf so viele Stellen angegeben, wie es der Mess- 
genauigkeit entspricht. Rechnen wir mit solchen Werten, so haben wir auch das 
Resultat entsprechend seiner Genauigkeit zu runden. 


8.4 Die Überabzählbarkeit von R 
Schon das Intevall [0,1] lässt sich nicht abzählen, d.h. als Folge schreiben. 


BEWEIS. 
Angenommen, [0,1l = {zn | n € N}. Wir können dann die z„ gemäß 8.2 in 
Dezimalmalbruchdarstellung angeben: 

zı = 0.211212X13 u ie 

22 = 0.221%22%23 ine 

z3 = 0.231%32%33 PER 


Die Zahl y = O.yıyay3 ... mit den Dezimalziffern 


Zn 1 falls an >1 
Ze 8 Blend 


liegt in [0, 1[, kommt aber in dem Schema oben nicht vor, was ein Widerspruch 
ist. DO 


9 Grenzwertfreie Konvergenzkriterien 


9.1 Problemstellung 





Wir betrachten einige Beispiele: 

(a) An = (1+ =)”. 

Der Taschenrechner liefert 
di 2, 08 = 225, 0453 & 237; 01 & 2.441], a5 2.488, 
a6 ID 2.0216; + AED 2.6916. 
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Es sieht so aus, als ob die a„ laufend ansteigen und unterhalb von 3 bleiben. 


(b) an = Yn. Der Taschenrechner liefert aı = 1, a2 = 1.414, az = 1.442, 
as I 1.414, as X 1.380, ae X 1.348, ... , aıo X 1.259. Hier sieht es so aus, dass 
von n = 3 ab die Glieder dieser Folge immer kleiner werden. Sie liegen sicher 
alle oberhalb von 1. 


(c) Setzen wir aı = 1, a = vl+aı, ..., AQn+tı = Vl+an, ..., so sind 
die Glieder der Reihe nach ungefähr 1, 1.414, 1.554, 1.598, 1.612 usw. Der 
Taschenrechner liefert aıo = 1.618. 


(d) Für 

















n 1 . 
Sn — 2 2 ist sa = 1.25, s3 % 1.36, sıo 7 1.55, sıa X 1.569. 
In allen diesen Fällen haben wir den Eindruck, dass die Folgen einen Grenzwert 
a haben. Wir kennen den jeweiligen Grenzwert aber nicht und können so das 


Kriterium „lim an = a, wenn dan —a— 0" nicht anwenden. 
N—0O 





9.2 Konvergente Folgen. Die folgenden Kriterien gestatten uns, auf die Exi- 
stenz des Grenzwerts einer Folge (an) zu schließen, ohne dass wir diesen Grenz- 
wert angeben müssen. Wir nennen eine Folge konvergent, wenn wir sicher sind 
(d.h. nachweisen können), dass sie einen Grenzwert besitzt. 





9.3 Monotone Folgen 


Eine Folge (a„) heißt monoton wachsend, wenn an < Qan+ı füralleneN. 
Ist sogar an < an+ı für alle n € N, so heißt die Folge (a„) streng monoton 
wachsend. Ganz analog sind die Begriffe monoton fallend (an+ı < an) und 
streng monoton fallend erklärt. 


9.4 Das Monotoniekriterium 


Jede monoton wachsende, nach oben beschänkte Folge ist konvergent. Entspre- 
chend ist jede monoton fallende, nach unten beschränkte Folge konvergent. 


BEMERKUNG. Da das Konvergenzverhalten von den ersten Gliedern nicht ab- 
hängt, genügt es hier vorauszusetzen, dass die Folge sich von einer bestimmten 
Stelle ab monoton verhält. 


BEWEIS. 
Nach dem Supremumsaxiom existiert 
a=suplan |ne N}. 
Es wird behauptet, dass a = lim a. Ist nämlich e > 0 vorgegeben, so gibt es 


N—0oO 
ein n., so dass a—E < An. <a, denn a - e ist nicht obere Schranke der Menge 


{an |n e N}. 
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Wegen der Monotonie der Folge (an) ist dann auch a-e<qan. <an <a für 
alle n > ne. Also ist lan - al =a- an <e fürall n > n., und damit ist 
(a — an) eine Nullfolge. 


Ist (an) monoton fallend und nach unten beschränkt, so wenden wir (a) auf die 

Folge (-a„) an. Für b = supf-a, |n € N} folgt nach (a) 

b= lim (-a), also ist lim an = -b. DO 
N—00 N—0o 

9.5 Beispiele. 


(a) In 83:1.3 werden wir zeigen, dass (1 + =) “ monoton wächst und nach oben 
beschränkt ist. Also ist diese Folge konvergent. Der Grenzwert heißt Eulersche 
Zahl und wird mit e bezeichnet. 


(b) lim Yn=1. 
NO 


Denn für an = Yn ist an > 1, und für n > 3 gilt nach (a) 


n(n+1) | = 
Un nr nr nr nr 
ei —— = fl ) = I nee = — > I 
(=) (n + 1)” n+l1 (1++) 3 


also an > QAn+ı. Nach dem Monotoniekriterium hat die Folge einen Grenzwert 
a= infla„n |ne N} > 1; dieser ist auch Grenzwert der Teilfolge (a>n). 








Wir zeigen a = a, alsoa=1: 


a= lim as. = lim Yan = lim 2: Jan 


Nn—00 Nn— 00 Nn—00 
. 2 . 
— lim 92: lim Yan = 1:Ya, 
Nn—0 Nn—00 


denn es gilt ”Y2— 1 nach 7.4 und ‚/an > Ya nach 7.3(c). 
(c) Mitaı =1, an4ı =vVl+an ist aa=vV2>aı und 


Ak — Ak-—1 
Arıı - ar = vl+ar - ı/l+a-ı 3 — am . 
ae = Reese 


Also folgt anıı > an per Induktion. Aus dr —1+ax, <2+ ax ergibt sich 
durch vollständige Induktion an < 2. Also existiert lim an = a, und es ist 


N—OO 
ae lim = im vl+o, = vl+e; 
N—OO 


N—0o 


vgl. 6.8 und 7.3 (c). Es folgt a =1+a, also a = 5 - vs. 


(d) Die Folge an = ), nn ist streng monoton wachsend. Durch vollständige 
k=1 
Induktion ergibt sich an <2 — 1 [üAl. Also existiert a= lim an. Wir werden 


NO 
2 


später sehen, dass a= 7. 
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9.6 Das Cauchy-Kriterium 


Das Cauchy-Kriterium für die Konvergenz von Folgen wird erst ab 87 benötigt; 
der Rest dieses Abschnitts kann bei der ersten Lektüre übergangen werden. 





DEFINITION. Eine Folge (an) heißt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem e > O0 
ein n. € No gibt, so dass 


lan -am| <e für alle n,m mit m,n>n.. 
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge: Denn mit a= lim a gilt 
N—OooO 


lan — Aam| = lan -a+a- am! < lan - al + la - am! 


Konvergenzkriterium (BOLZANO 1817, CAUCHY 1821). Jede Cauchy-Folge 
hat einen Grenzwert. 


Der BEwEIS folgt in 9.9. 


Für die Aussage des Cauchy-Kriteriums sagen wir auch: R ist vollständig. 
Dieser Vollständigkeitsbegriff verwendet nur den Abstand zweier Zahlen und 
lässt sich daher auf höherdimensionale Räume übertragen (87, 21). Die im 
Supremumsaxiom ausgedrückte Ordnungsvollständigkeit von R besagt mehr als 
der Vollständigkeitsbegriff von Cauchy, da sie die archimedische Eigenschaft 2.1 
einschließt. 


9.7 Jede Cauchy-Folge ist beschränkt. 


BEWEIS. 


Wir wählen e=1 und nı so, dass |an — am| < 1 für m,n > nı. Dann gilt mit 
N=nıHt]1l 


lan| = |an -an tan| < lan -an|+lan| <1+/lan| 
für alle n > nı. Somit ist 


las) <= max {Jaıl,...,‚ an, 1+lan|t. Q 


9.8 Der Satz von Bolzano-Weierstraß. 
Jede beschränkte Folge (an) besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge. 


BEWEIS durch Intervallhalbierung: Ist |an| < M für alle n, so setzen wir 


' [-M,0] falls an € [-M,0] für unendlich viele n, 
ee 
[0,M] sonst, 


nı =min{neN |an € Iı}. 
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Dann gilt an, € Iı und an € Iı für unendlich viele n. Wir bezeichnen /ı mit 
la, Bı]. Jetzt setzen wir 


lau, > (aı + Bı)| falls an <> (aı + ßı) für unendlich viele n, 
2 = 
3 (aı + ßı) ‚Bil sonst. 
Wir bezeichnen das Intervall /2 mit |a2, ß2] und setzen 
OR — min{n = | In € I}. 


Es ist dann an, € Ia. Fahren wir so fort, so erhalten wir nach k Schritten ein 
Intervall I; = |ar, Pr] mit IR C Ir-ı, Pr — ar = M/2* und einen Index n, mit 
An, € Ir. Ferner ist an € I, für unendlich viele n. 





Die durch die Intervalle [axr, Br] gegebene Intervallschachtelung erfasst eine Zahl 
a= ‚im 07 ‚lim Br. Wegen ar < An, < Pr folgt a = ‚im On, vgl. 6.6. DO 
— 00 — 00 — 00 


9.9 Beweis des Cauchy-Kriteriums 9.6. 


Sei (an) eine Cauchy-Folge. Da diese nach 9.7 beschränkt ist, gibt es nach 
Bolzano-Weierstraß eine konvergente Teilfolge (an, )r. Für deren Grenzwert a = 


lim an, zeigen wir, dass sogar a= lim an. Hierzu sei e > 0 gegeben und 
ko n— 00 


(a) n. so gewählt, dass |an — am| <e für nm > ne, 





(b) m so gewählt, dass m >n. und lan. -al<e. 


Dann ist nm > m > n., also nach (a) und (b) 
a an| = la — Anm + Anm — Anl <S |a— ann |+ ann — Anl < 2E 


ir > Ne; OD 
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1 Die Folge ((1 - =\") 


1.1 Das Problem der stetigen Verzinsung 

Beträgt der Zinssatz p%, ist a = —, und K das Anfangskapital, so ist das 
Kapital nach einem Jahr nicht K (1-+ «), sondern 

e bei halbjähriger Verzinsung K(1 + , 

e bei monatlicher Verzinsung K (1 + 5) = 


- Ba K(1 a ee in Schaltjahren. 


e bei täglicher Verzinsung K (1 a 
Wir fragen uns: 
(a) Gibt es in Schaltjahren mehr Zinsen? 


(b) Bei Devisengeschäften wird „stetig verzinst“. Wie ist das zu verstehen? 
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1.2 Radioaktiver Zerfall 


Die Zahl AN der in einem kleinen Zeitintervall At zerfallenden Atome ist nähe- 
rungsweise proportional zur Zahl N der gerade vorhandenen nichtzerfallenen 
Atome: AN = 3NAt mit einem Zerfallskonstante genannten Proportionali- 
tätsfaktor 8. Nach der Zeit At sind also noch ungefähr N-AN = N (1 -— ßAt) 
Atome nicht zerfallen, dies umso genauer, je kleiner At ist. 








Zur Bestimmung der Zahl N(t) der zur Zeit t vorhandenen nichtzerfallenen 
Atome teilen wir das Intervall [0, t]| in n kleine Abschnitte der Länge At =t/n. 
Nach dem Zerfallsgesetz sind dann zur Zeit t/n noch etwa N(O)(1 — ßBt/n) 
Atome nicht zerfallen, nach der Zeit 2t/n noch etwa N(t/n)(1 — ßBt/n) = 
N(0)(1 — ßt/n)* und nach der Zeit t = nAt noch etwa N(O)(1 — Bt/n)”. 
Nehmen wir an, dass die Näherung umso besser wird, je kleiner At, d.h. je 
größer n wird, so ergibt sich 


N() = lim no(1 z =). 


Nn—009 n 


1.3 Das Verhalten von an = (1 + =)” und b„n = (1 u 2)” 


Gegeben sei z ER. Wir setzen no =1 für £>0 und wählen no > -x, falls 
x < 0. Dann bilden die [an,bn| fürn > no eine Intervallschachtelung, d.h. es 
gilt 

(a) au 2: für nme: 

(b) in Zbntı für n>no. 

c) Gb, fürn Zn: 

(d) in -an 0 für nm. 

(e) In (a),(b),(c) gilt das Gleichheitszeichen nur für <=. 

BEWEIS. 


(a) Im folgenden wird 1+ = > 0 vorausgesetzt, was im Fall x > 0 für alle 
neNN, im Fall x < 0 fürn > no mit no > |x| gilt. Wir definieren h durch 





Fest L 
le a a n(n+1)(1+2) 


Die erste Gleichung zeigt 1+h > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung 8 1: 6.6 
folgt 








Sa (145) - (14) 4 met 
Te er u 


IV 


(14 


Ssıs 
nt 


S 
— 
a 
l 
m 


(I+(n+1)h) = (142) (1-5 
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also Antı > An. Wegen 1+2 >0 gilt Gleichheit nur dann, wenn (1+h)"*' = 
1+(n + 1)h. Aus dem Beweis der Bernoullischen Ungleichung folgt, dass dies 
nur für h=0, also r=0 silt. 





(b) Für n> no ist n > |xl, also 1—- = >0O und daher (1 — =)” monoton 
wachsend nach (a). Also ist b„ = (1 _ =) monoton fallend. 


(c) Für n>no ist 


n n ann 
ee (1+&) (1-&) = je 14 
65 n n n> 
also an < bn wegen b„ > 0. Offenbar gilt an <bn für #0. 
(d) Für n> no gilt nach der Bernoullischen Ungleichung 


An x” \ x” x” 
“ ) ( ( ni? = n 'n 


2 Die Exponentialfunktion 


IA 


Nach dem vorangegangenen Satz 1.3 wird für jedes ze R durch die Intervall- 
schachtelung [an,bn| genau eine reelle Zahl f(x) erfasst, für die also gilt 


f(x) = lim (142) = lim (1-2). 


N—0o N—0o 





2.1 Das Exponentialgesetz 
Es gilt 

(a) f0)=1, 

(b) fa+ty) = Fa) FW). 


FOLGERUNG: f(x) > 0 und f(-x) = . 


fix) 
BEWEIS von (b). Nach den Rechenregeln 82:6.7 für Grenzwerte ist 


f@+y)-f(@)-f(y) = lim (+ u, = (14 =) (1+ 2, | 


Nn—00 n 


Ä 








Die eckige Klammer [...] hat nach der geometrischen Summenformel die Form 


fo" = (e=-ab)) EC "lab , 
k=1 
dabei ist 


lab| < +a)+l) 
n n 


)0) 


2 Die Exponentialfunktion 


el bl eı+ el, bl. (+ el) (ıH bl), 
n n n 


ec <1+—+ rn 
n n n n 
EERFER.. 
C=@b = = 2 


Hieraus folgt 


e ? (ab)"=1 | < 





< (14) (1) < nedsam. 
und damit |[...]| < eu, pcla) Fu) > 0 für no. = 


2.2 Definition von e” 
Wir definieren die Eulersche Zahl durch 


1 rn 
( + -) — 2.718281828459 ... 





und zeigen für die oben definierte Funktion f, dass 


f(x) = e” für jede rationale Zahl x. 


mit m,neN gilt nach 2.1 


Im Fall x = = >0 
er = FO" = FD) fi) = flI+... +1) = fm) 
m-mal 


m-mal 


= (nz) = fla+ ...+2) = fe) --- Fe) = fle)”, 


n-mal n-m al 


somit nach Definition der n-ten Wurzel 32:7 


e =en = Yen = fie). 


Im Fall 2 = —-— mit m,neN ist 
1 1 1 m 
FIR Eee _— en eewee 
u ar Bu er 





Die somit für alle rationalen Zahlen x bestehende Identität berechtigt uns zu 


folgender 


DEFINITION. e” := Jim (14 2) für zER. 
Nn—009 n 
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2.3 Eigenschaften von e” 





(a) etV =e*.e%, e® = 1 (Exponentialgesetz). 
(b) e" >0. 

(cl) e”>1+x mit Gleichheit nur für <=. 
(d) Aus 2 <y folgt e® <e’ (Monotonie). 


«| 
1 [el 





(e) Für |&| <1 gilt je" -1| < 
(f) e” wächst stärker als jede Potenz von x, genauer: Istn eine feste natürliche 
Zahl, so gilt e > x” für alle x > An?. 


(2) lim e’”=0. 


NO 


BEWEIS. 


(a) wurde in 2.1 gezeigt, 


(b) folgt aus (a) [üA]. 
(c) Für 2>0 gilt nach 1.3 (e) 
1 n 
I+2 = (142) < (1+2) <e®, 
1 n 

Dieselbe Ungleichung gilt nach 1.3(e), falls -1<xz<O (no =1).Für x <-1 
ist e">0 >1+e. 
(d) Nach (b),(c) ist e® >0O und e’ >1 für t>0. Für x <y folgt daher 

e? —e” = ef” (e!”” -1) > 0. 
(e) Für |z]| <1 fällt (1—- #)"" monoton gegen e” (1.3(b), no = 1). Daher 
ist insbesondere e” < 1/(1- x). Also ist 


I EN 
1-x 1-x 








e —1< 


Für © >0 ist das schon die Behauptung. Im Fall -1<x<O gilt nach (c) 





1-e” <-r = 
e” < -r in 


(f) Ist x > 4n?, so ist Ya > 2n, also z/(2n) > /x und somit 


> (14 2)” > (14 va)” > v0)" = ar 


2% 1 i =n al 
(g) e" >1+n gilt nach (c), daher ist e'" < —- DO 
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2.4 Radioaktiver Zerfall. Besitzt ein radioaktives Präparat mit der Zerfalls- 
konstanten 3 zum Zeitpunkt t= 0 die Masse mo, so hat es zum Zeitpunkt t > 0 
den unzerfallenen Masseanteil mo e ®*. 


2.5 Die Größenordnung von n! 


Zeigen Sie für n > 2 


n\” MN 
e (=) <n!<ne (=) 
e e 


Multiplizieren Sie hierzu jeweils die folgenden Ungleichungen miteinander 


1 k 1 —k 
(1+2) 2 Geh. e< (1-7) CE 


3 Funktionen, Abbildungen 


Sind M und N nichtleere Mengen, und ist durch eine Vorschrift x > f(x) 
jedem x € M genau ein Element f(x) € N zugeordnet, so sprechen wir von 
einer Funktion oder Abbildung 





f:M-N. 





Das Wort „Funktion“ ziehen wir vor, wenn N eine Menge von Zahlen ist; in 
geometrischen Zusammenhängen sprechen wir eher von Abbildungen, doch sind 
im Prinzip beide Bezeichnungen möglich. 








Für eine reelle Funktion f : 7 — R auf einem Intervall / heißt die Menge aller 
Punkte der x,y-Ebene mit Koordinaten (x, f(x)) der Graph von f. 


3.1 Beispiele 

(a) Die Vorschrift x ++ x” liefert eine 

Funktion f:R—-R (Fig.). 

(b) Ist M eine nichtleere Menge so 

heißt ! 
:M-M mitrıprzx 

die Identität oder identische Abbil- 1 1 1% 

dung auf M und wird mit 1m bezeich- 


net (oder kürzer mit 1, wenn keine Ver- 1 
wechslungen möglich sind). 


(c) Durch die Relation 
y= f(x), falls y’ =x 








ist keine Funktion gegeben, da jedem x #0 zwei Zahlen y mit y° = x entspre- 
chen. Dagegen ist 2 > Yx eine Funktion RR; (Rı = !zreR|r>0}). 
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(d) Eine Drehung um den Nullpunkt d(P) 

mit dem Drehwinkel n/2 = 90° in 

der Ebene E vermittelt eine Abbildung P 
D:E- E, die jedem Punkt Pe E Va 

einen Bildpunkt D(P) € E zuordnet. O 


(e) Die Exponentialfunktion ist durch 
die Vorschrift z£ — e” gegeben. Hier 
ist 
MR, N = Rs. 
Wir verwenden auch die Schreibweise 
exp:R—Rz»o, 1 
erexpl(r) = e*. 
—1 0 


ja 
= 


3.2 Bezeichnungen, Gleichheit von Funktionen 


Für eine Funktion bzw. Abbildung f: M— N (lies f von M nach N), heißt M 
der Definitionsbereich, N die Zielmenge von f. Eine Funktion ist festgelegt 
durch folgende Angaben: 


(a) Angabe des Definitionsbereiches M, 
(b) der Vorschrift 2 — f(x) und 
(c) einer Menge N #ß), in der die Funktionswerte bzw. Bilder f(x) liegen sollen 





Die genaue Bestimmung der Zielmenge N ist in den meisten Fällen nicht er- 
forderlich; im Allgemeinen reicht die Angabe irgend einer einfach formulierba- 
ren Zielmenge N, ohne den genauen Wertevorrat (Bildmenge) der Funktion 
f:M -— N, nämlich {f(x) |x € M} anzugeben, was auch oft gar nicht möglich 
ist. Bei der Definition einer Funktion verwenden wir in der Regel eine der fol- 
genden Schreibweisen 


f: M>N, x» f(x) oderauch f:z + f(x) für zeM. 

















BEISPIELE. 


1 


f:]-L1I-R, A er 9357 ir 220, 


Zwei Funktionen fı :Mı > N, fe: Ma — N heißen gleich, wenn 
(a) Mı = Ma und 
(b) fılz) = fe(x) für alle ze Mı = Ma. 





Die Gleichheit nimmt also keinen Bezug auf die Zielmenge. 
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3.3 Injektive und surjektive Funktionen 


Eine Abbildung, bzw. Funktion, wird injektiv (eineindeutig, 1-1-Abbildung), 
genannt, wenn aus f(xı) = f(x2) stets xı = za folgt, oder andersherum, wenn 
aus xı # za stets f(xzı) # f(x2) folgt. Injektivität bedeutet also, dass die 
Gleichung f(x) =y für ye N höchstens eine Lösung x besitzt. 


Die Funktion x +> x” ist injektiv, weil aus 


0=2°-YV=(2-y) (@" +2y+y°) =3(2-9) ("+ y°+(2+9y)”) 


in jedem Falle x = y folgt. 
Die Funktion f: RR, x + 2° ist nicht injektiv wegen f(1) = f(-1). 
Dagegen ist die auf Rı eingeschränkte Funktion x +> x” injektiv. 


Anschaulich bedeutet Injektivität einer reellen Funktion f:RDM-—R, dass 
jede Parallele zur £-Achse den Graphen von f höchstens einmal schneidet. 


Eine Abbildung f: M — N heißt surjektiv , wenn N die Bildmenge von f 
ist, d.h. wenn für jedes y€ N die Gleichung f(x) = y wenigstens eine Lösung 
x € M besitzt. 





BEMERKUNG. Für den Begriff der Surjektivität einer Funktion ist auch die An- 
gabe der Zielmenge wesentlich. 





Wir empfehlen der Klarheit wegen die Formulierungen 
“f ist als Abbildung von M nach N surjektiv“ bzw. 
“f ist eine Abbildung von M auf N“. 


Durch die Vorschrift x > x” sind surjektive Funktionen f: R- Rı und 
g:R+ı — R; gegeben. Dagegen ist h:R>R, xz+> x” nicht surjektiv. 


3.4 Bijektive Funktionen und Umkehrfunktionen 


Eine Abbildung f:M — N heißt bijektive Abbildung (Bijektion) von M 
auf N (kurz: f:M — N ist bijektiv), wenn sie injektiv und surjektiv ist. 


Das bedeutet, dass es zu jedem yE€ N genau ein ze M gibt mit f(x) = y. 
Bezeichnen wir dieses x mit g(y), so ist auf diese Weise eine Abbildung 





g9g:N—-M 


definiert, und nach Definition von g ist f(g(y))=y für alle ye N, g(f(x)) = 
x für alle x € M. Die Abbildung g ist ihrerseits injektiv und surjektiv als 
Abbildung von N nach M. Diese heißt Umkehrabbildung zu f und wird 
üblicherweise mit f”' bezeichnet (Nicht zu verwechseln mit 7 '). 


Dass g surjektiv ist, folgt unmittelbar aus g(f(x)) = x. g ist injektiv, denn aus 
g(yı) = g(y2) folgt yı = Flalyı)) = Flaly2)) = ya- 
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3.5 Monotone Funktionen 


Eine reelle Funktion f : I — R auf einem Intervall / heißt monoton wach- 
send, wenn aus © <y folgt f(x) < f(y)-. Sie heißt streng monoton wach- 
send, wenn aus x < y folgt f(x) < f(y). Entsprechend heißt f: IT —R 
monoton fallend (bzw. streng monoton fallend), wenn aus x < y folgt 


fx) 2 f(y) (bzw. f(x) > FW): 


Streng monoton wachsende (bzw. fallende) Funktionen f sind injektiv. Denn ist 
f(x) = f(y), so kann weder © < y (sonst f(x) < f(y)) noch x > y (sonst 
f(x) > f(y)) eintreten. Es bleibt x = y. 


4 Die Logarithmusfunktion 


4.1 Die Exponentialfunktion exp: R— Rso, x > e” ist bijektiv. Die Um- 
kehrfunktion wird mit 


x > logr für z>0O 


bezeichnet. Diese ist streng monoton wachsend. 


In der Literatur ist auch die Bezeichnung Inx (logarithmus naturalis) üblich. 
Die Schreibweisen log(x), Igx, Ig(x) sind ebenfalls gebräuchlich. 


BEWEIS. 


Nach 2.3 (d) ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend, also injektiv. 
Wir wollen nun zeigen, dass sie bezüglich R>o auch surjektiv ist. 





Zu gegebenem y > O ist die Existenz einer reellen Zahl a mit e® = y zu 
zeigen. Hierzu setzen wir A:= {ze R]|e” <y}. A ist nicht leer, denn wegen 
lim e””" =0 nach 2.3 (g) folgt —n € A für genügend großes n. A ist nach oben 


N—0o 


beschränkt, denn für € A gilt nach 2.3(c) zr<se”-1<y-1. 


Damit existiert a := sup A; wir zeigen e® = y. Nach Definition des Supremums 
gibt es zujedem neMN ein cn € A mit a — _ < &n <a. Hieraus folgt mit der 
Monotonie der Exponentialfunktion 


Aa— 


EB EN 
Fr zenayzein, 





Letzteres wegen a-+ 2 Z A. Nach 2.3 (e) gilt für n — 


a+4t a 1 


—e”" und e —et.er — et, 


also folgt nach dem Dreifolgensatz 32: 6.6 
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e"<yse,, 4 
1 
somit e" = y. DO 
Die Monotonie des Logarithmus folgt 0 z 
so: Für O<xz<y kann logr > logy \ 
nicht eintreten, denn wegen der Mo- i 


notonie der Exponentialfunktion hätte 
das x = e!®* > e!®V — „ zur Folge. 


4.2 Eigenschaften des Logarithmus 


(a) eV =, für alle y>0, lege” =x fürallexzeR, 
insbesondere gilt logl =0, loge =1. 


(b) log(a-b) =loga+logb, logz =loga-logb für a,b>0. 

(c) log(z")=n-logx für z>0O,neN. 

(d) logl+x2)<x füralle > -1l mitxz). 

(e) Der Logarithmus wächst schwächer als jede lineare Funktion £ — cx mit 
c>0: Wird ne N mit _ <.c gewählt, so ist llgxe <*<cx für x > An’. 
BEWEIS. 


(a) ist einfach die Eigenschaft der Umkehrfunktion. Alle anderen Behauptungen 
sind unmittelbare Folgerungen aus 2.3. Die einfachen Beweise werden dem Leser 
als eindringlich empfohlen. Oo 





4.3 Halbwertszeit. Nach welcher Zeit T' ist ein radioaktives Präparat mit 
dem Zerfallsgesetz Noe?! zur Hälfte zerfallen? 


5 Die allgemeine Potenz und der Zehnerlogarithmus 


5.1 Vorbemerkung. In 32:7 wurde x” definiert für x > 0 und rationale 
Zahlen y. Wir zeigen zunächst, dass 


ı’ = e!®* füralle 2 >0, yeQ 
bzw., was dasselbe ist, logx’ = ylog. 


Für y== (m,neN) gilt wegen mlogx = logx”” nämlich 


nlogxn = n log ( Yx) —- mnlog Yxz = mloge. 
Also ist log (x*) = = log. 
Für y<0O beachten wir, dass log + — -log.a. 


Die Gleichung x? = e?!°®* schreiben wir jetzt auf irrationale Zahlen y fort: 
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5.2 Definition der allgemeinen Potenz 
Für £>0, yeR setzen wir 


a9 = eY°e®. 


Es gilt 


(zy)" —u Is 
(2")° Z a 
0 1 


x’T® = x”-2°, insbesondere 2° =1,ı" = —. 


5.3 Der Zehnerlogarithmus (Dekadischer Logarithmus) Die Funktion 
2: R— Rz>o, £ + 10% ist streng monoton wachsend und bijektiv. Der Beweis 
bleibt dem Leser als leichte Ubungsaufgabe überlassen. 


Die Umkehrfunktion nennen wir 


log x 
z+ log,o(X) := eo 





Der Zehnerlogarithmus tritt im Zusammenhang mit dem pH-Wert in der Che- 
mie auf. Vor der Einführung von Computern wurden numerische Rechnungen 
häufig mit Hilfe der (Zehner-)Logarithmentafeln ausgeführt. 





6 Zusammengesetzte Funktionen 


6.1 Summe, Produkt und Vielfache von Funktionen 


(a Für Funktionen f,g: DR definieren wir 
f+g:D-R durch die Vorschrift <> f(x) + g(r), 
f:9: DR durch die Vorschrift 2 > f(x): g(x), 
Af:D-R durhz>XA- f(x) fürrXeR, 
-f:D-R durch -f(x). 


(b) Die durch x + 0 für x € D definierte Funktion heißt Nullfunktion (auf 
D) und wird mit O0 bezeichnet. Vorsicht! f = 0 heißt f(x) = 0 für alle 
x € D. Wir schreiben dafür oft auch f(x) = 0. f # 0 heißt nur, dass f nicht 
die Nullfunktion ist. 


Für die Funktion 


| een 
fix) = f 
0 füralezeR mit #0 


eit zB. FEB. 
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(c) Für das Rechnen mit Funktionen gelten dieselben Rechengesetze wie in 2: 
F+(e+h)=(f+tg)+h, 
(fg) h=f-(g-h). 


Ferner ist f+0=0+f=f, f+(-f) = 0, und die Gleichung f+g = h besitzt 
bei gegebenen Funktionen g,h die eindeutige Lösung f =h-g=h+(-Jg). 
Bezeichnen wir die Funktion < > 1 mit 1, so ist 1: f = f-1= f. Schließlich 
gilt das Distributivgesetz f-(g+h)=f:g+ fh. 








Die Gleichung f-g = h ist bei gegebenen Funktionen g,h 1.A. nicht lösbar. 
Finden sie ein Gegenbeispiel! 





6.2 Hintereinanderausführung. Mit f/:D—>M undg:M-—N ist durch 
die Vorschrift © — g(f(x)) für x € D eine Abbildung h: D— N gegeben. 
Wir bezeichnen diese mit 


gof (lies: g nach f). 
BEISPIEL. f(x) = e* fürz ER, g(y) = logy für y > 0. Dann ist gof =1, 
wo 1:x + x die identische Abbildung (Identität) auf R ist. Entsprechend ist 
Jog=1Rr>o. 


7 Polynome und rationale Funktionen 

7.1 Polynome. 

Sein € INo, und seien a0, Q1,...,q@n reelle Zahlen. Eine Funktion p der Gestalt 
p:R>R, cr a+tazr ta +... +anc" 


heißt ein Polynom mit reellen Koeffizienten ao,Q1,...,An- 


Spezielle Polynome sind die konstanten Funktionen zr > ao und die Identität 
le: 47, 


Satz vom Koeffizientenvergleich. Sind zwei Polynome der Gestalt 
p(z) = @+aır +... +amr” und g(x) = bo+bir+... +bmx” 
mit an #0 und bm #0 als Funktionen gleich, p(x) = q(x) für alle x, so gilt 


men und ar, = für Kell, ss::R: 

BEWEIS. 

Wir dürfen n > m annehmen (sonst Vertauschung der Rollen von p und g). Auch 
r=p-q ist ein Polynom, hat also die Form r(x) =&@o+cıc +... +mx”. Zu 
zeigen ist co =cCı = :''= «&n = 0. Nach Voraussetzung gilt r(x) = 0 für alle 


xzEeR.Es folgt O=r(0)=c und 


08 a) = a t+t@mX+... + m” für 20. 
z 
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1 
Für, = alt Im 2, = 10, also mit 32:67 
k k—0o 


0 = lim rar) —i PR 
k>o00 Tk 


Nun ist co =cı =(, also 





(= 22 = oH+CoC +... +2” für 0. 
Setzen wir wieder die Nullfolge (x) ein, so folgt wie oben ca = 0 usw. D 
Wir erklären den Grad eines Polynoms p(z) =ao +qa1%+ ... +Qqnx” durch 


n, falls an #0 
—1, falls p das Nullpolynom ist. 


Grad (p) = | 


Konstante Polynome p #0 haben also den Grad 0. 


7.2 Summe und Produkt von Polynomen 


Offenbar ist die Summe zweier Polynome wieder ein Polynom, ebenso ist mit p 
auch cp ein Polynom für ce R. Für 


p(xz) = @w+ta1x+ ... +Ank", an FO 
und 

az) = bo+tbir+ ... +bmt”, dm FO 
ıst wieder ein Polynom: 


p(z)-q(x) = aobo + (aıbo + aobı)C +... F+anbme” 


Bei der Multiplikation zweier vom Nullpolynom verschiedener Polynome addıe- 
ren sich also die Grade: 


Grad (p-g) = Grad (p) + Grad (g) fürp#0, q#0. 


Eine übersichtliche Darstellung der Koeffizienten von p - q erhalten wir durch 
folgende Formel: Es ist 


n+m k 
p(x)-q(x) = ar" mit x := Ya = , aub. 
k=UÜ =) u+v=k 
Dabei gilt die Vereinbarung an+ı = Qn+2 =... =0, bn+ı = bDm+2 ... =0. 





Für die Rechenregeln bei Summe und Produkt gilt das unter 6.1 Gesagte. Die 
Verwandtschaft des Rechnens mit Polynomen und des Rechnens in Z findet in 
der Übertragung der Teilbarkeitslehre ihren Niederschlag (vgl. 7.4ff.). 
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7.3 Rationale Funktionen sind gegeben durch eine Vorschrift & — 


wo pı und pa Polynome sind und pa nicht das Nullpolynom ist. 


Die Frage nach dem Definitionsbereich D rationaler Funktionen Fl scheint 
P2 
durch die Festsetzung D = {x € R | pa(x) # 0} beantwortet zu sein, doch 


kann diese Antwort nicht ganz befriedigen. 





Betrachten wir beispielsweise pı(x) = x” — 1, pa(x) =x -1, so ist 


m = euer) =9--.1l Wr © #1, 


Wir wollen im Folgenden die Frage untersuchen, inwieweit sich ein rationaler 





Ausdruck 2 - — durch „Kürzen“ auf einfachere Form bringen lässt. Diese Frage 


ist im Zusammenhang mit der Integration von Bedeutung. 
7.4 Division mit Rest 


Sind pı,pa Polynome mit Grad (p2) > 1, so gibt es eindeutig bestimmte Poly- 
nome q,r mit 


pı =p2:q+r und Grad(r) < Grad (p2). 


Die Bestimmung von q und r geschieht nach demselben Divisionsalgorithmus 
wie bei den ganzen Zahlen. Bei dem Beispiel 


pı(le) = -Ax” + 22° — 142? +62” - 14x +10, Pole) = 2’ +32 -1 


spricht das folgende Schema für sich: 
42? + 22° — 142° + 62° = 142 +10: (22° +32 —-1) = 22’ to -4 
4x? — 68° + 20° 
22° — 8x? +42? — 14r 


Ix* +32? - x 
BE edel 
82° - 12c + 4 


Rest: 2 - z+ 6 
Ergebnis: pı(x) = pa(x) - (-22° +2 -4) + 2&® -x+6. 


Dieses Verfahren führt offenbar immer zum Ziel. Die Eindeutigkeit ergibt sich 
so: Ist pı = paqı +rı = paqa + ra, so folgt pa (1 -@)=r2-rı. Wäreg #9, 
so hätte die linke Seite mindestens den Grad von pa, die rechte Seite aber einen 
kleineren Grad. Also bleibt nur gı = ga und damit auch rı = ra. 
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7.5 Teilbarkeit von Polynomen 


Wir sagen „pa teilt pı“ (in Zeichen pa | pı), falls p2 # O gilt und es ein Polynom 
q gibt mit pı = p2 q. 





Für pı(x) = x” - 1, pa(x) = x - 1 gilt beispielsweise pı(x) = pa(x): (x +1), 
also pa | pı. 

Folgendes ist leicht einzusehen [üA]: 

(a) Aus ps | p2 und p2 | pı folgt ps | pı. 


(b) Ausp | pı und p | p3 folgt p | qıpı +g2p>2, wenn gı, qa irgendwelche Polynome 
sind. 


(c) Ist pa | pı und pı #£ 0, so ist Grad (p2) < Grad (pı). 
(d) Aus pa | pı und pı | pa folgt, dass es eine Konstante c Z 0 gibt mit pı = cpa. 


7.6 Nullstellen 
(a) Eine Zahl X heißt Nullstelle von p, falls p(A) = 0. Das ist genau dann der 
Fall, wenn £ —- X ein Teiler von p(x) ist, d.h. wenn es ein Polynom q gibt mit 
p(x) = (a -A)ale). 
Denn ist p(x) = (x — A)q(«x), so ist p(A) = (A - A)q(A) = 0. Ist umgekehrt 
A Nullstelle von p, so erhalten wir durch Division mit Rest 
p(x) = (e-A)gla)+r, 
wo r eine Konstante ist (Grad < 1). Einsetzen von x = A liefert r =. 


A heißt k-fache Nullstelle (bzw. Nullstelle der Ordnung oder Vielfachheit 
k), wenn es ein Polynom q gibt mit 


p(2) = (z-A)"g(2) und g(A) #0. 
(b) Satz. Ein Polynom p vom Grad n > 1 besitzt höchstens n verschiedene 
Nullstellen. 


Denn hat p die N verschiedenen Nullstellen Aı,...,A, so ergibt mehrfache 
Anwendung von (a) 


p(z) = (= Aı) (a An)glz) = p2lx) ale) 
mit N = Grad (p) < Grad (p) =n nach 7.5 (c). 


7.7 Größter gemeinsamer Teiler 


Sind pı,pa Polynome mit pı # 0, pa # 0, so heißt das Polynom g ein größter 
gemeinsamer Teiler (ggT) von pı und p>, wenn g | pı, g | pa und wenn es 
keinen gemeinsamen Teiler von pı, pa gibt, der einen höheren Grad hat als g. 
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7.8 Bestimmung eines ggT nach dem euklidischen Algorithmus 


Für Polynome pı,p2 mit n = Grad (pı) > m = Grad (p2) > 1 wird nach dem 
folgenden Schema so lange Division mit Rest ausgeführt, bis der Rest Null ist. 





Auf diese Weise ergeben sich Polynome pı,...,pxs+ı mit 
pı = pa qı +Pp3 (Grad (pa) < Grad (p2), ps # 0), 
p2 = ps: q2 + pa (Grad (pa) < Grad (ps), pı # 0), 


Pr-ı = Pr gk-ı +Pr+ı (Grad (pr+ı) < Grad (pr), Pr+ı #0), 


Pk DPk+1' Ik. 


Da bei jedem Schritt der Grad des Rests um mindestens 1 kleiner wird, muss 
spätestens nach m + 1 Schritten der Rest Null sein: 1 <k<m-H1l. 





SATZ. Bei dieser Konstruktion ist pr+ı ein ggT von pı und pa, und jeder 
andere ggT g von pı,pa2 hat die Gestalt g = C- pr+ı mit einer Konstanten 


eFN. 


BEWEIS. 


(a) Wir beweisen zunächst eine Zwischenbehauptung (Z): Teilt ein Polynom g 
zwei aufeinander Folgende der Polynome p;, etwa g | Po, 9 | Po+1, So teilt g alle 
pr @=1,...,k+1). In der Tat: ist o > 1, so folgt aus pe-ı = Poge-1 + Po+1 
mit 7.5 (b), dass g auch p.-ı teilt, und so fort. Also teilt g alle p, vorange- 
henden p;. Entsprechendes ergibt sich für die nachfolgenden p;: Ist o < k, so 
folgt aus po+2 = Po — Po+1.o, dass g auch p.+2 teilt, und so fort. Soweit die 
Zwischenbehauptung (Z). 





(b) Damit folgt nun sofort, dass p,+ı ein Teiler von pı und p> ist. Denn es gilt 
Pr+1 | Pr+ı und pr+ı | pr nach der letzten Gleichung. 


(c) Ist g irgendein Teiler von pı und pa, so folgt nach (Z), dass g auch pr+ı 
teilen muss, also höchstens denselben Grad hat wie pr +1. Somit ist pr+ı ein 
ggT von pı, pa. Ist g sogar ein ggT von pı,pa, so gilt nicht nur g|pr+ı, sondern 
auch Grad (g) = Grad (px +1). Division mit Rest ergibt g= cc: pr+ı. Q 


7.9 Teilerfremde Polynome 


Sind pı und pa nichtkonstante teilerfremde Polynome, d.h. ist 1 ein größter 
gemeinsamer Teiler von pı und pa, so gibt es Polynome rı und ra mit 


1=rı:pa+ra:pı und Grad (r;) <Grad(p;), i=1,2. 
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BEWEIS. 


Es sei etwa Grad (pa) < Grad (pı). Wir schreiben die Gleichungskette des eu- 
klidischen Algorithmus in umgekehrter Reihenfolge auf: 








Pr+1 = Pk-ı "Pr Ik-1 
Pk 


DPr=2 Pr-1'’I:-3 


P3 Pi = P2.*Q1: 


Nach Voraussetzung ist der ggT pr+ı eine Konstante c # 0. Setzen wir in die 
erste Gleichung sukzessive die folgenden Gleichungen ein, so erhalten wir 


cC= Pr+ıı = Pr-ı - Pr gk-ı = Pr-ı — (Pr-2 — Pr-1° Qk-2) ' Ir-ı 
(1+ 9-2: 9k-1)'Pr-ı - %&k-1'Pr-2 == fı-m+ f:pı 


mit Polynomen fı und fa. Division mit Rest ergibt r 6 =9:3: 4, urı=1L2 
mit Grad (r;) < Grad (p;). Also gilt 


1 
L= (fi p2+ f2pı) =r1ı-m+tr2-pı +tpı:Pp2 (sı+3Sa). 


Aus Grad (pı :pa: (sı + s2)) = Grad (1-rı:-pa -ra:pı) < Grad (pı :p2) folgt 
sıts2=0. = 


7.10 Darstellung rationaler Funktionen 


Sind pı und pa Polynome mit pı # 0, Grad (pa) > 1, so bestimmen wir einen 
ggl g von pı und p2 nach 7.8. Ist dann pı = 9 -g1, pa = 9: ga, So gilt 


Bi) > ii für alle x mit p2(x) #0. 


p2(2)  gel® 











Der rationale Ausdruck ._ ist erklärt auf D=IxEeR|gs(x) #0}. Das ist 


der größtmögliche Definitionsbereich, für den Fl einen Sinn macht. Beachten 





P2 
Sie, dass gı und g2 keine gemeinsame Nullstelle haben. 


7.11 Aufgaben 
(a) Bestimmen Sie einen ggT von 


2 


I tn -z2—1 und 32° +32" +42’ x —- 1 —2. 
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Beer ee dire 
x2*—- x? - 112? +9c +18 


Welche Definitionslücken bleiben? 


(b) Vereinfachen Sie 
(c) Bestimmen Sie gemäß 7.9 Polynome rı und ra mit 1=rı:pa + ra pı für 
pı(®)=x° -32° - 2 +3, pole)=x" -Ar+A. 


8 Die trigonometrischen Funktionen 


8.1 Winkel im Bogenmaß 








Wir setzen elementare Kenntnisse der ebenen Schulgeometrie voraus. Einige 
grundsätzliche Bemerkungen zur Beziehung zwischen Geometrie, Zahlen und 
Vektoren finden Sie in 85. 


Wir wählen in der Ebene ein kartesisches Koordinatensystem. Jeder Punkt P 
ist durch ein Koordinatenpaar (x,y) beschrieben, wo x und y reelle Zahlen sind. 





Der Einheitskreis ist die Menge der 
Punkte P= (z,y) mit + yY=1. 


Die Länge eines Kreisbogens ist defi- 
niert als das Supremum der Längen al- 
ler einbeschriebenen Sehnenpolygone. 
Die Bogenlänge des oberen Halbkreises 
im Einheitskreis bezeichnen wir mit r. 
Die folgenden Eigenschaften der Bo- 
genlänge sind plausibel und werden 
in 324:2 bewiesen: 





(a) Beim Aneinandersetzen von Bögen 

addieren sich die Bogenlängen. 

(b) Bei Drehungen um den Nullpunkt bleiben die Bogenlängen erhalten. Hier- 
nach hat jeder Halbkreis im Einheitskreis die Bogenlänge 7, jeder Viertelkreis 
die Bogenlänge 5; und der Bogen zwischen zwei Nachbarpunkten eines re- 
gelmäßigen einbeschriebenen Sechseckes hat die Bogenlänge 2 


(c) Jede Zahl aus [O, 27] kommt als Bo- 
genlänge im Einheitskreis vor. P; 








92 


Zwei vom Kreismittelpunkt ausgehen- 
de Strahlen 5ı und Sa schneiden den 
Einheitskreis in zwei Punkten Pı und S, 
Pa. Den (nichtorientierten) Winkel P, 

po = /(S1,Sa) zwischen $ı und Sa de- 0 

finieren wir als die Länge des kürzeren 

Kreisbogens zwischen Pı und P3 (Fig.). 
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Die Angabe von Winkeln im Bogenmaß (RAD) ist für die Mathematik zweck- 
mäßiger als die Angabe im Gradsystem (DEG). 


8.2 Arcuscosinus und Kosinus 

Für jedes x € |[-1,1] bezeichnen wir 

die Länge des Kreisbogens zwischen 

den beiden Punkten mit den Koordi- 

naten (1,0) und (x, v1 - 2?) mit 
arccosz € |[O, "|. 


Aus dem oben Gesagten ergibt sich, 
dass die hierdurch erklärte Funktion 


arccos : [-1,1] — [O, ] 





streng monoton fällt und surjektiv ist. 

Die Kosinusfunktion cos : [0, mr] — |—1,1] ist erklärt als die Umkehrfunktion 
von arccos. In der nebenstehenden Figur ist also & = cosy. Die folgenden 
Figuren zeigen die Graphen von arccos (links) und cos (rechts). 





Y 
Zi 
T 
1 
r 
gig 2 T 
2 0 
Y 
—1 





Lesen Sie am Einheitskreis die Werte cos 7 


7, € > cos ZI cos &E ab. 


3? 3 


8.3 Sinus und Kosinus als Funktionen auf R 


Für O<go<rHn setzen wir 


sinp := /1-cos?Yp. 


Dann liegt der Punkt P = (cosp,siny) auf der oberen Hälfte der Einheitskreis- 
linie, und der Bogen zwischen (1,0) und P hat die Länge y (nächste Figur). 
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Vergewissern Sie sich, dass 


cos(T-%) = —-cosp, 
Yy 
sin(T —yp) = sinp. 
p 
Wir setzen die Funktionen sin und cos 
zunächst auf das Intervall |-r,0[ fort 
durch die Festsetzungen 
coS p x 


cos(-Pp) := COoSp, 
sin(-p) := —sinp, 


für O<p<rt. 


Geometrisch erhalten wir den Punkt 
(cos(-y),sin(-p)), indem wir von Y 
(1,0) aus einen Bogen der Länge 
zo im mathematisch negativen Sinn 
beschreiben (oder, anders ausgedrückt, 
den Bogen y nach unten antragen — 
siehe nebenstehende Figur). 





Schließlich setzen wir cos und sin durch 
die Vorschriften 





sin(-p) F---- 


cos(2?rk+yp) :=cosp (kEZ), 


sin(27k+y) :=sinp (keEZ) 


2rr-periodisch auf ganz R fort. Dass dabei keine Doppeldeutigkeiten auftre- 
ten können, folgt aus cos(-r) = cost, sin(-r) = — sinn. 





Diese Festsetzung trägt der Tatsache Rechnung, dass wir wieder im Punkt P = 
(cos p, sing) ankommen, wenn wir vom Punkt (1,0) aus einen Bogen der Länge 
27 +y im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. 


8.4 Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen 


(a) Der Wertevorrat des Kosinus und des Sinus ist jeweils |-1,1], 


cs0=1, sin0=0, cs5=0, sn; =1. 


(b) cos p+sin’p=1. 


(c) Periodizität: cos(2rk+y)=cosp, sin(27rk+yp)=sinp (kE€2). 
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(d) Symmetrieeigenschaften: 

cos ist eine gerade Funktion, d.h. cos(-x) = cost, 
sin ist eine ungerade Funktion, d.h. sin(-x) = -sint, 
cos(T+yp)=-cosp, sinT+p) = —sinp, 

(e) cos (3 = p) — siny, sin (3 _ p) = 6089. 

(f) Additionstheoreme: 


cos(p+1b) = cospcosıb — sinypsina, 


sin(a+Y%) = sinpcosdb + cospsinv. 


(2) Halbwinkelformeln: 


1-cosp = 2sin’ $ 


9 


2 
1+cosp = 2cos” ne 


BEWEIS. 


Die Eigenschaften (a) bis (e) können 
wir uns leicht am Einheitskreis klarma- 
chen. 


Die Halbwinkelformeln folgen aus (f) 
und (b) [üA]l. 

Die Additionstheoreme lesen wir aus 
der Figur ab: Wegen der Ähnlichkeit 
der Dreiecke OTC, OSB, QAB ist 


QA = QBcosp = sind cosy, 


R= BS = OBsinp = cosysiny, 








OS = OBcosp = cosıbcosyp, 
RS = AB = QBsinp = sin bsin y, 
woraus sich ergibt: 
cos(p +1) = OR=OS- RS = cosıb cosp — sin sinp, 
sin(o+Y%) = QR=QAHAR = siny cosp + cosY sinp D 


8.5 Der Arcussinus 
Für ye [0,1] setzen wir 
arcsiny:= Länge des Bogens zwischen (1,0) und (/1- y?,y). 
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Für ye |-1,0| setzen wir 

arcsiny = —arcsin(-%). vi-y z vi-y ‚Y) 
Dann ist 

arcsin : [-1,+1] — 1-5, = | 


streng monoton wachsend und surjek- 
tiv. Die Umkehrfunktion ist offenbar 


NT 
nee, (ee, 
sin: |-2, 2] [—1,1] 


Wir skizzieren die Graphen des Sinus (links) und des Arcussinus (rechts): 


p 


“u 
2 





| 
w|A 
v[a 
s 

| 
— 
— 
SQ 


8.6 Tangens, Kotangens und Arcustangens 


Die Tangensfunktion (Fig.) ist zu- 
nächst für -5 <yp< 75 definiert durch 


der Kotangens zunächst durch 


cos p 


cotep = 2 IrO<ZzO<T: 


Der Tangens wächst streng monoton. 





Denn für -5 <p<vY<5 folgt aus Ä 
den Additionstheoremen 
I 

. I 

EEE Ua) | 

cos cosıb | 
I 

I 

I 


a 
2 





und die rechte Seite ist positiv wegen 
U D-BST. 
Der Tangens tan: I-3: 5 | —R ist surjektiv, d.h. hat R als Bildmenge. 
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Das wird in 88:5.2 bewiesen. 





Wir definieren den Arcustangens als Umkehrfunktion des Tangens: 


Ta 
t Ro |-2,2| y 
arctan a 
(Figur). Esst 00000000000 TTTTTT a EEE 
__.._ T 
arctan 1 = 2% 
arctan — JE 
v3 6° 





Diese Formeln werden wir später zur 
Berechnung von r heranziehen. 


Periodische Fortsetzung. Durch U loan 
2 
tanp := —£ 
cos p 





für alle o € R mit cosp Z O0 wird der Tangens zu einer -periodischen 
Funktion mit Definitionslücken in den Nullstellen des Kosinus fortgesetzt. Ent- 
sprechend verfahren wir beim Kotangens. 


8.7 Drei wichtige Ungleichungen 
(a) Isinp| < lol, 

2 
(b) 10 5 < cosyp = I; 


t 
(c) a für 0<lel< 5: 


BEWEIS. 





(a) Mit den Bezeichnungen der Figur 
gilt für |pl< 5 


sing] = |y| < Y(1-z)?+y? = EP 


IN 


(Bogenlänge zwischen E und P) = |o| 


nach Definition der Bogenlänge. 


7 


Für |p| > 5 gilt Iino| <1<5< |pl. 
(b) Nach der Halbwinkelformel 8.4 (g) ist 


0<1-cop=2(sin$)"<2(£) = 44%. 


(c) Es sei 0 <yp< 5. In das Kreissegment zwischen den Punkten E = (1,0) 


2: 
und P = (cosyp,siny) legen wir ein Sehnenpolygon mit monoton angeordneten 
Punkten E = Ao,...,An=P. 
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Diese Kreispunkte projizieren wir längs 
Strahlen durch den Ursprung auf die 
Gerade & = 1. Bezeichnen wir die Bild- 
punkte mit E = Ay,...,Al, = P’, so 
ist. P = (1 ano). 


PF=/ltane) 














A’. 
Mit Hilfe des Strahlensatzes ergibt sich Pi es ) 
mit den Bezeichnungen der Figur = 
E 
Anh =p+g<arb<ar+b N 
ag: \ 
Addition dieser Ungleichungen ergibt x v 
für die Länge des Sehnenpolygons zwi- A 
schen E und P 
> A;-1ı4; zZ 2 A;_ 1A} — tan R 
il il 
Hieraus folgt E = (1,0) 
_  ) Supremum der Längen aller dem Kreissegment eur 
f EP einbeschriebenen Sehnenpolygone nz 
ik zu 
Für -T<p<0 folge Me ap). 1, E 
2 p =p 


8.8 Bemerkungen 


Die Zurückführung von Kosinus und Sinus auf die Verhältnisse am Einheitskreis 
ist der natürliche Zugang zu den trigonometrischen Funktionen. Aus systema- 
tischer Sicht kann dagegen eingewendet werden, dass hierfür Anleihen bei der 
Geometrie mit dem Vorgriff auf die Bogenlänge nötig sind. Aus diesem Grund 
wird in vielen Lehrbüchern ein rein analytischer Zugang gewählt, bei welchem 
cosx und sin durch Potenzreihen definiert, die Eigenschaften 8.4 und 8.7 ana- 
lytisch hergeleitet werden und /2 als kleinste positive Nullstelle von cos x er- 
klärt wird. Wir legen jedoch Wert darauf, die trigonometrischen Funktionen 
geometrisch zu motivieren und zu deuten. Der Preis hierfür ist, dass wir auf 
Eigenschaften zurückgreifen, die erst in 324:2 bewiesen werden. Die Potenzrei- 
henentwicklungen der trigonometrischen Funktionen leiten wir in 810:1.2 her. 
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84 Mengen und Wahrscheinlichkeit 


1 Einfache Mengenalgebra 


1.1 Vereinigung, Durchschnitt, Differenz 


Sind A, B Mengen, so nennen wir die 
Menge 


AUB:={x|zreAoderreB} 


die Vereinigung von A mit B. Be- 
achten Sie den Gebrauch des Wortes 
„oder“: x €e AUB bedeutet x € A 
oder x € B oder beides. 


Ferner definieren wir den Durch- 
schnitt von A und B: 


ANB>>- lee Amdze BD]: 


Dabei kann der Fall eintreten, dass A 
und B disjunkt sind, d.h. keine gemein- 
samen Elemente besitzen; wir schrei- 
ben dann nach 81:14 AnB=. 
Durch die Einführung der leeren Men- 
ge ist sichergestellt, dass ANB immer 
eine Menge ist. 


Die Differenz von A und B („A ohne 
B“) wird definiert durch 


A\B:=/zeAlx&B}. 
Auch diese Menge kann leer sein. Es ist manchmal hilfreich, sich wie oben die 
Verhältnisse an Venn-Diagrammen zu verdeutlichen. Dadurch gewinnen die lo- 


gischen Verknüpfungen „oder“, „und“, „nicht“ eine geometrische Anschaulich- 
keit. 

















1.2 Teilmengen, Gleichheit von Mengen 


Wir nennen A eine Teilmengevon B oder enthalten in B, 


ACB, 








wenn jedes Element von A auch zu B gehört. So ist beispielsweise AC AUB. 


Denn ist x € A, so ist die Aussage „x € A oder x € B“ richtig. Entsprechend 
gilt ANBCA. 


BEMERKUNG. In der Literatur wird für die Teilmengenbeziehung häufig das 


Symbol C verwendet, während C für echtes Enthaltensein steht. Für Letzteres 
schreiben wir ACB,A#B. 
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Gleichheit zweier Mengen. A=B bedeutet ACB und BCAÄA. 


1.3 Beispiele für den Nachweis der Gleichheit zweier Mengen 





Für beliebige Mengen A, B gelten die Distributivgesetze 
AU(BNC)=(AUB)N(AuUC), An(BUC)=(ANB)U(ANC). 


BEWEIS der ersten Formel. 


(Venn-Diagramme sind kein Beweis, da A, B,C in verschiedener Weise zuein- 
ander liegen können. Außerdem denken wir nicht nur an Mengen in der Ebene.) 


(a) Wir zeigen AU(BNC)C(AUB)N(AUO). 
Für jedes Element x von AU (BNC) folgt x € A oder ze BNC. Im ersten 
Fallxe Afolgt ze AUBundze AUC nach 1.22, also ze (AUB)N(AUC). 
Im Falxz 2A folgt ze Bundre C,alsoxe AUBundre AUC nach 1.2. 
Also ergibt sich beidesmal x € (AUB)N(AUC). 


(b) Umgekehrt: Aus ze (AUB)N(AUC)) folgt zunächst x € AU B und 
x € AUC. Im Fall x € A folgt sofort ze AU(BNC) nach 1.2, andernfalls muss 
x«in B und in (©, also in BNC enthalten sein. Nach 1.2 liegt dann x auch in 
AU(BNC). Somit gehört jedes Element x von (AUB)N(AUC) zu AuU(BNC), 
d.h. (AUB)N(AUC) CAU(BNO). D 


Beweisen Sie in analoger Weise die zweite Formel. 








1.4 Weitere Rechenregeln der Mengenalgebra 

Unmittelbar aus der Definition von Vereinigung und Durchschnitt folgt 
(a) AUB=BUA, ANnB=BNnA, 

(b) AU(BUC)= (AuUB)UC, An(BnC)=(AnB)nC 

() A=An(AuB), A=AuU(AnB) [üAl. 

(d) Aus AC B folgt A= ANB und umgekehrt. 

(e) Entsprechend ist AC B gleichbedeutend mit B=AUB. 


1.5 Komplement, de Morgansche Regeln 





Betrachten wir nur Teilmengen einer festen Menge E, so wird E \ A auch als 
Komplement von A (bezüglich E) bezeichnet. Es gilt dann offenbar 


(a) E=AU(E\A) und AN(E\A)=® 
(b) De Morgansche Regeln 


E\(ANB)=(E\A)U(E\B), E\(AUB)=(E\A)N(E\B). 
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1.6 Bildmenge und Urbildmenge 
Sei f:M- N und AC M. Dann heißt die Menge 


FA) = ife@)lweA} 
die Bildmenge (das Bild) von A unter f. Für eine Teilmenge B von N heißt 
f(B)={zeM|f@)eB} 


die Urbildmenge (das Urbild) von B unter f. (f braucht nicht invertierbar 
zu sein!) 








[ÜA] Zeigen Sie: A Bm f(AJU f(B), 
ftcuD=f . PUT @ ); 
ftenD) = FÜO)NF(D). 

Nicht immer gilt f[ANB) = f(A)N f(B). Gegenbeispiel? 


2 Exkurs über logisches Schließen und Beweistechnik 


2.1 Aus A folgt B (AB) 


Die meisten der mathematischen Lehrsätze sind von folgender Art: Innerhalb 
eines bestimmten Gegenstandsbereichs folgt unter der Voraussetzung A die Be- 
hauptung B. Wir schreiben dafür 


A=B (Aus A folgt B; wenn A, dann B). 





BEISPIELE. 


(a) Im Rahmen der Anordnung reeller Zahlen 
A:0=12735, B:z"<y. 

(b) Rationale Zahlen, Teilbarkeit ganzer Zahlen 
Are, B:r’£2. 


Q IS 


N 


(c) Polynome (vgl. 83:7). Aus A : p(A) = 0 folgt 
B : plz) = (ce - A)g(x) mit einem geeigneten Polynom gqg. 
(d) Mengen A: ze ANB, B:zEeA. 


2.2 Direkter und indirekter Beweis, Widerspruchsbeweis 








Der Beweis der Aussage AB kann auf drei Arten geschehen. 


(a) Direkter Beweis. Mit Hilfe der Grundannahmen des jeweiligen Gegen- 
standsbereichs, schon bewiesener Sätze und der Voraussetzung A schließen wir 
mit Hilfe der Logik auf die Richtigkeit von B. 
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BEISPIEL. Die Grundannahmen über die Anordnung reeller Zahlen sind (Oi) 
bis (O4), vgl. 81:5. Wir zeigen 


0<e<y—r”’<y (also A(z,y) = B(x,y)) 


BEWEIS. 

Seien x, y reelle Zahlen mit O<x<y. Es gibt zwei Fälle: 

(a) © =0, also 0 < y. Nach (O4) folgt durch Multiplikation der Ungleichung 
0 <y mit y, das 0 <y‘, also 0 =x” <y”. 

(3) x >0. Nach (O>) folgt y > 0. Aus (Oı) folgt einerseits x” < xy (Multipli- 
kation von x < y mit x > 0), andererseits xy < y” (Multiplikation von x < y 
mit y>0). 

Aus beiden Ungleichungen folgt mit (O2) x” < y”. m 
(b) Widerspruchsbeweis. A — B bedeutet, dass der Fall „A richtig, B 
falsch“ nicht eintreten kann. Um das zu zeigen, nehmen wir einmal an, A sei 
richtig und B sei falsch und leiten daraus einen Widerspruch ab, d.h. wir zeigen, 


dass sich dann eine bestimmte Aussage zusammen mit ihrem Gegenteil ergeben 
müsste, was natürlich nicht sein kann. 


Ein klassisches Beispiel ist der Beweis für die Irrationalität von Y2 (81:12): 
Um zu zeigen, dass re Q => r” £ 2 gilt, nahmen wir an, es seir € Q und 
r? = 2 und zeigten, dass einerseits 








“ und andererseits 





„r= u mit teilerfremden ganzen Zahlen p,g‘ 
q 


„2|pund2|q“ gelten muss . 


(c) Indirekter Beweis. Wir zeigen auf direktem Wege: Ist B falsch, so ist auch 
A falsch. Wenn dann A richtig ist, so muss auch B richtig sein, sonst hätten 
wir einen Widerspruch: A richtig und A falsch. Dazu sei noch einmal bemerkt: 
Nicht falsch bedeutet richtig (tertium non datur). 


BEISPIEL. Für die Anordnung der reellen Zahlen nach (O1) bis (O4) gilt 


"<y—le<|yl  (Al,y) —> B(z,y)) 





Indirekter Beweis. Wäre |x| > |y|, so hätten wir nach dem oben bewiesenen 
Satz x* = |x|? > |y|® = y”, also wäre A(x,y) falsch. D 


Ex falso quodlibet (Aus Falschem folgt Alles). Die Aussage A=—>B wollen wir 
stets dann als richtig ansehen, wenn die Voraussetzung A nicht eintreten kann. 
Dass die leere Menge Teilmenge jeder Menge A ist, bedeutet nach 1.2 





zeß—reA. 


In der Tat: Zeige mir ein x € ®, dann zeige ich Dir ein x € A. 
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3 Notwendige und hinreichende Bedingungen 
3.1 Zum Sprachgebrauch. Gilt A == B, so heißt A eine hinreichende Be- 
dingung für B, und B heißt eine notwendige Bedingung für A. 


BEISPIEL. Oft reicht es zum Nachweis von an — O hin, die Bedingung |a„| < = 
nachzuweisen. Diese Bedingung ist also hinreichend für die Nullfolgeneigen- 


schaft, aber nicht notwendig, wie das Beispiel der Folge (>) zeigt. 


3.2 Äquivalente Bedingungen 


Wir sagen, die Aussagen A und B seien äquivalent oder gleichbedeutend (in 
Zeichen A > B), wenn B eine notwendige und hinreichende Bedingung für A 
ist. Wir sagen in diesem Fall auch: A ist genau dann richtig, wenn B richtig ist. 


BEISPIEL. Für Polynome p vom Grad >1 gilt: 
A ist Nullstelle vonp — x-A teilt p(x) (vgl. 83:7.6). 


3.3 Beachtung der Schlussrichtung beim Lösen von Gleichungen 


Die Gleichung 


(1) vol 2=-3 

führt durch Quadrieren auf die Gleichung 

(2) 2° -16=(2-x)=4-4Ar+z”, aloauf r=5. 

Wir sehen aber durch Einsetzen in (1), dass x = 5 keine Lösung ist. Es gilt 
2) 17, 

für eine Lösung von (1) folgt notwendig x = 5. Der Umkehrschluss „x =5 — x 


erfüllt (1)“ gilt nicht, aus (2) folgt nur ve? -16=|2-e]|. 


4 Beliebige Vereinigungen und Durchschnitte 





4.1 Definition und Beispiele. Sei / eine nichtleere Menge. Zu jedem i € I 
sei eine Menge A; gegeben. I heißt Indexmenge für die Kollektion der A;. 





Wir definieren 


JA ={xr|x€ A, für wenigstens enkeTIt, 


iel 
\A: = {z|x € A; für jedesie I}. 
iel 
BEISPIELE. 
a, I=N, A= 5] . Dann gilt |) %& = ]0,1. 


teIN 


9 Beispiele zur Wahrscheinlichkeit sl 


Denn ist x € U A,,so gibt esein keN mit re& 3; 2 ‚ somit gilt 
ieN 


il 1 
0< ErI er: 
Umgekehrt, für x € ]0,1] wählen wir k := =] EN, es ist dann k< = <k+l, 
also x € 3; 2]. 
(b) Für die von einer Intervallschachtelung ([an,bn|) erfasste reelle Zahl a gilt 


ta} = f) lan,bn]- 


neIN 


(ec) Für ! = Rso und 4,.= 13, 2r] ist |) Ar = R>o [BA]. 


r>0 
4.2 Die de Morganschen Regeln 
Ist I#® und A,CE für alle ‘EI, so gilt 


E\ UA = fICENA), 


ie iel 
iel sel 
Denn esgilt: ze E\ JA; 
iel 
zeEundxzg JA; 


sel 
zxeE Be, mit xE A; 
zeE und x A; füralle:eI 
zeE\A; fürall sel 
iel 
Der Beweis der zweiten Formel sei dem Leser als überlassen. 


III 





5 Beispiele zur Wahrscheinlichkeit 


5.1 Münzwurf 


Bei einer längeren Serie von Münzwürfen erwarten wir, dass in etwa der Hälfte 
aller Fälle die „Zahl“ oben liegt (und natürlich dann auch in etwa der Hälfte 
aller Fälle „Wappen“). Ein Experiment von Karl PEARSON zu Beginn des 20. 
Jahrhunderts ergab beispielsweise bei 24000 Würfen 12012 mal die „Zahl“. Dem 


entspricht eine relative Häufigkeit der „Zahl“ von ran —= 0.5005. 








Unsere Erwartung an das Ergebnis beim Werfen mit einer völlig symmetrischen 
Münze drücken wir wie folgt aus: Bei einer idealen Münze ist die Wahrschein- 
lichkeit für „Wappen“ und „Zahl“ jeweils >. 
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5.2 Zweimaliger Münzwurf 





Wir werfen zweimal hintereinander eine ideale Münze und notieren die 4 mög- 
lichen Ausgänge folgendermaßen: 


(Z,Z), (2, W), (W, Z), (W,W) 


(Z für „Zahl“, W für „Wappen“). Die Wahrscheinlichkeit für jeden dieser Aus- 
gänge halten wir für gleich, demnach müsste sie jeweils n betragen. Wir können 
diese Einschätzung auch so plausibel machen: Bei einer größeren Versuchsreihe 
wird in etwa der Hälfte aller Fälle zuerst Z erscheinen, in der Hälfte dieser 
Fälle, also in einem Viertel aller Fälle wäre auch das zweite Ergebnis Z. Somit 
ist die Wahrscheinlichkeit für (Z,Z) gegeben durch 2. Gleiches ergibt sich bei 
der Diskussion der drei anderen Fälle. 


5.3 Zweimaliges Ziehen aus einem Kartenspiel 


Wir ziehen aus einem Paket mit 16 roten und 16 schwarzen Karten hinterein- 
ander 2 Karten ohne Zurückstecken. Die Wahrscheinlichkeit, erst Rot und dann 
Schwarz zu ziehen, beurteilen wir mit =. Denn die Chancen, erst Rot zu ziehen 
stehen fifty-fifty — wir sagen, die Wahrscheinlichkeit hierfür ist >. Nun sind noch 
31 Karten mit 16 schwarzen übrig; die Wahrscheinlichkeit für (Rot,Schwarz) ist 
daher - i = (Begründung?). 


Wir notieren die möglichen Farbkombinationen und ihre Wahrscheinlichkeiten 


(R für Rot, S für Schwarz): 


15 8 8 15 
(R,R) 5’ (R, 5) 31° (S,R) 31° (5,5) 67° 


5.4 Beispiel für die Zweckmäßigkeit des Mengenmodells 









Wir werfen zweimal mit einem idea- 





len Würfel und fragen nach der Wahr- =. en 13) en 
scheinlichkeit p dafür, dass die Augen- 

summe beider Würfe 5 oder 6 beträgt. (2,1) (2,2) (2,5) (2,6) 

Dazu zeichnen wir ein Diagramm aller y - u u 
36 möglichen Ergebnisse und schrafhie- (3,1) (3,4) (3,3) (3,6) 

ren die uns interessierenden Möglich- i ü . ’ 
keiten. Durch Abzählen der Punkte in (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) 

der schraflierten Fläche F' erhalten wir u u - u 
(8,2): (8,3) (8,4), 5,5) (8,0) 

_ Anzahl der Punkte in F ® e o o o 
Gesamtzahl der Punkte (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) 

® ® ® ® ® ® 


9 1 
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6 Das mathematische Modell endlicher Zufallsexperimente 


6.1 Zufallsexperimente und Ereignisse 


Bevor wir zur mathematischen Definition endlicher Wahrscheinlichkeitsräume 
kommen, gehen wir auf den Sprachgebrauch ein. 


(a) Ein Zufallsexperiment ist ein unter gleichen Bedingungen wiederholbar 
gedachter Versuch, dessen Ergebnis vom Zufall abhängt. Eine einmalige Durch- 
führung eines Zufallsexperiments heißt Stichprobe. 

(b) Aussagen über den Ausgang eines Zufallsexperiments heißen Ereignisse. 
Den Ereignissen entsprechen also denkbare Fragen über das Ergebnis eines Zu- 
fallsexperiments. 

Beim Werfen mit 2 Münzen treten zu den Freignissen (Z,Z), (Z,W), (W ,‚Z) 
und (W,W), welche alle möglichen Stichprobenergebnisse wiedergeben, u.A. 
noch folgende Ereignisse hinzu: 








Das Ereignis „Genau einmal Z“ oder, gleichbedeutend damit, „Genau ein- 
mal W“ (Wahrscheinlichkeit 5) 


Das Freignis „Beide Würfe haben dasselbe Ergebnis“ (Wahrscheinlichkeit >) 


Das sichere Ereignis „Irgend eine Kombination von Z und W“ (Wahrscheinlich- 
keit 1) 
Unmögliches Freignis „Gleichzeitig (W,Z) und (Z,W)“ (Wahrscheinlichkeit 0). 





6.2 Verknüpfung von Ereignissen. Beim Werfen eines idealen Würfels be- 
trachten wir die Ereignisse 


Eı „ungerade Augenzahl“ (Wahrscheinlichkeit 3) und 
Es „Primzahl“, also eine der Zahlen 2, 3 oder 5 (Wahrscheinlichkeit 5). 


Das Ereignis „ungerade Primzahl“ tritt dann ein, wenn Fı und Es eintreten, 
entsprechend können wir vom Ereignis Eı oder Ea : „Primzahl oder ungerade 
Augenzahl“ sprechen; es tritt ein, wenn eine der Zahlen 1, 2, 3 oder 5 geworfen 
wird. Schließlich können wir nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dass nicht Eı 
eintritt. 








Im Beispiel 5.4 haben wir gesehen, wie Ereignisse durch Teilmengen der Menge 
aller möglichen Stichprobenergebnisse beschrieben werden können. Dem Ereig- 
nis Eı und Ea entspricht im Mengenbild der Durchschnitt der betreffenden 
Teilmengen, dem Ereignis Eı oder Es entspricht die Vereinigung. 








6.3 Endliche Wahrscheinlichkeitsräume 


Wir behandeln hier Wahrscheinlichkeitsfragen, die sich durch das folgende ma- 
thematische Modell beschreiben lassen: 


Eine endliche Menge 2 = {wı,...,wn} von Merkmalen (für die Stichprobener- 
gebnisse) und eine Wahrscheinlichkeitsbelegung: Jedem möglichen Stichproben- 
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N 
ergebnis wr ist eine Wahrscheinlichkeit p; € [0,1] zugeordnet, wobei >), pr =1 

k=1 
verlangt wird. 0 heißt Merkmalraum oder Stichprobenraum; die Teilmen- 
gen von |?) heißen Ereignisse, die einelementigen Ereignisse heißen Elementa- 


rereignisse. Jedem Ereignis wird durch 


> 





eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet. Für diese gilt: 
(wı) O<p(A)<I1, 

(W2) PD) =1, 

(W3) pf’AUB) =p(A)+p(B), falls ANB=ß. 


Wir sprechen von einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (), p) und von 
einem Wahrscheinlichkeitsmaß p. 


6.4 Beispiele 


Ist von den Elementarereignissen einer Stichprobenmenge 2 = {wı,...,wn } 
keines vor den anderen ausgezeichnet, so betrachten wir alle als gleich wahr- 
scheinlich. Hat ein Ereignis A C 0 die Elementezahl n(A), so setzen wir 

_ nA) _ n(A) 





A) = n(D) N 
(a) Münzwurf. Hier ist 0 = {Z, W}}, Ereignisse sind {Z}, {[W} und = {Z,W } 


(das sichere Ereignis) sowie ® (das unmögliche Ereignis). Bezeichnen wir das 
Merkmal „Zahl“ mit wı, das Merkmal „Wappen“ mit wa, so ist pı = pa = 5 
(b) Zweifacher Münzwurf. Hier ist 2 = {(Z, Z), (Z,W), (W, Z), (W, W)}. Das 
Ereignis „Genau einmal Zahl“ wird Auch A = al W),(W, Z)} beschrieben, 
es hat die Wahrscheinlichkeit p(A) = 1 + se 


(c) Einmaliges Ziehen aus einem Kartenspiel ze 32 Karten. Wir setzen wı = 
(%, As), wa = ($, 10), wa = (#, König) ,..., we = (&,7), wo = (&,As), ..., 
wW16 — (&,7), w17 = (DO, As), ..., W24 = VO was = ($,As), ..., W32 = (N: 


Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses „Schwarzes Bild“, beschrieben durch die 
Menge A = {ws3, wa, ws, wıı, wı2, wıa}, ist also p(A) = 6- =5 = —. 


Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit für „Augensumme Primzahl“. 


6.5 Verschiedene Modelle und Eindringtiefen 





(a) Interessieren wir uns beim vorangehenden Beispiel nur für die Kartenwerte, 
so ist der Merkmalraum 


Nı = {As, Zehn, König, Dame, Bube, 9, 8, 7} 
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zur Beschreibung ausreichend. Jedes der Elementarereignisse {As}, {Zehn}, 
{König}, {Dame}, {Bube}, {9}, {8} und {7} muss offenbar als gleich wahr- 
scheinlich angesehen werden, also jeweils die Wahrscheinlichkeit R haben. Dem- 
nach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, ein Bild zu ziehen, gegeben durch 





p({König, Dame, Bube}) =3- R — =. 


Interessieren wir uns nur für die Farbwerte, so genügt 


= i$, &, OD, : 


Fragen wir nur nach den Farben, so ist es zweckmäßig, 


3 = {Rot, Schwarz} 





zu betrachten, wobei die Elementarereignisse {Rot}, {Schwarz} jeweils Wahr- 
scheinlichkeit 5 haben. 


Für ein und dasselbe Zufallsexperiment können je nach Fragestellung verschie- 
dene Merkmalräume zweckmäßig sein. Fassen wir, wie oben geschehen, Gruppen 
von Merkmalen zu neuen Merkmalen zusammen, so sprechen wir von einer ge- 
ringeren Eindringtiefe. 





(b) Werfen mit zwei Würfeln. Es bieten sich zwei Merkmalräume an: 


(a) 21 = 1{(1,1), (1,2),..., (1,6), (2,1),..., (6,6) }, wobei jedes Elementarereig- 
nis durch ein geordnetes Paar (i,k) beschrieben wird und jeweils Wahrschein- 
lichkeit = hat, vgl. 5.4. 

a) Dei LT IE 20 20 2 
15,31,.13.4)..,,,49,51:15,0,.416561 1. 


Hier sind die Merkmale ungeordneter Paare, und nicht alle Elementarereignisse 
sind gleich wahrscheinlich: 
1 1 


1 
PıT 36: mg w—pı—ps—D6, Din m 





Zeichnen Sie analog zu 5.4 ein Mengendiagramm und bestimmen Sie die 
Wahrscheinlichkeit für „Augensumme 5 oder 6“. 


6.6 Relative Häufigkeiten 


Ein Zufallsexperiment sei durch den Merkmalraum 2 = {wı,...,wn + beschrie- 
ben. Es werden n Stichproben gemacht. Dabei trete n.-mal das Ergebnis w; 


N 
auf ( Yen ) Dann heißt 
k=1 





die relative Häufigkeit des Ereignisses A. 
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Offenbar gilt 

1) O<AnlA)<1, 

2) mn) =1, 

(3) An(AUB) = kn(A)+hn(B), falls ANB=9. 


Setzen wir p(A) := hn(A), so gelten also die Eigenschaften 6.3 eines endlichen 
Wahrscheinlichkeitsraums sowie alle daraus folgenden Sätze. 


BEMERKUNG Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist aus der Erfahrung heraus 
entstanden, dass bei n-maliger Wiederholung eines Zufallsexperiments (unter 
gleichen Bedingungen) sich die relativen Häufigkeiten h„(A) auf einen Wert w 
einpendeln. Es wird dann davon ausgegangen, dass ein Wahrscheinlichkeitsmaß 
p zugrunde liegt mit p(A) = w. Liegt umgekehrt ein Wahrscheinlichkeitsmaß p 
wie etwa das Laplacesche vor, so lässt sich zeigen, dass es für jedes noch so kleine 
e > 0 für wachsendes n immer unwahrscheinlicher wird, dass |p(A)—-h„(A)| > e 
ausfällt (schwaches Gesetz der großen Zahl, Jakob BERNOULLI 1713). Daher 
müssen die Gesetze der Wahrscheinlichkeit mit denen für relative Häufigkeiten 
verträglich sein. 








7 Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 


7.1 Rechenregeln für Wahrscheinlichkeiten 


Auf dem Merkmalraum 2 = {wı,...,um} sei ein Wahrscheinlichkeitsmaß p 
gegeben mit den Eigenschaften Wı, Wa und W3 von 6.3. Dann gilt 


(a) ACB=plA)<p(B), 

(b) PO \A)=1-p(A), 

(e) pfAUB) = p(A) +p(B) -plANB). 

BEWEIS. 

(a) Esist B=AU(B\A) und AN(B\A)=®, also folgt nach (W3) 
p(B) = p(A)+p(B\A) 2 p(A). 

(b) Es ist = AU(N\A) und AN(D\A)=P), also ist nach (Wa) und (Ws) 
1= p(9) = (A) + PR \ A). 

(c) Es ist AUB = AU(B\A) und AN(B\A) =D, also p(AUB) = p(A)+p(B\A). 

Ferner ist B=(ANB)U(B\A) und (ANB)n(B\A)=®, somit 
p(B)=p{ANB)+p(B\A) oder pB\A)=p(B)-p(ANnB). OD 


7.2 Aufgabe. Geben Sie eine Formel für pf(/AUBUC) an. 
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7.3 Der Additionssatz für unvereinbare Ereignisse 


Zwei Ereignisse A, B heißen unvereinbar, wenn ANB = ß. Entsprechend heißen 
die Ereignisse Aı, Aa,..., An paarweise unvereinbar, wenn A;NA, = Pfüri #k. 
In diesem Falle gilt 


p(Aı U... UA„) = plAı)+ ... +PplAn): 


Das folgt leicht aus (W3) mittels vollständiger Induktion. 


7.4 Der Produktsatz 


Ein Zufallsexperiment sei durch den Merkmalraum 2 = {wı,...,wn} und die 
Wahrscheinlichkeiten pr = p({wr}) beschrieben. Machen wir zwei Stichproben 
hintereinander, so können wir das Ergebnis durch ein geordnetes Paar (wx, wı) 
beschreiben, wo wı das erste, w; das zweite Stichprobenergebnis ist. Ein adäqua- 
ter Merkmalraum für die beiden Versuche zusammen ist also das „kartesische 
Produkt“ 


XS (w1,w1), (wı,we2), es (55) 





Liegen für die zweite Ziehung unabhängig vom Ergebnis der ersten dieselben 
Wahrscheinlichkeiten p, = p({w;}) vor, so wird die Wahrscheinlichkeit dafür, 
dass beim ersten Versuch das Ereignis A und beim zweiten das Ereignis B 
eintritt, als das Produkt p(A):p(B) angesetzt. Insbesondere ist die Wahrschein- 
lichkeit für das Merkmal (wr,wı) gegeben durch px : pı. Dies ist plausibel: Ist 
beispielsweise p(A) = S, piB)= 2, so wird in drei Viertel aller Fälle zuerst das 











Ereignis A eintreten, und in zwei Drittel dieser Fälle, also in 2 z aller Fälle 
anschließend das Ereignis B. 


Voraussetzung ist, wie gesagt, dass beim zweiten Versuch wieder dieselben 
Wahrscheinlichkeiten gelten wie beim ersten. Im Beispiel 5.3 (zweimaliges Zie- 
hen aus einem Kartenspiel ohne Zurückstecken) ist dies nicht der Fall. 








Machen wir unter immer gleichen Bedingungen n Stichproben hintereinander, 
so multiplizieren sich die Wahrscheinlichkeiten entsprechend: Die Wahrschein- 
lichkeit dafür, dass in der ersten Stichprobe das Ereignis Aı, in der zweiten das 
Ereignis Aa, ..., in der n-ten Stichprobe das Ereignis An auftritt, ist 


p(Aı)p(A2) :-- p(An)- 


7.5 Ein Problem des Chevalier de Mere 


Anstoß zur systematischen Untersuchung von Wahrscheinlichkeiten gab 1654 ei- 
ne Anfrage des Glücksspielers und Mathematikdilettanten de MERE bei Blaise 
PASCAL. Er und seine adligen Mitspieler hatten die Erfahrung gemacht, dass es 
sich auf Dauer lohnt, bei viermaligem Würfeln darauf zu wetten, dass minde- 
stens einmal die Sechs auftritt. Kein Wunder! Die Wahrscheinlichkeit, bei vier 
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Würfen nicht ein einziges Mal die Sechs zu erzielen, ist nach dem Multiplikati- 
A 
onssatz (2) 0.482. 


DE MERE dachte sich daraufhin folgende Wette aus: „Wetten, dass bei 24 Würfen 
mit zwei Würfeln mindestens ein Sechserpasch (-paar) auftritt?“. Er hatte sich 
das so zurechtgelegt: Die Wahrscheinlichkeit („facilite“), nach der Sechs noch- 
mal eine Sechs zu würfeln, ist sechsmal kleiner als die Wahrscheinlichkeit der 
Sechs. Also müssen sechsmal soviele Würfe angesetzt werden wie bei der Vie- 
rerwette, um dieselben Chancen zu haben. Die Mitspieler durchschauten den 
schlauen Plan nicht und wetteten eifrig dagegen, dies umso lieber, als sie mit 
schöner Regelmäßigkeit dabei gewannen. De MERE konnte sich das Scheitern 
seiner Hypothese nicht erklären. Er dachte auch über folgende Frage nach: An- 
genommen, den Einsatz erhält, wer als erster n Partien gewonnen hat. Wie ist 
der Einsatz bei Abbruch des Spiels nach m Partien gerecht aufzuteilen? Mit 
dem Briefwechsel zwischen PASCAL und FERMAT über die letzte Frage begann 
die Theorie der Glücksspiele, d.h. der sich aus Symmetrieannahmen mit Hil- 
fe der Kombinatorik (s.u.) ergebenden Folgerungen. Das Verhältnis zwischen 
Wahrscheinlichkeitsannahmen und beobachteter Häufigkeit (Gesetz der großen 
Zahl) und die sich daraus ergebenden Anwendungsmöglichkeiten auf andere 
Problemfelder untersuchte Jakob BERNOULLI in seiner 1713 erschienenen Ars 
conjectandi (Kunst des Vermutens). 

















Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, gegen DE MERE zu gewinnen, annä- 
hernd 0.5086 beträgt. 


8 Kombinatorische Grundformeln (Teil D) 


8.1 Laplacesche Wahrscheinlichkeitsräume 


Haben alle Elementarereignisse {w.} von = {wı,...,wn}+ dieselbe Wahr- 
scheinlichkeit, so muss diese N betragen (% Ds 1). 

Ist n(A) die Elementezahl von A, so ist p(A) = RN, In vielen Lehrbüchern 
findet sich die Formulierung 








a Zahl der (für A) günstigen Fälle 

2 u Zahl aller möglichen Fälle 

In solchen „Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsräumen“ läuft daher die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf das Auszählen von Realisierungsmöglichkeiten hin- 
aus, die sogenannte Kombinatorik. 


Pierre Simon LAPLACE gedachte die Theorie des Zufalls auf die Auszählung 
gleich möglicher Fälle zurückzuführen. (Essay philosophique des probabilites 
1814). 
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8.2 Permutationen 


Wie wahrscheinlich ist es, dass ein Kartenspiel von 32 Karten nach gründlichem 
Mischen zufällig nach Farben und Werten geordnet ist? („Nach gründlichem 
Mischen“ soll heißen, dass jede denkbare Anordnung als gleich wahrscheinlich 
angesehen werden kann.) Das führt uns auf die 





Erste Grundaufgabe 


Auf wie viele Arten lassen sich die Elemente einer Menge 2 = {wı,...,wn} 
anordnen, d.h. als geordnetes n-Tupel (wn,),Wna;5---;Wn„.) schreiben? 
Offenbar genügt es, statt der wı,...,wn ihre Nummern 1,..., N zu betrachten. 


Wir fragen also: Wieviele Möglichkeiten gibt es, die Zahlen des Abschnitts 
An = 11,...,N} 


als geordnetes N-Tupel (nı,na,...,nn) aufzuschreiben, wobei jede der Zahlen 
1,...,N in dem N-Tupel genau einmal vorkommt? 


Jede solche Anordnung bestimmt eine bijektive Abbildung f : An — An, 
nämlich f : kon, (k € An). Ist umgekehrt f : An — An bijektiv, so 
bestimmt f eine Anordnung von Av, nämlich (f(1), f2),::-, f(N)): 


Wir können also die erste Grundaufgabe auch so formulieren: 
Wieviele bijektive Abbildungen f: An — An gibt es? 


Oder noch allgemeiner: Sind 2 = {wı,...,wv} und M = {mı,...,mn} zwei 
N-elementige Mengen, so fragen wir nach der Anzahl der bijektiven Abbildun- 
gen g : 2% — M. Denn jede bijektive Abbildung g : Q — M erhalten wir, 
indem die Nummern aufeinander abgebildet werden. 


Die gesuchte Anzahl bezeichnen wir mit P(N). Dann ist P(1) = 1. Wir wollen 
jetzt zeigen: P(n+1) = (n+ 1)P(n). Begründung: Jede bijektive Abbildung 
f : An+ı — An+ı kann folgendermaßen festgelegt werden: 

(a) Angabe von f(n-+ 1). Dazu gibt es n+ 1 Möglichkeiten. 

(b) Angabe einer bijektiven Abbildung von A„ nach Ay+ı \{f({n+1)}. 


Da beide Mengen n-elementig sind, ist dies auf P(n) Arten möglich. Aus der 
Formel P(1)=1, P(n+1)=(n+1)P(n) folgt sukzessive 








P(2) =2,P(3)=3-P(2)=3:2=6,...,P(N)=N(N-1)--:2:-1=N!. 


Für eine bijektive Abbildung f: M — M einer beliebigen nichtleeren Menge 





M auf sich wird auch das Wort Permutation (im Sinne von Umordnung) 
verwendet. 


Somit haben wir erhalten: 


Die Anzahl der Permutationen einer N -elementigen Menge beträgt N!. 
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8.3 Geordnete Stichproben mit Zurücklegen 
Zweite Grundaufgabe 


(a) In einer Urne befinden sich k nummerierte Lose Lı,..., Lx. Wir wiederholen 
n-mal folgenden Vorgang: Mischen, Ziehen, die gezogene Nummer notieren, das 
Los zurücklegen. Das Ergebnis ist ein geordnetes n-Tupel (kı,...,kn). Gesucht 
ist die Anzahl F'(n,k) aller solchen n-Stichproben. 








(b) Mit anderen Worten: 





Gesucht ist die Anzahl aller Abbildungen f : An — Ar (allgemeiner: einer 
n-elementigen Menge in eine k-elementige). 





(c) Auf wie viele Arten lassen sich n unterscheidbare Kugeln Kı,..., K„ auf k 
Urnen U1,...,U, verteilen? 


Die gesuchte Anzahl ist in allen drei Fällen 


Fahr. 


BEWEIS. 


Das Problem (c) führen wir so auf das Problem (b) zurück: Wir ordnen jeder 
Zahl m € {1,...,n} die Nummer derjenigen Urne zu, in welche die Kugel Km 
gelegt wurde. Wir haben also nur die Aufgabe (b) zu lösen. 


Offenbar ist F(1,k) = k. Ferner ist F(n+1,k) = k-F(n, k), denn jede Abbildung 
f: An+ı — Ar erhalten wir so: Wir legen f(n +1) fest (k Möglichkeiten) und 
haben dann noch A, irgendwie in A, abzubilden (F(n,k) Möglichkeiten). Aus 
F(1,k) = 1, F(2,k)=k-F(1l,k)=k°,..., Fin+1,k) = kF(n,k), ... folgt 
durch Induktion nach n die Behauptung. Oo 





8.4 Anzahl der Teilmengen von N-elementigen Mengen 
Die Anzahl der Teilmengen einer N-elementigen Menge beträgt 2". 


BEWEIS. 
Ist 2= {wı,...,wv} und ACQ, so betrachten wir die Abbildung 


1 falls un € A 


0 sonst. 


fa : An =1{1,...,N}— 410,1}, fa(n) = | 


fo ist die Nullfunktion und fo die konstante Funktion Eins. Jede Abbildung 
f: An — {0,1} bestimmt umgekehrt eine Teilmenge B von 0 durch 





mn eB=fin)=1. 


Nach 8.3 ist die Anzahl der Abbildungen f : An — {0,1} gegeben durch 2”. 
Ü 
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8.5 Partitionen 


Dritte Grundaufgabe. N unterscheidbare Kugeln Kı,...,Kn sollen auf r 
Urnen U1,...,Ur so verteilt werden, dass sich Nı Kugeln in U, Na Kugeln ın 
Uz usw. befinden. Auf wie viele Arten ist das möglich? 


Wir machen uns die Lösung des Problems für r = 2 klar; der allgemeine Fall 
läuft ganz analog. Es genügt auch hier wieder die Nummern der Kugeln statt der 
Kugeln selbst zu betrachten. Die Urnen Uı und Ua stellen wir uns modellhaft 
so vor: Wir teilen die Strecke von O0 bis N in N Kästchen: 





1 Nı Nı +1 Nı + Na 
U] Ua 


U} besteht aus den ersten Nı Kästchen, Uza aus den folgenden Na Kästchen. 
Eine Urnenbelegung im Sinne der dritten Grundaufgabe denken wir uns so 
hergestellt, dass wir die Nummern ]1,..., N irgendwie auf die N Kästchen ver- 
teilen. Diese N! Permutationen von An ergeben aber nicht lauter verschiedene 
Urnenbelegungen im Sinne der Grundaufgabe, vielmehr fallen alle diejenigen 
zusammen, die durch Permutätionen innerhalb U1 und innerhalb Ua auseinan- 
der hervorgehen. Jede der gesuchten Urnenbelegungen tritt also unter den N! 


Permutation Nı!- Na!-mal auf, ihre Anzahl ist demnach NA 








Die Verallgemeinerung für r Urnen liegt auf der Hand. Wir notieren das 


ERGEBNIS. Es gibt 


N! 
Nı!Na!... N,! 


Möglichkeiten, N unterscheidbare Kugeln aufr Urnen so zu verteilen, dass die 
k-te Urne N, Kugeln enthält. (Beachten Sie 0!=1). 


Eine verwandte Aufgabenstellung lautet: 


Gegeben r Schreibsymbole („Buchstaben“) bı,...,br. Wieviele Worte der Länge 
N lassen sich bilden, die genau Nı-mal den „Buchstaben“ bi, Na-mal den 
„Buchstaben“ ba, ..., N»-mal den „Buchstaben“ b, enthalten? Die gesuchte 
Anzahl ist wieder I: 


BEGRÜNDUNG: Wir bilden r Töpfchen Ul,...,U,. Ist irgendein Wort der Länge 
N vorgelegt, so erhält jeder darin vorkommende Buchstabe seine Platzziffer. 
Diese Platzziffer kommt ins Töpfchen Ur, wenn an der betreffenden Stelle der 
Buchstabe b;. steht. 
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8.6 Die Boltzmann-Statistik ist das einfachste Erklärungsmodell der stati- 
stischen Thermodynamik. Sie vermag das Verhalten idealer Gase bei relativ ho- 
hen Temperaturen einigermaßen zutreffend wiederzugeben. Hierbei betrachten 
wir N unterscheidbare Teilchen Ä1ı,..., Kn, die auf r Energieniveaus &ı,...,Er 
zu verteilen sind. Ein möglicher Zustand des Gases ist gegeben durch eine Ver- 
teilung: 





Nı Teilchen auf dem Energieniveau eı 


(2) 


N, Teilchen auf dem Energieniveau e-. 


Wie wir gesehen haben, lässt sich ein solcher Zustand auf W(Z) = Sue) 
Arten realisieren. 


Die Boltzmann-Statistik geht von folgenden Grundannahmen aus: 








Gegeben seien die Teilchenzahl N, die Gesamtenergie U und die Energieniveaus 
Ely...,Er. Von allen Zuständen Z mit 


(*) INKeN, Y, NM =U 
k=1l 


k=1 





nimmt das System denjenigen an, für den W(Z) maximal wird. Das ist so zu ver- 
stehen: Durch die Forderung W (Z) = Maximum unter den Nebenbedingungen 
(*) ist ein Zustand Zo ausgezeichnet. Dieser wird für 24 Teilchen im Folgenden 
bestimmt; für große Teilchenzahlen geschieht die Berechnung in 8 22:6.4. 


Der Zustand Zo ist unter allen Zuständen mit (x) der wahrscheinlichste. Natür- 





lich muss das Wahrscheinlichste nicht immer eintreten; hier verhält es sich aber 
so, dass der Zustand Zo und seine Nachbarzustände einerseits zusammen prak- 
tisch Wahrscheinlichkeit Eins haben, andererseits makroskopisch nicht unter- 
scheidbar sind. So wird — abgesehen von mikroskopischen Schwankungen - prak- 
tisch immer der Zustand Zo beobachtet. 


Das zeichnet sich schon an einfachen 
10 
Zahlenbeispielen ab: wy10 
0 ISO 


22 





BEISPIEL 1: 24 Teilchen, Energienive- 
aus cı = 1, &a = 2, eg = 3, Gesamt- 
energie 50. 


In der Tabelle sind die 12 möglichen 
Zustände Z, die Werte W(Z) auf drei 
Stellen und die Wahrscheinlichkeit p, 
bezogen auf die 12 möglichen Zustände, 
eingetragen. Die drei benachbarten 
Zustände (6,10,8), (7,8,9) und (8,6,10) 
haben zusammen die Wahrscheinlich- 
keit 0.816. 
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BEISPIEL2: Machen Sie eine entsprechende Tabelle für 24 Teilchen mit Ge- 
samtenergie 55, verteilt auf die Energieniveaus 1, 2, 4. Von den sieben möglichen 
Zuständen haben zwei zusammen die Wahrscheinlichkeit 0.83. 





9 Binomialkoeffizienten und Binomialverteilung 


9.1 Worte der Länge n aus Nullen und Einsen 


Die Anzahl der Worte („strings“) der Längen aus genau k Einsen und n — k 
Nullen beträgt 


n! 


k(n—k)! 
(Das ist ein Spezialfall von 8.5. Wir beachten wieder, dass 0!=1). 


9.2 Binomialkoeflizienten und Pascal-Dreieck 


(a) Fürne Rundke {0,1,2,...} definieren wir den Binomialkoeffizienten 


(4) Zu U LER au (lies: n über k). 


Es gilt für allene RundallekeN 
nFIN n n 
k ) = 0: 
i 1 
BEISPIEL: 4 — GG-) 


(b) Für natürliche Zahlen n und k =0,1,2,...,n ist 


eine natürliche Zahl (vgl. 9.1). Wir erhalten diese Binomialzahlen sukzessive aus 
dem untenstehenden Schema (Pascal-Dreieck): 
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und so fort - nach dem Bildungsgesetz 
nL\- n n 
k ) u ee 


9.3 Der binomische Lehrsatz 


nr 


Für reelle Zahlen a,b undn e N ist (a+b)" = > (%) u, 


k=0 
BEWEIS durch Induktion: Oo 
Wir wollen diese Formel kombinatorisch begründen. Beim Ausmultiplizieren der 


linken Seite entstehen, wenn wir nicht von der Kommutativität der Multiplika- 
tion Gebrauch machen, Worte der Länge n aus den Buchstaben a und b: 





(a+b)(a+b)=aa+tab+ba+ bb, 

(a+b)’(a+b) = aaa + aba + baa + bba + aab + abb + bab + bbb. 
Beim Ausmultiplizieren von (a+b)"” kommen offenbar alle 2” Worte der Länge n 
aus den Buchstaben a, b vor. (2” ist die Zahl der Abbildungen f : An > {a,b}). 


Durch die Kommutativität der Multiplikation fallen alle (7) Worte der Länge 
n zusammen, die k-mal den Buchstaben a enthalten. 


9.4 Binomialverteilung 

Ein Ja/Nein-Experiment, dessen Ergebnis 
„Effekt tritt ein“ (markiert durch die Ziffer 1) 
„Effekt tritt nicht ein“ (markiert durch die Ziffer 0) 


vom Zufall abhängt, wird n-mal wiederholt, wobei jedesmal die Wahrscheinlich- 
keit dafür, dass der Fffekt eintritt, gleich p ist (0 <p< 1, Erfolgswahrscheinlich- 
keit); die Misserfolgswahrscheinlichkeit (Effekt tritt nicht ein) ist dann jedesmal 


g=1-p. 
BEISPIELE. 
(a) n-maliger Münzwurf (0 für Wappen, 1 für Zahl, p=q= 5). 


(b) Werfen mit einem idealen Würfel, wobei nur das Werfen einer Sechs als 
Erfolg gewertet wird (p = 2, ge 2) 








Das Ergebnis der n-Serie wird durch ein Wort der Länge n notiert, bestehend 
aus Nullen und Einsen. 


Die Wahrscheinlichkeit für irgend ein Wort der Länge n aus k Einsen undn — k 
Nullen ist p* - 97 * (Produktsatz 7.4). Es gibt (.) solche Worte, das sind (5) 
disjunkte Ereignisse. 


Also ist die Wahrscheinlichkeit für k Erfolge bein Versuchen “ Do 
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Nehmen wir als Merkmal die Anzahl der Erfolge, also 2 = {0,1,...,n} und 
DE = (5) Pa, so erhalten wir einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum, 


denn es ist 


nr 


>=), (re ae nt 
kel 


k=U 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Zahl der Erfolge in irgend eine Menge A 
fällt, ist 


p(A) = ), u 


keaA 








9.5 Beispiel. Beim 12-maligen Werfen mit einer idealen Münze erwarten wir 
„im Schnitt“ 6-mal das Ergebnis 1 (Zahl) und 6-mal das Ergebnis 0 (Wappen). 
Was heißt das eigentlich? Das heißt sicher nicht, dass das Ergebnis: „Genau 
6-mal die 1, 6-mal die 0“ sehr wahrscheinlich ist. In der Tat ist die Wahrschein- 
lichkeit dafür nur 


12 IS®71S® 
_ — > 0.226. 
(6,62) 2) os 
Vielmehr ist gemeint: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl der Erfolge nahe 


bei 6 liegt, ist sehr groß. 


Prüfen wir das nach! Die Wahrscheinlichkeit für eine Abweichung von maximal 
2 vom erwarteten Wert 6 beträgt (mitp=q= 5) 


8 


p({4,5,6,7,8)= ) ee) (.) (2) (1) (.) = 0.854. 


Die Wahrscheinlichkeit für eine Abweichung von höchtens 3 vom Mittelwert 6 
beträgt 


0.854 + 2) (7) T (5)) = 0.854 +2 (4) (7) > 0.96. 


9.6* Ein Test zur Widerlegung einer Hypothese 





Beim Abfluss von Wasser aus einem kreisrunden Becken, dessen Abflussöffnung 
ebenfalls kreisrund ist und genau in der Mitte sitzt, bildet sich erfahrungsgemäß 
ein Wirbel aus. Es wird oft behauptet, der Uhrzeigersinn („1“) sei vor dem Ge- 
genuhrzeigersinn („0“) bevorzugt. Wir wollen diese Frage experimentell klären. 





Zwei Hypothesen sind gegeneinander abzuwägen: 
Nullhypothese Ho: Beide Drehsinne sind gleichwahrscheinlich (p=q = 5). 
Gegenhypothese Hı: Die Nullhypothese ist falsch. 
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Die Durchführung eines Experimentes können wir als Münzwurf deuten. Ho be- 
deutet dann die Annahme einer idealen Münze. 





(a) Entwerfen des Tests. Wir planen 20 Versuche und nehmen uns vor, Ho 
zu verwerfen, wenn die Zahl X der Erfolge vom erwarteten Wert 10 um mehr 
als 6 abweicht. Der „Ablehnungsbereich“ ist also 


A = {0,1,2,3,17,18, 19,20} 


(b) Die Beurteilung des Testverfahrens geschieht durch Angabe der Irr- 
tumswahrscheinlichkeit «, das ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Ho zwar 
richtig ist, aber das Ergebnis zufällig in den Ablehnungsbereich fällt und wir da- 
her die Hypothese Ho zu Unrecht verwerfen. 


Diese ist gegeben durch 


N) - DE 


kEA kEA 
Wegen (%) = en .) vereinfacht sich dieser Ausdruck: 
2) OT) 
2 0 1 2 3 
1+ 20 + 190 + 1140 


= 
= 
| 


(c) Wie verhalten wir uns, wenn 16 Erfolge und 4 Misserfolge eintreten ? Nach 
unserer Testvereinbarung gilt Fo nicht als widerlegt. Damit ist Ho natürlich 
noch nicht bewiesen, im Gegenteil: Das Ergebnis spricht immer noch stark ge- 
gen Ho. Sollten wir nicht vielleicht doch die Fälle k = 16 und k = 4 in unseren 
Ablehnungsbereich aufnehmen” Damit steigen doch auch unsere Chancen, Ho 
verwerfen zu dürfen, was wir ja eigentlich wollten. Allerdings nimmt auch die 
Irrtumswahrscheinlichkeit zu! Beurteilen wir den Ablehnungsbereich 





A’ = {0,1,2,3,4,16,17,18,19,20} = AU {4,16}, 
so ergibt sich hier die Irrtumswahrscheinlichkeit 


/ / 1 2 20 —19 
a = p(A) = p(A)+2(5) (,) = @+4845 2 > 0.012. 


Wählen wir gar den Ablehnungsbereich 


A” = 1{0,1,2,3,4,5,15,16,17,18, 19,20}, so erhalten wir 


19 
a’ = a + (5) (5) — & + 15504: 27 = 0.041 
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Wir sagen: „Das Signifikanzniveau (:= 100 - Irrtumswahrscheinlichkeit) liegt für 
die erste Testvorschrift bei 0.26%, für die zweite bei 1.2% und für die dritte 
bei 4.1%“. 


Im medizinischen Bereich würde Letzteres noch toleriert, im naturwissenschaft- 
lichen Bereich ist das 0.3%-Niveau üblich (Irrtum in 0.3% aller Fälle). 











(d) Können wir die Nullhypothese Ho auch experimentell beweisen ? 
Kommen wir nochmals auf Pearsons Experiment 5.1 zurück. Bei 24000 Münz- 
würfen ergab sich 12012-mal die Zahl. Ist das ein „Beweis“ für p = 5 oder nicht 


eher ein „Beweis“ für p = en —:0),50057 


(e) Entwerfen Sie einen Test auf dem 0.3% Niveau für eine Versuchsreihe 
von 36 Münzwürfen zur Widerlegung der Idealitätsannahme p = >. 








(f) Mit großen Versuchszahlen wird die hier geschilderte Berechnungsmetho- 
de für die Irrtumswahrscheinlichkeit immer mühsamer. Eine brauchbare Ap- 
proximation liefert der Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace |FREUDENTHAL 
S. 60-67]: Sei X„ die Anzahl der Erfolge bei n-maliger Wiederholung eines 
Ja/Nein-Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, 


X= np der sogenannte Erwartungswert für X, 
und 

o= Vnp(1-p) die sogenannte Streuung von X. 
Dann strebt die Wahrscheinlichkeit dafür, dass 

Xn-X| > ko 


ausfällt, für wachsendes n gegen 


2®(-k), wobei ®(x 22 dt. 


1 Ps 
er Ei 





Aus der nebenstehenden Tabelle lässt 





sich zu vorgegebener Irrtumswahr- 0.317 
scheinlichkeit & der Ablehnungsbereich 0.134 
0.045 
A= {m | Im —np| > ko} 0.012 
für die Hypothese „Die Erfolgswahr- 0.01 
scheinlichkeit ist p“ bei großem n ab- 0.0027 
lesen. 0.000064 





Durn ee 0,9 = 5 wird beispielsweise ve 50, co = 5. Bei vorgegebener 


Irrtumswahrscheinlichkeit & = 0.01 haben wir k = 2.58 zu wählen und erhält 
mit k-o x 12.9 den Ablehnungsbereich 
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A= {0,1,...,37} U {63,64,...,100} . 





Im naturwissenschaftlichen Bereich wird meistens die 30o-Regel mit dem Ab- 
lehnungsbereich A= {m | |m — np| > 30} verwendet (0.27 %-Niveau). 


9.7 Mehr über elementare Wahrscheinlichkeit (wie Erwartungswert und 
Streuung diskreter Verteilungen, schwaches Gesetz der großen Zahl, Verteilun- 
gen mit Dichten u.A.) finden Sie in Bd. 2, 819. Die ersten Abschnitte dort setzen 
nur die Kenntnis unendlicher Reihen und etwas Integralrechnung voraus. 





10 Kombinatorische Grundformeln (Teil II) 
10.1 Geordnete Stichproben ohne Zurücklegen 


Vierte Grundaufgabe. In einer Urne befinden sich n unterscheidbare Kugeln 
(Nr. 1 bis Nr. n). Wir ziehen der Reihe nach k Kugeln, ohne sie zurückzulegen 
und notieren die gezogenen Nummern in ihrer Reihenfolge. 


Das Ziehungsergebnis ist ein geordnetes k-tupel (nı, na,...,n,), wobei n; £ n; 
für © # j. Gefragt ist nach der Anzahl solcher k-Tupel. 


Andere Formulierung: Gesucht ist die Anzahl der injektiven Abbildungen einer 
k-elementigen Menge in eine n-elementige (z.B. von {1,...,k} in {1,...,rn}). 
Diese Anzahl beträgt 


n! 
(Haben wir eine Kugel ausgewählt, und das geht auf n Arten, so bleiben für die 
zweite Ziehung nur (n — 1) Kugeln usw.) 


BEMERKUNG. Interessieren wir uns nicht für die Reihenfolge, sondern nur für 
die gezogenen Nummern, so geschieht die angemessene Notierung des Ziehungs- 
ergebnisses durch das Merkmal 








{nı,...,e} = Menge der gezogenen Nummern. 


Die Zahl solcher ungeordneten Stichproben ohne Zurücklegen beträgt 
(K) 
k 
(Ordne jeder Kugel die Zahl 1 zu, falls sie gezogen wurde und die Zahl 0, falls 
nicht). 


10.2 Geburtstagsproblem 


Geben Sie eine Formel für die Wahrscheinlichkeit, dass im Jahre 2017 von 
n Zwanzigjährigen mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben (Wir 
setzen voraus, dass jeder Geburtstag gleich wahrscheinlich ist). Werten Sie die 
Formel mit Hilfe des Taschenrechners für n = 22, 23 und 30 aus. 
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10.3 Ungeordnete Stichproben mit Zurücklegen 


Fünfte Grundaufgabe. Im Zusammenhang mit der Bose-Einstein-Statistik 
(z.B. für Photonengase) erhebt sich folgende Frage: 


Auf wie viele Arten lassen sich N ununterscheidbare Kugeln in k Urnen (Ener- 
gieniveaus) U1,...,U, unterbringen? 





Eine Variante desselben Problems lautet: 


Wieviele N-Stichproben mit Zurücklegen ohne Berücksichtigung der Reihenfolge 
lassen sich aus einer k-elementigen Menge entnehmen” 


Das heißt Ziehen, Nummer notieren, Zurücklegen, Mischen; und das Ganze N— 
mal, wobei als Ziehungsergebnis nur die Menge {nı,...,nn} der gezogenen 
Nummern interessiert. 





Das Ergebnis lautet in beiden Fällen 


(7 +k-— ) 
N 
BEWEIS. 


(a) Äquivalenz der beiden Aufgabenstellungen. Haben wir die N Kugeln in den 
Urnen U1,..., U, untergebracht, so lässt sich die Verteilung so beschreiben: Jede 
Urne wird so oft aufgeführt, wie es der Anzahl der in ihr enthaltenen Kugeln 
entspricht; die einzelnen Notierungen werden durch einen senkrechten Strich 
getrennt. 











Zahlenbeispiel: U] enthalte zwei, Ua drei Kugeln, U3 keine und U; vier Kugeln. 
Wir notieren die Belegung dann so: 


U, U} |UR U3 U; | | U, U, Ur U:. 
Noch kürzer und genauso informativ ist die Notierung 
11|222||444A. 


Unsere N-Stichproben notieren wir so: Jede Kugel-Nummer wird so oft auf- 
geführt, wie sie gezogen wurde, dazwischen eine senkrechte Linie. Also sind 
beide Aufgabenstellungen auf dieselbe Protokollierung zurückgeführt. 








(b) Genauso aussagekräftig wie das Schema 
11|222]...|k...k 

ist das Schema 
00|000|...|0...0 


mit N Nullen und k-1 Strichen. Die Anzahl solcher Wörter der Länge N+k-1 


ist nach 9.1 gegeben durch ws Oo 


m 


Check for 
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1 Vektorielle Größen in der Physik 


Skalare Größen wie Zeit, Masse, Energie und Temperatur werden in der Phy- 
sik durch eine Maßzahl und eine Maßeinheit (Dimension) angegeben: 1.4sec, 
13kg, 10 Joule, —15° C usw. In der mathematischen Behandlung physikalischer 
Vorgänge arbeiten wir nach der Festlegung der Maßeinheiten nur noch mit den 
dimensionslosen Maßzahlen: t= 1.4, m =13, E=10, T = -15 usw. 


Andere physikalische Größen wie etwa Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, 
Drehimpuls usw. sind durch eine Richtung und einen Betrag gegeben; Letzte- 
rer ist wieder eine skalare Größe. Wir veranschaulichen solche vektorielle oder 
gerichtete Größen durch einen Pfeil, dessen Länge den Betrag der betreffenden 
Größe angibt. 


Das k-fache einer Kraft wird durch 
einen Pfeil gleicher Richtung, aber k- 
facher Länge veranschaulicht, die Ge- 
genkraft durch einen Pfeil gleicher 
Länge, aber entgegengesetzter Rich- 
tung. 








Greifen zwei Kräfte kı, ko in einem Punkt 
P an, so bewirken sie insgesamt das- 
selbe wie eine einzige in P angreifende 
Kraft. Diese resultierende Kraft kyes ergibt sich geometrisch durch die skizzierte 
Parallelogrammkonstruktion. Umgekehrt lassen sich Kräfte nach diesem Prin- 
zip in Komponenten vorgegebener Richtungen zerlegen. Entsprechendes gilt für 
andere vektorielle Größen. 











2 Vektoren in der ebenen Geometrie 


2.1 Die euklidische Ebene 


Wir appellieren im Folgenden häufig an die geometrische Anschauung. Dabei 
wollen wir die Begriffe der ebenen euklidischen Geometrie wie Gerade, Parallele, 
Strecke, Winkel, Abstand und Flächeninhalt nicht näher erläutern, sondern von 
der Schule her als geläufig voraussetzen; dasselbe gilt für elementare Lehrsätze 
wie die Strahlensätze, Sätze über ähnliche und kongruente Dreiecke, Satz von 
Pythagoras u.a. Zu Grundlagenfragen siehe 2.3. 
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2.2 Translationen und Vektoren 


Eine Translation (Parallelverschiebung) in der euklidischen Ebene E ist eine 


Abbildung 





v:E-E, 

v(P) 
welche grob gesagt, jeden Punkt in ei- _ Ss 
ne feste Richtung um eine feste Strecke 2 \, \\ 
verschiebt. Sie ist dadurch gekenn- x „o vlQ) 
zeichnet, dass die vier Punkte P, Q, SE ad 
v(Q), v(P) jeweils ein Parallelogramm Q 
bilden (Figur). Eine Translation ist P 


vollständig beschrieben durch Angabe nn 
p' 


eines Punktes P und seines Bildpunk- 
tes PP=v(P). 


Wir veranschaulichen die Translation durch den „ Translationsvektor“ oder Ver- 


—, 
schiebepfeil V = PP’. Statt zu sagen „Die Translation v führt P in P’ über“ 
sagen wir „Der Vektor % führt P in P’ über“ oder „P’ entsteht aus P durch 


Anwendung von U“ oder auch „P’ ent- 
steht aus P durch Antragen von v“. 


Die Hintereinanderausführung w 0 v 
zweier Iranslationen v und w ist wie- 
der eine Translation; der zugehöri- 
ge Translationsvektor ergibt sich nach 
der Parallelogrammkonstruktion (siehe 
Kräfteparallelogramm). Wir bezeich- 
nen diesen mit Y+ w. Aus der Geome- 
trie entnehmen wir (Fig.) 











wov =vow; esistalso W-VU=U+W. 





Die identische Abbildung, welche jeden Punkt fest lässt, rechnen wir auch zu 
den Translationen; ihren Translationsvektor bezeichnen wir mit OÖ (Nullvektor; 
hier macht es keinen Sinn, von einer Richtung zu sprechen). Translationen sind 
umkehrbar; den Translationsvektor der Umkehrabbildung v "! von v bezeichnen 
wir mit —v. Es ist also d-+ (-V) = 0. Der Vektor —V hat also dieselbe Länge 
wie v, aber entgegengesetzte Richtung, falls v nicht der Nullvektor ist. 





Den Vektor Ü+ 7 bezeichnen wir mit 2- ©; er hat (für #0) dieselbe Richtung 
wie v, aber doppelte Länge. Entsprechend soll 


3: VD = 27 +7 =9 +27 


sein, und n - d entspricht der n-maligen Ausführung der Translation v. 
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In der Figur ist der Vektor = - V kon- 


struiert; nach Konstruktion ist 


1 
3.(z.5) =# 


Entsprechend ist — -v definiert für 
m eNN. Setzen wir 


n ı = 
—  v=n:|— VD], 
m m 


so hat dieser Vektor dieselbe Richtung 
wie v, aber --fache Länge. 





Seien P, P’ zwei verschiedene Punkte 


te 
und % = PP ihr Verbindungsvektor. 
Tragen wir in P alle Vielfachen -- - ©, P' 
-v an, dann liegen die so entstehen- P 
den Punkte auf der Geraden g durch P 
und P’. g enthält noch weitere Punkte, z.B. den in der Figur konstruierten 


— 
Punkt P’”; wir bezeichnen PP” mit Y2-V. 


9 


£? 





Allgemein verstehen wir für c > O0 unter c- V einen Vektor gleicher Richtung 
wie ü, aber c-facher Länge; (—c) - U soll der Gegenvektor —(c- ©) sein. Ferner 
setzen wir 0-0 = 0. Damit erreichen wir, dass jeder reellen Zahl t ein Punkt auf 
g entspricht, nämlich der aus P durch 
Antragen von t-v entstandene. Wir ge- 








hen davon aus, dass umgekehrt jedem g 
Punkt Q € g eindeutig ein Parameter- 
wert te R entspricht mit PO =t-7. '. ” 
ge . 1 
Bei dieser Parametrisierung von g ent- 0 
sprechen sich die Punkte von g und die —1 


reellen Zahlen in eindeutiger Weise. 


2.3 Historische Anmerkungen, Grundlagenfragen 





Die Geometrie ist einer der Grundpfeiler der Mathematik. Wie steht es aber mit 
den Grundlagen der Geometrie ? Gibt es — wie bei den reellen Zahlen - einige 
wenige Grundannahmen (Axiome), aus denen sich alles Wesentliche ableiten 
lässt und die in ihren Konsequenzen nicht auf Widersprüche führen ? 











Die erste uns überlieferte Systematik der gesamten Geometrie gab EUKLID von 
Alexandrien (ca. 300 v. Chr.). Seine Elemente gehörten bis in die Neuzeit zum 
festen und sichersten Bestand der Mathematik. Noch zu EULERSs Zeiten wurden 
die reinen Mathematiker Geometer genannt. Das Werk EUKLIDS gab in den fol- 
genden zwei Jahrtausenden Anlass zu einer Fülle von Diskussionen über Fragen 
mathematischer, semantischer und philosophischer Art, dazu einige Beispiele: 
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e Was ist eigentlich Geometrie und was sind ihre Gegenstände ? (Die ersten 
beiden „Definitionen“ von EUKLID lauten: „Ein Punkt ist, was keine Teile hat, 
eine Linie (ist) breitenlose Länge“). 





e Hat EUKLID stillschweigend von bestimmten Grundannahmen Gebrauch ge- 
macht, ohne sie zu benennen ? 


e Folgt aus den ersten 4 Postulaten 
in Buch 1 der Elemente das berühm- 
te „Parallelenpostulat“ ? Dieses Postu- 
lat besagt: Ist in der Figur der Win- 
kel « + ß kleiner als zwei Rechte, so 
schneiden sich g und h. Es verlangt al- 
so, dass es zu g höchstens eine Paralle- 
le durch @ gibt, nämlich die Gerade g 
mit 3 = 2Rechte — a. Daraus folgt der [I /\ 
Satz über Wechselwinkel bei Parallelen 

und damit auch, dass die Winkelsum- 
me beim Dreieck zwei Rechte beträgt. 











e Ist die geometrische Struktur des 

physikalischen Raumes eine euklidi- 

sche ? Gilt beispielsweise der Satz über 

die Winkelsumme auch für astrono- 

mische Dreiecke? Ist gar, wie KANT av 
meint, die euklidische Geometrie denk- 

notwendig ? 











In den letzten Jahren des 19. Jahr- DS N 
hunderts gelang es David HiILBERT, 

Axiome zur vollständigen Beschrei- 

bung der euklidischen Geometrie auf- 

zustellen und die Fragen nach deren 

Widerspruchsfreiheit und Unabhängig- 

keit zu klären |[HILBERT]. 


HILBERT zeigte, dass sein Axiomensystem keine überflüssigen Axiome enthält, 
dass es alle wesentlichen Aspekte der euklidischen Geometrie umfasst, und er 
führte dessen Widerspruchsfreiheit auf die der reellen Zahlen zurück. 








Zuvor war schon die Frage des Parallelenaxioms entschieden worden. Zu Beginn 
des 19. Jahrhunderts entdeckten Carl Friedrich GAUSS, Janos BOLYAI und Ni- 
kolai Iwanowitsch LOBATSCHEWSKI nichteuklidische Geometrien, in denen das 
Parallelenaxiom verletzt ist und die nicht weniger in sich begründet sind als die 
euklidische Geometrie. 1871 gab Felix KLEIN ein einfaches Modell einer nicht- 
euklidischen Geometrie auf der Basis der euklidischen Ebene an. 
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Die Relativitätstheorie hat der Diskussion über Geometrien gekrümmter Räu- 
me, wie sie von GAUSS und RIEMANN begonnen wurde, neue Aktualität verlie- 
hen. 


Wir wollen diesen spannenden, aber komplizierten Fragen hier nicht weiter nach- 
gehen, zumal Geometrie nicht unser primäres Ziel ist, und verweisen auf Band 3. 
Vielmehr wollen wir von der Möglichkeit Gebrauch machen, geometrische Be- 
ziehungen durch Zahlen auszudrücken. Wir hatten in 2.2 darauf hingewiesen, 
dass sich jede Gerade via Parametrisierung als eine Kopie der Zahlengeraden 
auffassen lässt, und daran werden wir jetzt anknüpfen. 





2.4 Das Ziel dieses Abschnittes 





Durch die Einführung eines kartesischen Koordinatensystems sollen geometri- 
sche Betrachtungen auf algebraische und damit auf das Rechnen mit den reellen 
Zahlen zurückgeführt werden. Es soll gezeigt werden, dass die Vektorrechnung 
diese Aufgabe leistet. Die Bedeutung der Vektorrechnung geht allerdings weit 
über die Geometrie hinaus, wie die Anwendung in der Physik zeigt und wie wir 
später in der linearen Algebra sehen werden. 











Durch die Vektorrechnung wird die Geometrie nicht überflüssig, sie wird viel- 
mehr im Folgenden immer im Hintergrund stehen. Denn erstens sind die Ge- 
genstände der Geometrie unabhängig von der willkürlichen Wahl eines Koor- 
dinatensystems. Zweitens werden wir die Begriffe, Formeln und Lehrsätze der 
Vektorrechnung geometrisch interpretieren. Dadurch kann die geometrische An- 
schauung als Richtschnur zum Verständnis der Struktur der Rechnungen, zur 
Entwicklung der Theorie und als Quelle für Beweisideen dienen. 








3 Koordinatendarstellung von Punkten und Vektoren 


3.1 Kartesische Koordinatensysteme 


Wir zeichnen in der euklidischen Ebe- 

ne E einen Punkt O aus, den Null- 

punkt oder Ursprung. Durch diesen le- 

gen wir eine Gerade gı (erste Ko- 

ordinatenachse) und wählen auf ihr 1 en oO 
einen Einheitspunkt Eı mit Abstand 1 
von O. Dann ziehen wir durch O ei- 
ne zu gı senkrechte Gerade ga (zweite 
Koordinatenachse) und wählen auf ihr 
einen Einheitspunkt Ea mit Abstand 1 
vom Ursprung. Nun können wir jedem oO Eı 1 
Punkt P von E ein Koordinatenpaar 

(21,%2) zuordnen. 











3 Koordinatendarstellung von Punkten und Vektoren 105 


Wir schreiben kurz P = (zı,x2), d.h. 
für den rechnerischen Gebrauch unter- 





scheiden wir nicht zwischen dem Punkt ı-J---- Q 
und seinem Koordinatenpaar. 
Der Abstand zweier Punkte 
Pe (21,3%) und Q = (yı,ya) 2 (RER P 


ist nach der Figur gegeben durch 





d(P., Q) — (z1 — Yyı)? + (x = y2)” ß O yı 21 


3.2 Koordinatendarstellung von Vektoren 


Wir wählen ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und halten es im 
Folgenden fest. Ist £ ein Vektor, so können wir ihn im Nullpunkt angreifen lassen 
und erhalten so einen Punkt 


Pe (9:5) mie Te OP 
Wir beschreiben £ durch die 


Koordinatenspalte ) 
L2 
(Die Spaltenschreibweise wird sich 
später für die Matrizenrechnung als 
zweckmäßig erweisen). Aus der Figur 
entnehmen wir, dass 





= zsıdaı +0& 





mit 
21 = OF] und ea — OEa. 
Als nächstes haben wir das Vielfache 
c:&£ und die Hintereinanderausführung 
£&+Y in Koordinaten auszudrücken. cx2 4----------- 





Aus der Figur entnehmen wir mit Hilfe = | Ä 
des Strahlensatzes, dass das c-fache des | ! 
Vektors £ die Koordinatendarstellung 


) 
cL2 


haben wird. 
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Sind die Vektoren 7, y durch die Koordinatenspalten 
er) 
72 y2 
beschrieben, so zeigt die nebenste- x2 + ya 
hende Figur, dass der nach der 
Parallelogramm-Konstruktion zusam- 


mengesetzte Vektor !+ % die Koordi- 
natenspalte 


rn 22 
T2-+ Ya 


haben muss . 









y2 





yı 1 21 %ı 


3.3 Zur Schreibweise 


Koordinatenspalten werden mit fetten lateinischen Buchstaben bezeichnet: 


le) 

0 , 7  „ 4 = i 

x2 Ua a2 

Wir beziehen uns in diesem Abschnitt immer auf ein und dasselbe kartesi- 


sche Koordinatensystem in der Ebene. Dann steht der „Koordinatenvektor“ 


ge () für den Vektor 7; wir dürfen der Einfachheit halber von dem Vek- 
2 


for x () sprechen. Für handschriftliche Aufzeichnungen empfehlen wir 
2 


1 


die Schreibweise £ = ( 
Gebrauch). 


Im laufenden Text werden wir uns von Fall zu Fall erlauben, aus drucktechni- 
schen Gründen Vektoren durch Zeilenvektoren (xı,x2) darzustellen. 


) (Es sind auch die Schreibweisen T. x’ und & im 
T2 


Es sei noch einmal wiederholt: Wenn wir im Folgenden die Vektoren &£ mit ihren 


Koordinatenvektoren x = ( : ) gleichsetzen, so ist das nur erlaubt, weil wir uns 
36 





immer auf ein festes oa regte beziehen. Ein und derselbe Vektor X 
hat in verschiedenen Koordinatensystemen verschiedene Koordinatenvektoren. 
Auf das Transformationsverhalten der Koordinatenvektoren bei einem Wechsel 
des Koordinatensystems kommen wir in Kap. IV zurück. 





3.4 Der Vektorraum R? 


Für das Rechnen mit Vektoren genügt es, ihre Koordinatenspalten bezüglich 
eines fest gewählten Koordinatensystems zu betrachten. Zu diesem Zweck defi- 





nieren wir 


R’:= er () 2,23 eRt. 
2 
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Die Elemente von R* heißen Vektoren des R”, nachfolgend kurz Vektoren. 
Zwei Vektoren () und (9 
L2 





5 ) heißen gleich, wenn rı = yı und x2 = ya. 
2 


0 = , heißt Nullvektor, eı = (5) und ea = () erster und zweiter 


Einheitsvektor. 


3.5 Die Rechengesetze 


Fir x = ee y= (") ER’ 
72 y2 


definieren wir 


_ (TırtYı _ f[eX1 . fi 
x+y = m — und —-x := 
t2 + Ya CX2 — 72 


Statt c:-x schreiben wir auch cx. 





Dann gelten, wie sich leicht nachrechnen lässt, folgende Rechenregeln 


(Aı) (a+b)+c=a+(b+e) 


(A) atb=b+a 
(A) at0=0+a=a 
(As) Die Gleichung a+x = b hat immer genau eine Lösung, nämlich x = 


b + (-a), bezeichnet mitb-a (vgl. $1:3.1). 


Ferner gilt 
(C+d) a=c-a+d-a, 
c-(atb) =c-a+c-b, 


c:-(d-a)J=cd-a und l-a=a. 








3.6 Übungsaufgabe Sm 

Berechnen Sie aus den Angaben der = £ r 

Skizze die Zugkraft im Seil nach dem |lm 

Kräfteparallelogramm. A 
lkg 


A Punkte und Vektoren 


Punkte und Vektoren der Ebene sind prinzipiell verschiedene Dinge. Im Zuge 
einer konsequenten Zurückführung der Geometrie auf Vektorrechnung im R? 
können wir diesen Unterschied aber fallen lassen. 








Dazu einige Bemerkungen: 


Ist A= (aı,a2) ein Punkt der euklidischen Ebene und ist 
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bı 
b= 
(1) 
ein Vektor, so entsteht der Punkt 


C = (aı +bı,a2 + ba) 


aus A durch Anwendung (Antragen) 
von b. Insbesondere entsteht A durch 
Anwendung von 





a = () auf den Nullpunkt O. 


a2 


a heißt Ortsvektor des Punktes A. Der Ortsvektor von Ü ist also a+tb. 


Für rechnerische Zwecke genügt es, statt der Punkte deren Ortsvektoren zu 
betrachten. Statt „Der Punkt A mit Ortsvektor a“ schreiben wir daher häufig 
kurz „Der Punkt a“. In einer Übergangsphase ergänzen wir das in Gedanken zu 
„Der Punkt (A mit Ortsvektor) a“, einerseits, um den prinzipiellen Unterschied 
zwischen Punkten und Vektoren nicht einfach unter den Tisch zu kehren, ande- 
rerseits, um uns zu vergewissern, dass der Zusatz in Klammern für die Rechnung 
unwesentlich ist. 


Wir wenden uns jetzt dem unter 2.4 formulierten Programm zu, geometrische 
Begriffe und Sätze in der Sprache der Vektorrechnung zu formulieren. 


5 Geraden und Strecken, Schnitt zweier Geraden 


5.1 Parameterdarstellung von Geraden 


Sind A und B zwei verschiedene Punkte mit Ortsvektoren a und b und ist 
g die Gerade durch A und B, so sind die Punkte von g durch die Ortsvektoren 
a+t(b-a) mit te R gegeben. Wir 

schreiben mitv=b-a 


g=fa+ttv|iteR} 


und haben damit eine Parameterdar- 
stellung (Parametrisierung) der Gera- 
den g durch den Punkt a mit Rich- 
tungsvektor v. 








In der Figur sind einige Geradenpunkte 
durch ihre Parameterwerte t markiert. 


O 


5.2 Verschiedene Parameterdarstellungen einer Geraden 


Die Parametrisierungen 


t>a+sv, srb+tw 
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mit v,w Z OD beschreiben genau dann dieselbe Gerade, wenn es Zahlen A, u 
gibt mit u #0 und 


b=a+tA\v, w=uv. 
Beweis als [ÜA]. 


5.3 Die Verbindungstrecke zweier Punkte mit Ortsvektoren a und b ist 
offenbar 


{att(b-a)|0<t<1} = {na+ßb|a,820, a+ß=1}. 
Ihr Mittelpunkt ist gegeben durch (a +b) (Parameterwert = 5) 


5.4 Aufgaben 


(a) Sei g={la+ttv|teR} mit a= (aı,a>2) und v= (v1,v2) #0. 
Ist vı # 0, so erfüllen die Vektoren (x,y) € g eine Gleichung y = mx +b. 


Geben Sie m und b an. Zeigen Sie: Aus y= mx +b folgt (z,y) € 9. 





Wie lautet die Geradengleichung im Falle vı =0? 





(b) Sei eine Gerade g durch die Gleichung y = mx + b gegeben. Geben Sie eine 
Parametrisierung von g an! 


(c) Dasselbe, wenn g durch die Gleichung x = a gegeben ist ! 


(d) Zahlenbeispiel: 5. +y= 11. 


5.5 Schnitt zweier Geraden 








Für einen gemeinsamen Punkt der Geraden 
g=la+sb|seR} und h={c+td|teR} mit bZ0, d£0 


muss die Bedingung a+sb=c-+td mit geeigneten Parameterwerten s und t 
erfüllt sein. Für die Komponenten lautet diese Bedingung 


sbı -tdı = cı —-aı . a bı 
‚ wobei a = ( ).»=( ) usw. 
sb» -tdae = & —- aa a2 ba 
Das ist ein lineares Gleichungsystem für die Unbekannten s und t. Die folgenden 
Aussagen sind von der geometrischen Anschauung her klar: Das Gleichungssys- 
tem besitzt ein eindeutig bestimmtes Lösungspaar (s,t), wenn d kein Vielfaches 
von b ist. Ist dagegen d ein Vielfaches von b (,„g ist parallel zu h“), so fallen 


g und h zusammen oder haben keinen gemeinsamen Punkt. Dass die Rechnung 
dasselbe Ergebnis liefert, wird sich gleich zeigen. 
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6 Lineare 2 x 2-Gleichungssysteme 


6.1 Elimination 
Gegeben sind reelle Zahlen aıı, aı2, a21, Qaa, bı, ba. Gesucht sind xı, x&2 mit 


a11Tı +amX2 = bi, 
(5) _ 
a2ı%ı + aa2x2 = ba. 


Wir versuchen das Gleichungssystem durch Elimination zu lösen. Subtrahieren 
wir das aı2a-fache der zweiten Zeile von (5) von der mit aa2 multiplizierten 
ersten Zeile, so erhalten wir 





(aııa22 — aı2a2ı)Xı = Qaabı — Qıaba. 
Entsprechend ergibt aaı - (Zeile 1) — aıı ; (Zeile 2) 


(aı2a21 — aııa22)X2 = aaıbı — aııba. 





Damit haben wir den ersten Teil des folgenden Satzes. 


6.2 Lösbarkeit und Determinante 


(a) Ist die Determinante 
D := a11a22 — 412021 


des Gleichungssystems (5) von Null verschieden, so hat dieses genau ein Lö- 
sungspaar (xı,x2), gegeben durch die Cramersche Regel 


l 1 
uı=7 (a22bı — aı2b2) und x2 = D (aııb2 — a2ıbı). 


Dies folgt aus 6.1. Die so bestimmten Zahlen xı,x2 erfüllen (S) [ÜA]. 





(b) Ist die Determinante Null, so ist (5) entweder unlösbar, oder die Menge 
der Lösungspunkte (xı,x2) enthält mindestens eine Gerade. 





BEWEIS von (b) durch Diskussion dreier Fälle: 


(@) Sind aıı, a2ı, aıa und aaa alle Null, so ist (S) nur erfüllbar, falls bı = 
b2 = 0. In diesem Fall lösen alle xı,x2 das System (5). 


(3) Im Fall aıı = aaı = 0, Jaı2|+\a22| > O dürfen wir aıa2 #0 annehmen (sonst 
Vertauschung der beiden Gleichungen). Das System (5) lautet dann ra = SL, 
a22X2 = ba. Diese Gleichungen sind genau dann miteinander vereinbar, wenn 
aa2bı = aı2ba. In diesem Fall ist x2 eindeutig bestimmt, und xı darf beliebig 


sein. 


(y) Sind aıı und azı nicht beide Null, so dürfen wir annehmen, dass aıı #0 


(sonst Vertauschung der Gleichungen). Die Gleichung aııa22—-a12a2ı = 0 liefert 
a1ı2Q SE u a 
a22 = — —. Multiplikation der ersten Zeile von ($) mit —* ergibt dann 
04 qa11 
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a21 
azıXı taaarxa = —bı 
31 


Damit dies nicht der zweiten Gleichung von (5) widerspricht, muss nn — ba 
a 





sein. In diesem Falle bestimmt die erste Zeile von (5) schon die Lösungsmenge; 
diese ist gegeben durch die Geradengleichung 





a12 bı 
ı1= -— n + —-. [| 


2 
Q11 Q11 


6.3 Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit 


Zwei Vektoren a und b heißen linear abhängig, wenn einer von ihnen Viel- 
faches des anderen ist. So sind a= (4,-6) und b = (-6,9) linear abhängig, 


denn b=-3a (und a=-zb). 


azO und 0 sind linear abhängig, da 0 = 0:a. (Im Fall a£ 0 ist a aber kein 
Vielfaches von 0.) Statt „nicht linear abhängig“ sagen wir linear unabhängig. 


SATZ. Zwei Vektoren 


ee ) und b= (7) 
a2 ba 


sind genau dann linear abhängig, wenn aıba — aabı =. 


BEWEIS. 


(a) Aus a=c-b bzw. au b=d-a folgt unmittelbar aıb2 — aabı =. 


(b) Für aıba = aabı und aı #0 ist 


b5. = 2 und natürlich bı = on also b = 2 
qaı aı aı 


Analog ergibt sich der Fall aı =0, aa #Z0.Für aı = a2 =0 folgt a=0=0:.b. 
Ü 
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a1 





Im Folgenden seien a = ( ) und b = (7) die Ortsvektoren von Punkten A 
2 


und B. 


a2 


7.1 Abstand, Norm und Dreiecksungleichung 
Der Abstand d(A,B) von A und B ist nach 3.1 gegeben durch 


\a-b|j| = yY(aı - bı1)?+ (a2 - b2)?, 
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dabei ist |la|| := ‚/a?+.a3 die Länge 
oder Norm von a, in der Literatur 
auch mit ja| bezeichnet. 


Es gilt die Dreiecksungleichung 
la+bjl < |lall + |bll. 





Diese ist anschaulich klar (vgl. Fig.) 
und wird im nächsten Abschnitt allge- 
mein für den R” bewiesen, vgl. 86: 2.6. 


7.2 Polardarstellung, Drehungen, Winkel, Orthogonalität 


(a) Zu jedem Vektor a # O gibt es 
nach 8$3:8.2 genau einen Winkel « (im 
Bogenmaß) mit 


) 

a=eml - 

sin @ 

und r = |al| > 0,-7 <a<s<a 


(Polardarstellung von a). Da r"'a 
die Norm 1 hat, genügt es anzunehmen, 


dass 
a mit ja] =1. 
a2 


a heißt orientierter Winkel zwischen eı und a; dieser ist im Fallr = 1 
festgelegt durch 





| arccosaı für @ >00, 
Q ZZ 


—- arccosaı für a2 <d. 


(b) Die Drehung D,, mit Angelpunkt O und Drehwinkel ı lässt O fest und 
überführt jeden Punkt A mit Ortsvektor a = r R ) in den Punkt B mit 


sin«& 


Ortsvektor b=r eo) . Im Fall d > 0 sprechen wir von einer Drehung 


im mathematisch positiven Sinn (d.h. gegen den Uhrzeigersinn), im Fall 
do < O0 von einer Drehung im mathematisch negativen Sinn. Ist d ein 
ganzzahliges Vielfaches von 27, so wird A in sich überführt. 


Sind umgekehrt zwei Punkte A = (cosa,sina) und B = (cos ß,sinß) auf 
dem Einheitskreis gegeben mit a < a, B < Tr, so können wir od so bestim- 
men, dass die Drehung D, den Punkt A in den Punkt B überführt und dass 
ra <ıb <a. Die hierdurch eindeutig bestimmte Zahl % heißt der orientierte 
Winkel zwischen a= (°%°) und b= (°%5). 


sin sin ß 





Es ist entweder d = ß-a oder Y=B-a+2r oder = ßB-a —2rn [üA]; 
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in jedem Fall ist «) nach (a) eindeutig bestimmt durch 

cos’ = cos(P -a) = cosßcosa-+sinßsina, 

sind = sin(®-a) = sinßcos@ —cosßsin«. 
(c) Der orientierte Winkel ı zwischen zwei nichtverschwindenden Vektoren 

a. () und b= (7) 

a2 b2 
ist definiert als der orientierte Winkel zwischen 
a b 


und —— 
al IIbI 





im Sinne von (b). Aus den in (b) angegebenen Formeln ergeben sich mit 


aı a2 bi ba 
cosa = — , sina = —, cosß = — , sind = —. 


IbI| 
die Beziehungen 


aıbı + aaba s aıba — aabı 
cosıb = ———- und sind = ————. 
all - |Ibll all |Ibll 
Beachten Sie: Der orientierte Winkel zwischen b und a ist —v%. Der nichtorien- 
tierte Winkel zwischen a und b bzw. zwischen b und a ist nach 83:8.1 durch 


Iıb| gegeben. 

Machen Sie sich klar, dass |la|| - ||b|| - |sin«!| = |aıb2 — aabı| der Flächeninhalt 
des von den Vektoren a,b aufgespannten Parallelogramms ist. 

(d) Zwei Vektoren a,b heißen zueinander orthogonal, wenn aıbı +aaba =. 


Sind beide von Null verschieden, so schließen sie einen rechten Winkel ein, stehen 
also aufeinander senkrecht. 





7.3 Aufgabe. Gegeben ist ein Dreieck mit den Ecken O = (0,0), A = (a,0) 
und B= (b,c), wobeia#0,c#0. Zeigen Sie 





(a) Die drei Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt $S. In welchem 
Verhältnis teilt $ die Seitenhalbierenden ? Physikalische Deutung von 5? 


(b) Die drei Mittelsenkrechten schneiden sich im Umkreismittelpunkt M. 








(c) Die drei Höhen (Lote der Eckpunkte auf die gegenüberliegenden Seiten) 
schneiden sich in einem Punkt H. 


(d) M, S und H liegen auf einer Geraden. In welchem Verhältnis teilt $ die 
Strecke MH? 
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8 Komplexe Zahlen 


8.1 Was sollen die komplexen Zahlen ? 


In seiner Ars magna sive de regulis algebraicis (Nürnberg 1545) gab Geroni- 
mo CARDANO für die (im Reellen unlösbare) Gleichung x(10 —- x) = 40 die 
„fiktiven Wurzeln“ 5+ Y-15 und 5- Y-15 an. Die heute geläufige Schreib- 
weise 5+1v15, 5 - ivV15 mit i= V-1, wurde ab 1777 von Leonhard EULER 


verwendet. 





Ende des 16. Jahrhunderts wurde schon ganz unbekümmert mit solchen fikti- 
ven Größen nach den Regeln der Algebra gerechnet, z.B. nach der Regel (in 
Eulerscher Notation): 


() “ +ix2) (yı tiy) = zıyı +i zoya + ilXıya + Xoyı) 
% 


= tıyı - Taya + i(lxıya + Xayı) 
Im Jahre 1629 formulierte Albert GIRARD den Fundamentalsatz der Algebra, 
wonach eine Gleichung n-ten Grades 


Zar "tt... +2 t0o0=0 


n „Wurzeln“ hat, wenn wir „unmögliche“ Wurzeln a + Y-b zulassen. Wir for- 
mulieren das heute so: Für jedes Polynom 


p(Z)= 2" +12" +... +12 +00 
gibt es „komplexe Zahlen“ 2; = x; + iyr, so dass 
p(x) = (@ - zı)(@ — 22) (8 Zn): 


Dieser Fundamentalsatz sichert die Existenz wenigstens einer komplexen Null- 
stelle und gibt Auskunft darüber, wie viele Nullstellen (mit Vielfachheit) insge- 
samt zu erwarten sind. Darüberhinaus ermöglicht die komplexe Rechnung eine 
einheitliche Behandlung algebraischer Gleichungen, siehe Abschnitt 10. 


Wir werden später sehen, dass viele Schwingungsprobleme der Physik auf al- 
gebraische Gleichungen führen. Der „Umweg über das Komplexe“ wird es uns 
erlauben, mit einem Lösungsansatz sowohl im Falle reeller als auch nichtreeller 
Nullstellen durchzukommen. 


Die komplexen Zahlen sind nicht nur für die Algebra wichtig, sie gestatten auch, 
viele Rechnungen in der Analysis wie in der Geometrie besonders elegant zu 
fassen. Wir werden am Ende dieses Abschnitts davon eine Kostprobe geben. 








Im 17. und 18. Jahrhundert war man sich über die Tragweite des Fundamental- 
satzes klar, und die bedeutendsten Mathematiker des 18. Jahrhunderts versuch- 
ten, diesen Satz zu beweisen. Der erste einigermaßen strenge Beweis wurde 1799 
von Oarl Friedrich GAUSS gegeben. Wir werden später einen einfachen Beweis 
kennenlernen (8 27: 6.4). 
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8.2 Was sind komplexe Zahlen ? 


Was soll i = Y-1 sein? Gibt es so etwas überhaupt ? Und wenn wir Y-1 
einfach fingieren, können wir denn sicher sein, dass das Rechnen mit solchen 
Objekten nach den herkömmlichen Regeln nicht auf Widersprüche führt ? Dazu 
ein Beispiel: 1768 stellte EULER folgende „Rechnung“ auf: 


v-1:-v-A=v4=2, da va:-vb=va-b. 


Nach den algebraischen Regeln (*) müsste aber i-2i = —2 sein. 





Wie den komplexen Zahlen eine geometrische Deutung gegeben wird und das 
Rechnen mit ihnen durch Zurückführung auf das Rechnen im R? abgesichert 
werden kann, hat 1797 der norwegische Feldmesser Caspar WESSEL dargelegt. 


WESSELs Idee präzisieren wir wie folgt: 


Im R? hatten wir schon eine Addition 
() EN (7) _ ( 2) 
2 Ya 75”, 42 


eingeführt. Nun definieren wir eine Multiplikation, die auf die Rechenregel (x) 
von 8.1 hinauslaufen soll: 


() (") u en | 
72 Ya) xıya + 22yı) 


Weiter setzen wir 1:= ( sk 








Dann gelten neben den Rechengesetzen der Addition für Vektoren des R? die 
Regeln 








(Mı) a:(b-c) = (a:b):c. 

(M) ab=b-a 

(M;) a1l=1-a=a. 

(Mı) Die Gleichung a-x = b hat für a# 0 genau eine Lösung x. 
( 


D) (a+b)-c=a-c+b.c. 





Einen Zahlenbereich mit diesen Rechenregeln nannten wir einen Körper. Der R* 
mit der oben definierten Addition und Multiplikation heißt Körper der kom- 
plexen Zahlen und wird mit U bezeichnet. 
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BEWEIS. 
Die Gesetze (Mı),(Ma2),(M3) und (D) sind unmittelbar nachzurechnen, eine 


einfache ' 


Zu (Ma): Für Vektoren 


(m) 70. 9-(2) ma x-(h) 


bedeutet die Gleichung a-x = b in Komponenten 











a1X%ı — Qaaxa = bı, 
a2X%ı + aıza = ba. 
Dieses lineare Gleichungssystem hat die Determinante a? +a3 > O0 und da- 


mit eine eindeutig bestimmte Lösung xı,&2, die nach der Cramerschen Regel 
berechnet werden kann. 








1 
Die Lösung der Gleichung a-x = 1 bezeichnen wir mit a Die Cramersche 


Regel liefert 


1 1 qaı 
a „ra () . 
1 2 


8.3 Darstellung komplexer Zahlen 





Die eben verwendete Darstellungsform ist zu schwerfällig. Wir gehen deshalb zu 
der Darstellung & + :y über, die wir wie folgt erhalten: 





Jede komplexe Zahl lässt sich schreiben in der Form 


WEIHESHEHE 


denn es ist 


WEIHLNELEHEHEIHrEEm Eee 


Für die imaginäre Einheit 


-( 
0-0 


Wir schreiben zur Abkürzung 


gilt 
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x statt (5) 
WE 


Damit ergibt sich 


WEIHEIHEMESSCZ EEE 


Die Identifizierung der reellen Zahlen & mit den Punkten (5) der x-Achse wird 


durch folgende Tatsachen über die komplexen Rechenoperationen gerechtfertigt: 


VOR Eu IE 
0 0/ 0 0 0/ 0 
Anders ausgedrückt: Das komplexe Addieren und Multiplizieren für Punkte 


(5) der x-Achse läuft auf das reelle Addieren und Multiplizieren mit Zahlen x 


hinaus. 








Die oben eingeführte Addition und Multiplikation nehmen nun folgende Gestalt 
an: 


(zı tivi) +(z2+iyp) = (tı +22) +ilyı ty), 
(zı t+iyı)- (22 +iya) = Xıra - yıya Hi (xıya + zayı). 


Das Letztere folgt nach den Regeln der Algebra unter Beachtung der Tatsache, 
das = -1: 


(zı +iyı)-(&2 +iyp) = Xıra + iyıza + irıya + Üyıya 


= 212 —- yıya +i(tıya + zayı). 


8.4 Zusammenfassung 


Für komplexe Zahlen haben wir zwei 
Darstellungen: 

e als Punkte (x,y) der Zahlenebene, 
wobei sich die reellen Zahlen in der 
Form (x,0) wiederfinden, 

e in der Form 





z=x+iy (z,yeR). 


Zwei komplexe Zahlen 2ı = £ı + iyı, 22 = &2 + iya sind genau dann gleich, 
wenn &ı = ra und yı = ya. Das folgt direkt aus der Gleichheit für Vektoren 
des R”. Daher besitzt eine komplexe Zahl z nur eine Darstellung x + iy. 
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x heißt der Realteil von z: Rez=r, 


y heißt der Imaginärteil von z: Imz:=y. 


Da die komplexen Zahlen C = !z = x +iy | x,y € R} einen Körper bilden, 
gelten alle aus der Algebra bekannten Rechenregeln, wie zum Beispiel 


(a+b)" = 5 (%) a0, 


k=0 





zrri 


ch 1 — . 
2 = ————— für 221. 
& 1-2 
Schreiben Sie die folgenden Zahlen in der Form x + iy: 
@) 1+9)2-9, (b) 1+9B-92-%, 


Orr Eu Er OH e 








8.5 Konjugiert komplexe Zahlen 


Für z=x-+iy definieren wir die zu z konjugiert komplexe Zahl durch 
2er), 

Es gilt [öA]: 
zıt2 = az und 12= 21'222. 


Daraus folgt für endliche Summen 


rn n BEER 
Yard, Y, :be 
k=1 k=1 





Geometrisch bedeutet die Konjugation Spiegelung an der reellen Achse. 


8.6 Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy ist definiert durch ihren 
Abstand vom Nullpunkt in der Zahlenebene, also durch ı/x? + y?. Da die Auf- 
fassung von z als „Zahl“ im Vordergrund steht, verwenden wir statt ||z|| das 
von R. her gewohnte Zeichen |z]|, also 


2| = ae +iyl = varty?. 
Für den Betrag gilt wie inR (vgl. $1:5.9): 
(a) 2] > 0; 2-0 ur für z=0: 


(b) I w| = [21 wi. 
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(c) |ze+w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung). 


(d) z-7 = |z|?, also = r falls z#0. 
’ | maxilel,|yl} < e+iyl < |el+ Iyl. 

f) |le| — wl| <|z—- w| (Dreiecksungleichung nach unten). 
BEWEIS. 


(a) ist klar; (d) ergibt sich durch Ausmultiplizieren. 

(b) als [ÜA], rechnen Sie |z - w|* und |z]? - |w|* aus. 

(c) wird zu Beginn des nächsten Abschnitts nachgeholt. 

(f) folgt aus (c) nach dem Muster von 81:5.10 [üA]. 

(e) Es ist 2? < 2? +”, also |x| < Va? +y2, entsprechend |y| < Va? +Y2. 
Nach der Dreiecksungleichung ist |x + iy| < |x| + |iy| = |x| + |y|. Q 
8.7 Polardarstellung (Teil I) 

Für z=c-+1iy7#0 ist durch 


|< 


L i 
cosp = — und sinp = 


12 


ein Winkel 2 € R bis auf Vielfache von 2r festgelegt, vgl. 7.2. Mit diesem 
ergibt sich folgende Polardarstellung 


12 


z = |z| (cosp +isinp). 


8.8 Geometrische Deutung der Rechenoperationen 


(a) Addition. Die Addition entspricht definitionsgemäß der Addition von Vek- 
toren (Parallelogrammkonstruktion) 


(b) Multiplikation. Für 
z = |z| (cosp +isinp), w = |w| (cos! +isiny), 
gilt 
zw = |z|- |w| ((cos p cos ıb — sinpsinab) +i (cospsind +cosıbsin p)) 
= |z- w| (cos(p + Y) +isin(p + %)) 
Somit ist die Abbildung 
zHr2-Ww 


für festes w # 0 eine Drehstreckung: erst Drehung D, um den Winkel %, 
dann Streckung mit dem Faktor |w|, bzw. umgekehrt. 
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8.9 Übungsaufgaben 





a) Beschreiben Sie die Abbildung z > i -z geometrisch. 
(a) 2 i=E4 . 


(b) Dasselbe für zH++ (1+ V3i)z. 


9 Die komplexe Exponentialfunktion 


9.1 Vorbemerkung 


Setzen wir g(p) = cosyp-+isin op, so ist nach der oben durchgeführten Rechnung 
g(p): gl) = glp+Y), was an die Gleichung f(z+y) = f(x): f(y) für f(x) = e” 


erinnert. 


Wir suchen eine Funktion F:C—ÜC, welche für alle z,w € C das Exponen- 
tialgesetz F(z+w) = F(z): F(w) erfüllt und die eine Fortsetzung der reellen 
Exponentialfunktion darstellt, also F(x) = e* fürzeR. 


Das Exponentialgesetz verlangt, dass 
F(@+iy) = F(&): Fliy) = e”  Fiy) 
gilt. Für <= 0 müsste sich 
Fiitp+Y%)) = Flip): FÜ) 


ergeben. 


9.2 Definition. Für z2=x-+1:y setzen wir 


z 


e” := e”(cosy+isiny), insbesondere e’” = cosp-+ising. 


Dann ist durch F(z) = e* eine Fortsetzung der Exponentialfunktion x > e” 
ins Komplexe gegeben mit F(z+w) = F(z): F(w). 





Im Zusammenhang mit Reihenentwicklungen (siehe 87) werden wir sehen, dass 
dies die einzig sinnvolle Art ist, die Funktion x > e” ins Komplexe fortzusetzen. 
Zunächst soll e’* nur eine Abkürzung für cosyp-+isin p sein, deren Zweckmäßig- 
keit sich anschließend und später im Zusammenhang mit der Schwingungsglei- 
chung ergeben wird (810). Eine Unverträglichkeit der neuen mit der alten De- 
finition kann nicht eintreten, da e" = cos0 +isin0 =1. 


Die Aunkiion e*, auch exp(z) geschrieben, hat folgende Eigenschaften [üAl: 





z Ww 


(a) et" = eo 
(b) e’’ = cosy+isiny. 

(c) fe te [0, 2r| [} ist der Einheitskreis. 
(d) je] = e””* 

( 


e) e = e" — z = w+2rnik fürein kEZ. 
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9.3 Polardarstellung (Teil II), Argument einer komplexen Zahl 


Jede komplexe Zahl z lässt sich in der Form z= re’? darstellen mitr >0 und 
VER. 


r ist durch z eindeutig bestimmt: r = |z|. Ist z #0, so ist auch die Zahl e'? 
durch z eindeutig bestimmt. 


Denn für z=re'* ist 
ip 


e zer | er, 








2|=Irl- 


Ist also z # 0, so ist |z| > 0 und somit e’? = |z|”"z. 


Dagegen ist p durch z nicht eindeutig bestimmt. Legen wir jedoch op durch die 
Bedingung -r < 9 < fest, so entspricht jedem z # 0 eindeutig ein Winkel 
pe |-r,r| mit z = |z| e’*. Die Zahl 9 heißt das Argument von z: p = arg(z). 
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10.1 Quadratische Gleichungen 


(a) Quadratwurzeln. Für w = re’? #0 gibt es genau zwei Lösungen zı und zo 
der Gleichung 2° = w. Diese sind 


21 = vrop(), 22 = —-21. 


Andere Lösungen als diese gibt es nicht, denn aus 2° = w und z7 = w folgt 


0=2°-231=(z2-z)(2+ 21), aso z=zı oder z= -2ı. 
Die Gleichung 2?” =0 hat nur die Lösung z =. 


(b) Quadratische Ergänzung. Die Gleichung 2? +az+b=0 hat für a,beC, 
a” # 4b genau zwei Lösungen 21,22 € ©. Wir erhalten sie wie im Reellen durch 
quadratische Ergänzung, d.h. wir schreiben die Gleichung 2? +az+b=0 in 
der Form 


a\? a? 
ee 


Ist zo € C eine Lösung der Gleichung 25 = 4a” — b (siehe (a)), so sind diese 
beiden Lösungen gegeben durch 








a a 
1 =-,+2% und 2 = 27%. 


Ist a? = 4b, so fallen zı und 22 zusammen: zıı = 2 = 20. 
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(c) Der Vietasche Wurzelsatz. Mit den Bezeichnungen von (b) gilt 
41 se nd eh 


Dies gilt auch im Fall a” = 4b. 


Das erste folgt sofort aus (b), das zweite aus 


(d) Zusammenfassung. Für p(z) = 2° +az+b (a,b € C) gibt es komplexe 
Zahlen zı,22 mit p(z) = (z - zı)(z - 22). 


10.2 n-te Wurzeln 
(a) n-te Einheitswurzeln. Zu jeder vor- 
gegebenen natürlichen Zahl n hat die 


für k=0,1,...,n-1. 

Wa 
Dass w; =1 gilt, ist sofort zu sehen. 
Ist andererseits w= re’? und w” =1, 
sotelet er = Laos re] und 
e’”? = 1, somit np = 2rm mit me 2. 


w2 
Gleichung wı 
wel 
F Bi ea w3 
genau n komplexe Lösungen, nämlich 
2rik 
w5 


Es gibt dann ein eindeutig bestimmtes k € {0,1,...,n—-1} mitn| (m-k). 
Für dieses gilt w= e’* = w;. 


(b) n-te Wurzeln. Ist a = re'* und r > 0, so hat die Gleichung 2” = a 
genau n Lösungen, nämlich 


Zr Yreir und & = 20% (k=1L::;n-7J). 


Die Beispiele 10.1 und 10.2 ordnen sich dem folgenden Satz unter: 





10.3 Der Fundamentalsatz der Algebra 


Die Ergebnisse von 83, Abschnitt 7 lassen sich leicht auf komplexe Polynome 
p(z) = +... +2” mit z= c+iy, ar = & +ißr übertragen, sobald 
der Satz vom Koeffizientenvergleich bewiesen ist. Dieser folgt aus der Zerlegung 
p(z) =@+t ... an” +ilßo+ -.- + Bnx”) für ze R durch Vergleich von 
Real- und Imaginärteil; die Ausführung wird dem Leser als überlassen. 
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Fundamentalsatz der Algebra. Für jedes komplexe Polynom 
p(z) = w+taız +... +A4n2" vom Grad n 

mit an = 1 gibt es komplexe Zahlen zı,...,2n mit 
p(z) = (z- 21) :'-(z-z) fürall zEeC. 


BEMERKUNGEN. 


(a) Die 2, sind also komplexe Nullstellen von p: p(zr) = 0. Jede Nullstelle 
von p kommt unter den z;, vor: Ist p(A) = 0, so ist A = z; für wenigstens ein 
k e {1l,...,n}, denn ein Produkt ist genau dann Null, wenn wenigstens einer 
der Faktoren verschwindet. 


(b) Es ist möglich, dass gewisse 2, zusammenfallen; im Extremfall p(z) = z” 
ist beispielsweise 21 =22=...=n —=0. 





Wir schreiben den Fundamentalsatz oft in der folgenden Form 
p(2) = (2- A)" (2 An)”. 


Hierbei sind Aı,...,Ar nun die verschiedenen Nullstellen von p, k; heißt die 
Ordnung oder algebraische Vielfachheit der Nullstelle A;. 


BEISPIEL: 
2 +iz +2 +i = (+1l)(z+i) = (z+i)(z-i)(2 +) = (ZH) 2-1). 
Hier hat Aı = -i die Ordnung kı = 2, und Aa =i hat die Ordnung ka = 1. 


(c) Der Beweis des Fundamentalsatzes wird in 827 im Rahmen der Funk- 
tionentheorie gegeben. Wir haben den Satz für n = 2 und für p(z) = 2” -—a 
oben bewiesen. 


(d) Neben der „Mitternachtsformel“ (siehe 10.1) für quadratische Gleichun- 
gen finden Sie in den Algebrabüchern die „Cardanischen Formeln“ für kubische 
Gleichungen. Gleichungen vierten Grades lassen sich auf Gleichungen dritten 
Grades zurückführen. Für Gleichungen vom Grad n > 5 gibt es dagegen kein 
Lösungsverfahren, das mit algebraischen Umformungen und dem Ausziehen k— 
ter Wurzeln auskommt. Dieser Sachverhalt wurde 1826 von Niels Hendrik ABEL 
präzisiert und bewiesen. 

Literatur: [van der WAERDEN, 88 63,64]. 








10.4 Vietasche Wurzelsätze. Unter den Voraussetzungen 10.3 gilt 


Zn) = a-1, |] 2) = oo. 


k=1 


BEweiıs: Induktion 
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10.5 Nullstellen reeller Polynome 
Hat ein Polynom reelle Koeffizienten, so ist mit z auch Z eine Nullstelle [üal. 


10.6 Aufgaben 


(a) Stellen sie ( ° in der Form x + iy dar. 


1 
a) 
(b) Geben Sie alle Lösungen z € © der Gleichung 2° = -3VY3 +9 an. 


10.7 Primfaktorzerlegung reeller Polynome 


Sei pein Polynom vom Grad > 1 mit reellen Koeffizienten. Für eine Nullstelle A 
von p gibt es zwei Möglichkeiten: 


(a) A ist reell. Dann lässt sich der Faktor z — A abspalten: 


p(z) = (z-A)a(2), 
wobei q wieder reelle Koeffizienten hat. 


(b) A ist nicht reell. Nach 10.5 ist dann X eine weitere Nullstelle und 


p(2) = (2-2 -A):r(2). 


Dabei ist 








(z-A)(z-X) = z° -2zRei + ||” 
ein reelles Polynom. Durch Polynomdivision ergibt sich, dass auch r ein reelles 
Polynom ist. 
Zusammen mit dem Fundamentalsatz ergibt sich also: 


Jedes reelle Polynom zerfällt in reelle Polynome vom Grad < 2. 


11 Drehungen und Spiegelungen in komplexer Schreibweise 


11.1 Die Drehung D. 


Die Drehung in der Ebene um den Mittelpunkt O mit dem Drehwinkel «a lässt 
sich in komplexer Schreibweise besonders einfach angeben: 





Da:zrrz-e“ (vgl. 8.8). 
Offenbar ist die Hintereinanderausführung von Ds; und Du, 


Ds6©Ds ui Da+Bß = Ds° Ds; 





wieder eine Drehung. 
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11.2 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden 


Seig= {ta|te R} eine Gerade durch den Nullpunkt. Wir dürfen |la|| = 1 
annehmen, also a = (cosa, sin«) mit einem Winkel a € R. Die Spiegelung $« 
an g können wir in komplexer Schreibweise so erhalten: Durch die Drehung D_. 
drehen wir g in die reelle Achse. Dann führen wir die Spiegelung an der reellen 
Achse durch, das ist der Übergang z > 2. Schließlich machen wir die Drehung 
wieder rückgängig: 








Salz) = e*le-iez) = e* -z. 


Zur Kontrolle bestimmen wir 5. auf 


direktem Wege: 


Für z= re’ ist 
Salz) = zer, 


wobei d =» - a (Fig.). Also ist 





er ne 
Su) = ae 77 arte 
a 
— rerP=2p+t2a) _ peir eRia 
— etz, 


11.3 Zusammensetzen von Drehungen und Spiegelungen 


(a) Die Hintereinanderausführung zweier Spiegelungen Sa und Sa ist eine Dre- 
hung D. mit dem Winkel y=2(a — ß). 


(b) Die Hintereinanderausführung einer Spiegelung Sa und einer Drehung Ds 
ist eine Spiegelung: 


DaoDı =, mit y=a-6, 
D z Ta ER 
Boos. = 98 mitd=a+,- 


Der Beweis der beiden Aussagen bleibt dem Leser als leichte überlassen. 
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86 Vektorrechnung im IR” 


1 Der Vektorraum R” 


1.1 Vektoren im dreidimensionalen Raum 


Nach den grundsätzlichen Bemerkun- 

gen in 85 über das Verhältnis zwischen 3 
Geometrie und Vektorrechnung dürfen 

wir uns hier kurz fassen. Wir führen im 
dreidimensionalen euklidischen Raum 

ein kartesisches Koordinatensystem ein 

(Fig.) und halten es im Folgenden fest. 

Dann können wir jeden Punkt P des nn 
Raumes durch sein 


RN 


= 
BE 
Va 


Koordinatentripel (z1,X2,x3) 


Bee 
beschreiben, kurz P = (x1,22,x3). Jede gerichtete Größe # = PP’ (denken 
Sie an Translationen, Geschwindigkeiten oder Kräfte) besitzt bezüglich unseres 
Koordinatensystems eine Koordinatendarstellung; X ist gegeben durch einen 


XTı 
Koordinatenvektor x= |2 
T3 


Bei festgehaltenem Koordinatensystem können wir den Vektor X mit dem Ko- 
ordinatenvektor x identifizieren. Zwischen Punkten P = (x1,2,23) und ihren 
Ortsvektoren x werden wir nicht unterscheiden. 


1.2 Das Rechnen mit Vektoren des IR” 


In der Mechanik wird der Zustand eines Systems von N Massenpunkten durch 
einen Satz von Lage- und Impulskoordinaten beschrieben. Der Zustand eines 
Massenpunktes, der sich frei im Raum bewegen kann, ist beispielsweise durch 
sechs Koordinaten 





74,2, 100,110, MU; 


gegeben, wo (x,y,z) den Ort, (Vz, ®y,vz) die Geschwindigkeit und m die Masse 
angibt. Das Rechnen mit solchen Koordinatenvektoren erfordert die Einführung 
höherdimensionaler Räume. Wir setzen 
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BR" = Ix= i %1,%2,...,InEeR } 


In 


Es ist üblich, Vektoren durch Spalten darzustellen. Aus Platzgründen erlauben 
wir uns im laufenden Text hin und wieder die Zeilenschreibung. 


Gleichheit von Vektoren: 





1 Yı 
ei > Iı =y, 2 = Y2, ---,; In 7 Un- 


In Un 
Addition und Multiplikation mit Skalaren: Wir setzen 


2 Yyı 21 6 Y1 2 e= 74 
Tr i = und c-| : = 


In Un u u Un In C' In 





Dann gelten wieder alle Rechenregeln von 85:3.5. 


1.3 Zur geometrischen Interpretation: Geraden und Ebenen 





Der n-dimensionale Raum für n > 3 entzieht sich unserer Anschauung. Den- 
noch können wir in vielen Zusammenhängen geometrische Vorstellungen und 
Sprechweisen aus dem R? und dem R° übernehmen. Dafür zwei Beispiele: 


(a) Ist ve R® nicht der Nullvektor und ist a R°, so beschreibt 








g=fa+ttv|iteR} 





offenbar eine Gerade im Raum. 


Analog definieren wir im IR” die Gerade durch a mit Richtungsvektor v durch 
g=Jla+ttv|iteRt. 


(b) Ebenen. Zwei Vektoren u,v € R” heißen linear unabhängig, wenn 
keiner von ihnen Vielfaches des anderen ist. 


Für linear unabhängige Vektoren u,v und ae R” heißt 
E= {a+tsu+tv|steR} 


die von u und v aufgespannte Ebene durch den Punkt a, gegeben in Parame- 
terdarstellung. 
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Die Zuordnung: 
S 
(5) > a+su+rtv 


ist eine bijektive Abbildung von R? nach E. In diesem Sinne ist E eine Kopie 
des R*. 


BEWEIS. 


Nach Definition von E ist die Abbildung surjektiv. Sie ist auch injektiv, denn 
aus atsu+tv=a+s’u+t’v folgt (s- sS)u= ( —t)v. Aus der linearen 
Unabhängigkeit von u und v folgt s=s’ und t=T.. Oo 


2 Skalarprodukt, Längen, Winkel 


2.1 Das Skalarprodukt im IR” 


Im R°? ist die Länge ||x|| eines Vektors x mit Koordinaten xı,x2 gegeben 
durch 


Ix|| = vaırcı + zara. 
Nach 85:7.2 gilt für den Winkel o zweier Vektoren x, y der Länge 1: 
cosyp = Tıyı + Taya. 


Beidesmal kommt es auf den Ausdruck zıyı +Xaya an. Im RR’ führen wir einen 
entsprechenden Ausdruck ein, das Skalarprodukt 
- 1 yı 
sy) N no Mr xe  y 
k=1 z Yn 
Es soll uns gestatten, Winkel- und Längenmessung auf den R” zu übertragen. 
In der Literatur wird das Skalarprodukt auch mit x - y bezeichnet. 
2.2 Eigenschaften des Skalarprodukts 
(a) (x,x) >0O und =0 genau dann, wenn x=0, 
(b) (vy)=(yıx)- 
(cC) (aıxı ta2X2,y) = a1(X1,y)+ta2(X2,Y); 
(,Bı yıt Bay2) = Pı(X,Yyı)+ß2(xX,yY2)- 
Durch Kombination beider Formeln ergibt sich 
(d) (aıxı ta2X2,ßıyı + ßaya) 
= aıßı(X1,yı) + a1ıB2(Xı,y2) + a2ßı(X2,yı) + @a2ß2(xX2,y2). 
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(e) Allgemeiner gilt: 
k ko l 
Dane ra: 
i=1 je i=1j=1 
Auf den Beweis von (e) durch Induktion wollen wir verzichten. 


2.3 Norm und Abstand 


Die Norm oder Länge eines Vektors x € R” definieren wir durch 


Ix|| := v (xx) = VaI+...+2%. 


Geometrische Deutung im R°: ||x|| ist 

der Abstand des Punktes X mit Orts- 

vektor x vom Nullpunkt. Denn in der 

Figur ist d’ = 27 +x3 nach dem Satz 

von Pythagoras. Derselbe Satz liefert Br: 
für das Dreieck OFX: 


OX =-®+2R2=-2+2+2. 3 


Als Abstand der Punkte X, Y mit x 
Ortsvektoren x, y definieren wir 


AX,Y) = x -yl. 
Wie müssen Vektoren a,b € R? beschaffen sein, damit die Kurve 


t> cost-a+sint:-b 


einen Kreis um OÖ mit Radius r beschreibt ? 


2.4 Geometrische Deutung des Skalarprodukts 


Seien x,v € R” und ||v|| = 1. Wir suchen auf der Ursprungsgeraden 
g=/ItviteRt} 

den Punkt mit dem kleinsten Abstand zu x, d.h. wir suchen das Minimum von 
ix -tv|| für tER, 


falls ein solches existiert. Nach 2.2 gilt unter Beachtung von (v,v)=1 
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(x-tv,x-tv) 


x -:vil 


= (x,x)-t{v,x)-tx,v)+t{v,v) 


x]? - 24v,x) +? = |Ix |? - (v,x) + lv) 0)". 

Das Minimum ergibt sich für t= (v,x). Damit haben wir den 

SATZ. Der Punkt Px auf g mit kleinstem Abstand zu x ist gegeben durch 
PL = K VW: 

Für das Abstandsquadrat gilt 

IR - Pal? = Ixl? - (vx)?: 

Wegen ||x — Px||” > 0 folgt x 

2) (vv) = (mx) < rl”. 


Der Vektor x — Px steht senkrecht Px 
auf g: OÖ 


(3) (x-Pxv)=0. 





Px ist also Fußpunkt des Lots von x auf die Gerade g. Deswegen nennen wir 
Px die orthogonale Projektion von x auf g. Mit (v,v) =1 ergibt sich (3) 
aus 


ver) (v,x-(v,x)v) = (v,x) - (v,(v,x)v) 
= (v,x) - (v,x) (vv) =0. 
2.5 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
Für x,yeR” gilt 
sy) < |Ix|-Iyl; 


und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x und y linear abhängig sind. 
BEWEIS. 
(a) Ist y=0, so ist (x,y) =0 = |x|| - |y||, und x, y sind linear abhängig. 
(b) Ist y #0, so betrachten wir v=y/|\y||. Dann ist 

IviI=1 und y=|lyl-v. 
Nach der Gleichung (2) von 2.4 folgt 


Kay)! = (& lvl v2] = |Irikov)| < lyil-lxll- 
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Nach 2.4: (2) gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn R v) | = x), und 
nach (1) bedeutet dies 


x= (x,v)v= («,vJ/lsll)y: a 





2.6 Eigenschaften der Norm 

(a) IxI|2 0 und |x| =0 — x=0, 

(b) |AxIIı = [Al Ir für AER, 

(c) |x+y| < |x|| + |y|| (Dreiecksungleichung). 


In der Dreiecksungleichung gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn xX=Cy 
mit c>O oder wenn y=O. 


BEMERKUNG. Mit dem folgenden Beweis von (c) wird insbesondere der bisher 
fehlende Beweis der Dreiecksungleichung in R? und © erbracht. 





BEWEIS. 


(a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition. 


(c) ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung wie folgt: 
Ix+yl? = (x+y,x+ty)=(sx)+ (my) + (yıx)+(y,y) 
< x? + 2]xll- IIyll+ Il? = xl + IyID” 


Das Gleichheitszeichen gilt hier genau dann, wenn (x,y) = |\x|| - ||y||. Das 
bedeutet nach 2.5 entweder y=0O oder y#0O undx = cy. Im letzteren Fall ist 


\x||-|yII= (sy)=ciy,y); 


alsoc>0oderx=d0. OD 


2.7 Winkel und Orthogonalität 


Im R? gilt für den Winkel p zwischen a = () 0 undb = (7) AO 
a2 2 
nach 85:7.2 
a aıbı + aaba _ (a,b) 
all - IIbIl all IIbI| 


Entsprechend ist für Vektoren a#0, b#0.des R” ein Winkel a durch 


(a,b) 
csp = — — — und 0<p<t 
all - [bl 


eindeutig bestimmt, der nichtorientierte Winkel zwischen a und b. 
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Denn nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt 


(a,b) 
-1 <s — < ll. 
all - |Ibll 


Insbesondere ist = 5 > (a,b) =0. 


Zwei beliebige Vektoren a,b € R” heißen zueinander orthogonal, a 1 b, 
wenn (a,b) =0. Entsprechend schreiben wir für eine Teilmenge M CR” 








alM, fals (a,x)=0 füralexeM. 


2.8 Parallelogramm- und Polarisierungsgleichung 

Für z,yeR” gilt: 

(a) |x+yl’+|x-y|” = 2|x|” +2]|y|”  (Parallelogrammgleichung), 
(b) (x,y) = n (x + y||” - ||x - y|?) (Polarisierungsgleichung). 


Die Beweise ergeben sich durch direktes Nachrechnen für]. Geometrische Deu- 
tung von (a)? 





3 Das Vektorprodukt im R° 


3.1 Zielsetzung 


Zu gegebenen linear unabhängigen 
Vektoren a,b € R° soll ein dritter 
Vektor c € R” mit folgenden Eigen- 
schaften bestimmt werden: 

(a) c steht senkrecht auf a und b, 
(b) die Länge von c ist der Flächen- 
inhalt des von a und b aufgespannten 
Parallelogramms (Figur), also 


























lell = lall- |Ibll sing, 


wo 0 <o<n der Winkel zwischen a 
und b ist (vgl. 85:7.2 (a)). 

(c) a,b, c bilden ein positiv orientier- 
tes Dreibein, d.h. liegen im Raum wie 
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger 
der rechten Hand (,„Dreifingerregel“, 
Figur). 
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Diese Aufgabenstellung tritt in der Physik beispielsweise bei der Beschreibung 
des Drehimpulses, der Bewegung eines starren Körpers sowie bei der Bewegung 
eines Elektrons in einem Magnetfeld auf. 








3.2 Das Vektorprodukt 
Für Vektoren 


qdı bi 
a — a2 , b= ba 
a3 b3 


definieren wir das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt durch 


Aaabz — a3b2 
axb:= | asbı - aıbz3 |]. 
aıba — aobı 


Andere Bezeichnungen hierfür sind: aA b, [a,b] und [ab]. 


Das Vektorprodukt hat folgende Eigenschaften: 
SATZ. (a) a und b sind genau dann linear unabhängig, wenn axb#0. 


(b) Sind a und b linear unabhängig, so sind die zu a und zu b senkrechten 
Vektoren gerade die Vielfachen von ax b. 


(cl) Füra,b#0 gilt 


lax bj = |lall- [bl -sinp = y/llallllbll" - (a,b)”, 


wobei p € |0,m| der Winkel zwischen a und b ist. 


BEWEIS. 
(a) Wir zeigen: a und b sind genau dann linear abhängig, wenn alle Determi- 
nanten 


Aı = aabz — azb2, Aa = aszbı — aıb3, Az = aıba — aabı 


Null sind. 

Sind a und b linear abhängig, etwa a = Ab, so ergibt sich unmittelbar Aı = 
Beiel: 

Sei Aı=A2a=Az3=0.Ist b=0,sosind a und b linear abhängig. Ist b# 0, 
etwa b3 #0, so folgt aus Aı =0 und Aa =(0): 


a3 a3 a3 
aa = — bs, aı = — bı, und außerdem as = — ba. 


b3 b3 b3 
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Also ist a = ob. Ist b2 # 0, so ergibt sich in analoger Weise a = b; aus 
bı #0 folgt a= ob. 


(b) Dass a und b senkrecht zu a x b sind, ergibt sich durch Nachrechnen. Sei 
umgekehrt x La, x _ _b. Daa und b linear unabhängig sind, ist eine der De- 
terminanten ÄAı, Aa, Az von Null verschieden, etwa Az # 0. Die Bedingungen 
(a,x) = (b,x) =0 lauten komponentenweise 








aıXı + a2X2 + azx3 = O bzw a1%ı + Qa2X%2 = —Qa3T3 
bıxı + baxa + b3xz = 0 bızı + beta = —-bs3T3 


Die Cramersche Regel 85:6.2 ergibt 


Aaabz == a3ba2 Aı a3bı — aıba Ao 
ı = —7770Y:3 7 007 33, z2 = 


aıba u aabı As 


a3 — 1-725£3: 
aıba — aabı Az 


Mit der trivialen Beziehung x3 = rs zusammen ergibt sich 


x= —axb. 
3 


Die Fälle Aı #0 und Aa #0 werden in analoger Weise behandelt [üAl. 


()  |all"Ibll" sin" p = |all"|b]I"(t — cos“ p) 


lall?lbl? - (a,b) 


(a +a5 +as)(bi +b3 +b3) — (aıbı + a2b2 + asb3)” 


(aba _ a3b2)” + (asbı — aıb3)” + (aıba —_ a2bı)” = la % b||” .. 


3.3 Zur Dreifingerregel 


Leistet das Kreuzprodukt das Gewünschte ? Ist c ein Vektor der in 3.1 angege- 
benen Art, so folgt aus der Forderung (a) zunächst c=X:-ax b, siehe 3.2 (a). 
Aus der Forderung (b) von 3.1 folgt dann |\| = 1 nach 3.2 (c), asoc=+taxb. 


Die Forderung (c) (Dreifingerregel) wird über das Vorzeichen entscheiden und 
c damit festlegen. Behauptet wird, dass das Dreibein a,b,a x b (in dieser 
Reihenfolge) immer der Dreifingerregel genügt. 





(a) Wir prüfen dies für eine einfache Situation nach: Für den orientierten Winkel 
ı zwischen den linear unabhängigen Vektoren (aı,aa) und (bı,b2) der Ebene 
gilt nach 55: 7.2 


aıba — aabı 


sind = ————————— , 
(a7 + a3)(bi + 63) 
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Ist aıb2 — aabı > 0, so ist O<Y<r, und die Vektoren 


a1 bı 0 
a = a2 : b= ba s ez3 —= 0 
0 0 1 


genügen offenbar der Dreifingerregel. In diesem Fall ist 


0 
axb= 0 
aıba — aobı 


tatsächlich ein positives Vielfaches von es3. Ist aıb2 — aabı < 0, so genügen a, 
b und -ez der Dreifingerregel, und ax b ist ein positives Vielfaches von -es. 


(b) Sind a und b in allgemeiner Lage, so werden wir später sehen, dass wir 
das Dreibein a, b und ax b starr in die Situation (a) überführen können und 
von dort auch starr wieder zurück, so dass die Verhältnisse in Bezug auf die 
Dreifingerregel erhalten bleiben. 


3.4 Eigenschaften des Vektorproduktes 


(a) axb=-bxa _ (Schiefsymmetrie). 


(b) (aa+ßb)xc=aaxc+Pßbxe, 
ax(ßb+Yyec) = Baxb+yaxc _(Linearität in beiden Argumenten). 


(c) (axb)xec = (a,c)b -(b,c)a (Graßmannscher Entwicklungssatz). 
(d) (axb)xc+(bxe)xa+(cxa)xb=0. 

Das Vektorprodukt ist also weder kommutativ noch assoziativ. 

[A]. Wann gilt (axb)xc=ax(bxc)? 


BEWEIS. 


(a) und (b) folgen direkt aus der Koordinatendarstellung 3.2. 


(d) folgt aus (c) |ÜA]. 


(c) ergibt sich durch direkte Rechnung: 
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Qaabz — a3b2 Cı 
a3bı — aıba x C2 
aıba — aobı C3 


(asbı — aıb3) )C3 = (aıba — aabı )ca ) 


(axb)xc = 


(aıba — aabı) )cı — (aaba — a3b2)C3 


(\ Aabz — a3ba) )ca — (asbı — aıb3)cı 


nn + az3c3)ba — (bıcı + bacz3)a 


+ asc3)bı — (baca + bac3)aı ) 
(aıcı + aac2)bz3 — (bıcı + baca2)as 


nn + aaca + asc3)bı — (bıcı + baca + bac3 )aı 
n + aaca + asc3)ba — (bıcı + baca + bac3)aa 
(aıcı + aac2 + azc3)b3 — (bıcı + bac2 + bac3)a3 


= (a,c)b-(b,c)a. - 


3.5 Gleichförmige Kreisbewegung im Raum 


Bei einer gleichförmigen Kreisbewe- 
gung um den Mittelpunkt xo gilt für 
den Geschwindigkeitsvektor xX(t) 


x(t) =wx(x(t) -xo). 


Dabei liegt der Drehvektor w in Rich- 
tung der Drehachse, also senkrecht zur 
Kreisebene, und seine Länge ist die 
Winkelgeschwindigkeit w. 





Denn zunächst gilt — wir nehmen etwas 
Differentialrechnung vorweg — 


x(t) = xo + r(cos(wt)a+sin(wt)b), 


x(t) = rw(-sin(wt)a+ cos(wt)b), 





wobei a und b zueinander senkrechte Vektoren der Länge 1 in der Bahnebene 
sind und r > O der Bahnradius ist. Der Vektor 


w:=waxb 


steht senkrecht zur Bahnebene und hat die Länge w. Die Behauptung ergibt 
sich nun mit Hilfe des Graßmannschen Entwicklungssatzes für]. 
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4 Entwicklung nach Orthonormalsystemen, Orthonormalbasen 


4.1 Linearkombinationen, Aufspann, Orthonormalsysteme 





Für Vektoren vı,...,v; des R” heißt die Menge aller Linearkombinationen 
tıvi+...+tekve mit tı,...,t» € R der Aufspann von vı,...,v; (auch lineare 
Hülle oder Erzeugnis der Vektoren vı,...,Vr). 


Wir schreiben 


Span {vı,..., vr} = {tıvi + se: FIVE | iescrale eR}. 





BEISPIEL. Sind a und b linear unabhängig, so ist Span {a, b} eine Ebene durch 
den Nullpunkt, vgl. 1.3. 


Vektoren vı,...,vr im R” bilden ein Orthonormalsystem (ONS), wenn 
1 füri=j, 
(Viv5) = bij = kr 
0 dur2#4. 


d.h. wenn sie die Länge 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. 


4.2 Orthogonale Projektion 


Sei vı,...,v»z (L<k<n) ein Orthonormalsystem und 


E = Span Vi; Vet: 





Wir wollen den Begriff „orthogonale Projektion“ von 2.4 verallgemeinern. Dazu 
suchen wir zu einem gegebenen Vektor x € IR” denjenigen Vektor y in der 
Ebene E, der zu x den kleinsten Abstand hat. 


Dieselbe Rechnung wie in 2.4 zeigt [üa]: 








k k k 
2 2 2 2 
x - tw] = Ir? - Dtvox)d’ + D (te - (vox)) 
i=1 i=1 i=1 
Dieser Ausdruck ist genau dann mini- 
mal; wenn , =v, x) U=eL-:,k): 
Der Punkt auf E mit minimalem Ab- 
stand zu x ıst also gegeben durch x 
k 
Px = > (v.xw: v2 
i—1 vi 
Px heißt die orthogonale Projekti- Px 





on von xauf F. 


Px ist auch charakterisiert durch 


Pxeb, x-Px_LE. 
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Denn einerseits ist 


ar) = t; ((x,v3) - (Px,v;)) =), 


1 


k 
I 


da 
(Px,v;) = ( Bea, = 2 = (%,Vj). 


i=1 
Andererseits folgt aus yeE und y—-x _vı,...,vr die Beziehung y = Px 


Val. 


4.3 Ebene und Normale 


Sei E CR? eine von linear unabhängigen Vektoren a,b aufgespannte Ebene 
durch den Nullpunkt, 


E = Span {a,b}. 


Alle zu E senkrechten Vektoren bilden die Normale von E, 





E- = [xeR’|(x,v)=0 für alle veE}. 


Nach 3.2 (a) ist E" die Gerade Span {n} = {An |\ € R} mit dem Einheits- 
normalenvektor 


axb axb 
n = ———— oder n = — ——, 


lax bl lax bil 


Die zu n senkrechten Vektoren sind gerade wieder die Vektoren von E. Das 
bedeutet 


Br P: 


BEWEIS. 
(a) Direkt aus der Definition folgt EC E*-. 


(b) Esgilt E*-" C E: Für die orthogonale Projektion P auf E gilt (Px,n) =0. 
Seixe E’",also x_Ln.Mit x- Px_LE,aloo x- Px=tn folgt 


Ix - Px||? = (x- Px,x- Px) = (x- Px,tn)=t(x-Px,n)=0, 
also x- Px=0 und damit x= PxeE. Oo 
4.4 Orientierung von Orthonormalsystemen im IR® 
Bilden die Vektoren vı,va,v3 ein ONS im R°, so ist entweder 
v3 =VıXxVva oder v3 =-vıxva3. 


Im ersten Fall sprechen wir von einem positiv orientierten ONS (Rechtssystem), 
im zweiten Fall von einem negativ orientierten ONS. 
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BEWEIS. 
Da v3 auf vı und va senkrecht steht, gilt v3 = c- vı x va nach 3.2 (a). Die 


Konstante c ergibt sich aus 


T 


> = cl, also c=1oder c=-1. Q 


1 = ||va|| = lel - |vall - |Iv2|| - sin 


4.5 Entwicklung nach Orthonormalbasen im IR? 


Bilden die Vektoren vı,va,v3 ein ONS im R°, so lässt sich jeder Vektor x € R° 
in eindeutiger Weise als Linearkombination x = aıvı +a2V2 + az3v3 schreiben. 
Die Koeffizienten a; ergeben sich hierbei als Skalarprodukte a; = (vi,x), es ist 
also 


x = (v1,X)vı+ (v2,X)va+ (v3,xX)v3. 


Wir nennen das System der v;, eine Orthonormalbasis für den R°. 
BEWEIS. 
(a) Eindeutigkeit: Aus x = aıvı + aav2 + azvz3 folgt 
3 3 
(vHX) = (vr, Dazjv; )= Daz(va,v;)=@r 
3=1 3=1 
wegen (Vr,Vj) = Örj- 


(b) Darstellbarkeit: Wir betrachten die Ebene E = Span {vı, va}. Die ortho- 
gonale Projektion von x auf E ist 


Px = (vı,x)vı + (v2,x)va. 


Nach 4.2 ist x—- Px L E, also ist x— Px ein Vielfaches von vıx va nach 3.2 (a). 
In 4.4 hatte sich ergeben, dass vı x va bis auf das Vorzeichen gleich v3 ist. Also 
ist x= Px+ Ava, und X ergibt sich nach (a): A= (v3,x). OD 





5 Aufgaben 


5.1 Räumliche Drehung. Berechnen Sie das Bild des Vektors x = (1,1,1) 
unter der Drehung D mit Drehvektor w = =(2, 2,1) und dem Drehwinkel ee 


Anleitung: Verschaffen Sie sich ein ONS a,b,c mit c= w, vgl. 3.5. 


5.2 Hessesche Normalform. Zeigen Sie: Die Ebene E durch xo parallel zu 
Span {a,b} ist durch die Gleichung (x — xo,n) = 0 gegeben mit 

axb 

laxbll 


Für jeden Vektor x € R? ist d= |(x-xo,n)| der Abstand des Punktes x 
von E. 
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5.3 Die Ebene E sei gegeben durch die Gleichung 2rı - £2 + 2x3 = 3. 
(a) Geben Sie eine Parameterdarstellung von E. 

(b) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P = (3, 2 —4) von E. 

(c) Bestimmen Sie die orthogonale Projektion von P auf E. 


(d) Bestimmen Sie den Spiegelpunkt von Pan E. 
5.4 Wir betrachten den Zylinder im RR? mit Achse 


1 2 
A={ () +(-) teR} und Radius 1. 
1 1 


(a) Zeigen Sie, dass der Punkt P = (2,1,2) auf dem Zylindermantel liegt. 





(b) Geben Sie die Tangentialebene E an den Zylinder im Punkt P in Hessescher 
Normalform an und in Parameterdarstellung. 


5.5 Das Spatprodukt 


Das Volumen des nebenstehenden 


Spatkristalls ist definiert durch 
u A 7 


wobei F' die Fläche des von a und c I 7 


b aufgespannten Parallelogramms ist - 
(vgl. 85:7.2(c)), und h die Höhe des 
Spats über diesem Parallelogramm. 


Wir machen dies in 817:4.2 mit Hilfe 
des Cavalierischen Prinzips plausibel. 





Zeigen Sie V = (ax b,c)|. 


Hinweis: h ist die Länge der orthogonalen Projektion von c auf die Normale n 
von Span {a,b}. 
Aufgaben. (a) Rechnen Sie für das Spatprodukt S(a,b,c) := (axb,;,c) 


nach, dass 


S(b,c,a) = S(c,a,b) = S(a,b,c). 





(b) Zeigen Sie: Das Spatprodukt ändert sein Vorzeichen bei Vertauschung zweier 
Einträge, also 


S(b,a,c) = -S(a,b,c) = S(c,b,a) = -S(c,a,b) usw. 





(Eigenschaften des Vektorprodukts, Verwendung von (a)). 


Check for 


Kapitel III updeies 


Analysis einer Veränderlichen 


87 Unendliche Reihen 


1 Reihen im Reellen 


1.1 Problemstellung. Wie lässt sich dem symbolischen Ausdruck 
@+tata2+...= ),% 
k=0 


ein Sinn geben ? Selbstverständlich können wir nicht unendlich viele Zahlen 
addieren. Wir können jedoch aus den Partialsummen 


n 
Sn = WwHtata2a +... + = ), Ur 
k=0 
eine Folge bilden und deren Grenzwert — soweit vorhanden - als die gesuchte 
„Summe“ ansehen. Wir bezeichnen die Folge (s„) als Reihe mit den Gliedern 
ax. Hiermit ist unser Problem auf die Untersuchung von Folgen zurückgeführt, 
wofür die Konvergenzkriterien von 82:9 zur Verfügung stehen. Hinzu treten 
weitere, für Reihen spezifische Konvergenzkriterien. 





Zusammen mit Integralen gehören Funktionenreihen fo(2)+ fılz)+ fe(z)+ --- 
zu den wichtigsten konstruktiven Hilfsmitteln der Analysis. Mit ihrer Hilfe ist 
es möglich, neue Funktionen, wie z.B. Lösungen von Differentialgleichungen 
darzustellen und mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Hierbei spielen zwei 
Typen von Reihen eine ausgezeichnete Rolle, die Potenzreihen 








dor .@1E + a2r + re 
und die trigonometrischen Reihen 


ao + (aı cosz +bısinz) + (a2acos2x +basin2x) +... . 





Trigonometrische Reihen werden in Band 2,86 behandelt. 


1.2 Konvergenz und Divergenz von Reihen 





Gegeben seien reelle Zahlen ao,aı,.... Wir bilden die Partialsummen 


n 
a en > Ar. 
k=0 


Besitzt die Folge (s„) einen Grenzwert a, so schreiben wir 


0.6) 
= ),%% 
K=0 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2018 
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und nennen die Reihe ) a, konvergent; andernfalls heißt die Reihe diver- 
k=0 
gent. 





0,6) 

Wir verwenden also das Symbol ) ar in zweierlei Bedeutung: Einerseits steht 
k=0 

es für die Aufgabe, das Konvergenzverhalten der Folge (s„) zu untersuchen, an- 


dererseits als Abkürzung für deren Grenzwert a= lim sn, falls dieser existiert. 
N—00 


0,6) 

Eine Gleichung a = ),ar verstehen wir so: Die Reihe konvergiert, und ihr 
k=0 

Grenzwert ist a. 


Entsprechend steht hinter dem Symbol 
>»,ar (NEN) 
k=N 


die Frage nach der Konvergenz und ggf. dem Grenzwert der Folge der Partial- 
summen 


Sn =antannıt... m =), (n>N). 
k=N 


1.3 Beispiele 
(a) Für die geometrische Reihe silt 











= 1 

Sg’ = —— für Jal <1. 

k=0 Le 

_prt1 
Denn esist m =1+g9+qQ’ +... +9” = I 17 für g# 1 nach 81:6.11, und 
für |g| <1 gilt lim q’*'=0. 
N—o0O 

(b) Es gilt 

= 1 

—_ ze], 

& Mer) 

denn wegen ES = m _ ug: ergibt sich 
1 1 1 1 1 # 
FE — = (1-- <= — - er  — 
® Den se In =. Hi) 
1 
= 1- —— +1 für no 
it 
(c) Die Reihe ), m konvergiert, denn die Partialsummen s„ bilden eine mo- 
k=1 


noton wachsende, nach oben beschränkte Folge: 


I 
Sn = De: > Ini; 
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und nach der Rechnung in (b) folgt 


. 1 1 1 
nn A ltatpt- + 
1 1 1 1 
1+— + — +... 4 =1+1--— 2 
- use Tier i =. 


Den Grenzwert können wir erst in 828:6.3 bestimmen; es ergibt sich ua 


009 


(d) Die Reihe $)(-1)” konvergiert nicht, denn für die Partialsummen gilt 
k=0 


1 falls n gerade, 
— 
0 falls n ungerade. 


009 


1 
(e) Die harmonische Reihe ), z divergiert, denn die Folge der Partialsum- 
kl 


men ist unbeschränkt wegen 


1 l., 1 1.1.2.3 
San I+5+(3+7) + (statzts)to 4 


2 3 A 5 6 78 
+ —_. +5) 
SR=-L] wa Ian 
ll 1 1 | n 
1+- +2-+4- es 2 —_— GE 
Sie 72 HM turn el 


1.4 Zur Geschichte. (a) Die geometrische Progression 1,9,q”,... spielte ei- 
ne große Rolle für die Zahlentheorie und die Inhaltslehre der Griechen. Buch X 
der Elemente des EUKLID, auf die sich noch NEWTON berief, beginnt mit dem 
Satz: „Nimmt man bei Vorliegen zweier ungleicher (gleichartiger) Größen von 
der größeren ein Stück größer als die Hälfte weg und vom Rest ein Stück größer 
als die Hälfte und wiederholt das immer, so muss einmal eine Größe übrigblei- 
ben, die kleiner als die kleinere Ausgangsgröße ist.“ Den anschließenden Zusatz, 
die jeweilige Wegnahme der Hälfte betreffend, formulieren wir heute so, dass 
a— 3a - ...— (3)”a beliebig klein gemacht werden kann. Dass die Flächen 
Fı, Fa zweier Kreise sich wie die Quadrate der Durchmesser dı, da verhalten, 
wird in Buch XII so bewiesen, dass diese Beziehung zunächst für regelmäßige 
Polyeder gezeigt wird. Mittels Approximation der Kreise durch ein- bzw. um- 
beschriebene regelmäßige 2"”-Ecke und Verwendung des obengenannten Satzes 
werden dann die Annahmen Fi : Fa < di :d3 bzw. FL: Fa > di :d3 zum Wi- 
derspruch geführt. ARCHIMEDES bewies seinen aus mechanischen Überlegungen 
gewonnenen Satz über die Fläche eines Parabelsegments durch Ausschluss des 
Gegenteils, indem er das Segment mit einem Netz von Dreiecken überzog und 


ausnützte, dass &-a(3+-5+...+(2)") beliebig klein gemacht werden kann. 
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(b) Exhaustionsbeweise dieser Art waren Widerspruchsbeweise und setzten da- 
her schon Kenntnis der richtigen Verhältnisse voraus. Um Verfahren zum sys- 
tematischen Auffinden von Flächen- und Rauminhalten entwickeln zu können, 
musste der Rahmen der strengen griechischen Mathematik zunächst gesprengt 
werden; dies betraf insbesondere die Auffassung vom unendlich Kleinen und un- 
endlich Großen. Die ersten Schritte in diese Richtung machte schon ARCHIME- 
DES; seine Ideen erfuhren zu Beginn des 17. Jahrhunderts eine Renaissance durch 
KEPLER (vgl. 816:5.4), GALILEO und dessen Schüler CAVALIERI (vgl. 817:4.2). 








Pietro MENGOLI (1647), Jan HUDDE (1656) und Niklaus KAUFMANN (MERCA- 
TOR, 1668) gaben für die Fläche unter der Hyperbel > über dem Intervall 
[0, x], d.h. für log(1+ x), Darstellungen der Form 


In der Folge gewannen Reihenentwicklungen zunehmend an Bedeutung für die 
Differential- und Integralrechnung, insbesondere als Lösungsansätze für Diffe- 
rentialgleichungen. 


(c) So erfolgreich der Reihenkalkül im 18. Jahrhundert gehandhabt wurde, so 
schwankend waren die Vorstellungen über dem Reihenbegriff und die für ihn 
geltenden Regeln. Die Formel 1-1+1-1l+... = 5 begründeten LEIBNIZ 
1737 über den Grenzwert der arithmetischen Mittel der Teilsummen und EULER 
1754/55 durch Einsetzen von e=-1lin — = 1+2+2°+....Für z= -2er- 
hielt Euler 1-2+4-8+... = = ‚und er diskutierte das Pro und Kontra solcher 
Betrachtungen bei divergenten Reihen. Der Mangel an präzisen Kriterien trat 
offen zutage, als die Diskussion über die Entwickelbarkeit einer Funktion in eine 
trigonometrische Reihe, wichtig für Schwingungs- und Wärmeleitungsprobleme, 
zum Glaubensstreit geriet. Wir verweisen hierzu auf die lesenwerten historischen 
Anmerkungen bei HEUSER: Gewöhnliche Differentialgleichungen, VI. Die stren- 
ge Begründung von Konvergenz- und Stetigkeitsbetrachtungen wurde 1816/17 
von BOLZANO eingeleitet; die Grundzüge der Reihenlehre wurden von CAUCHY 


entwickelt und 1833 publiziert, vgl. dazu 8.1. 








1.5 Eigenschaften konvergenter Reihen 


(a) Aus ar =a und Y,br=b folgt ), (aan + br) = aa+Bb. 

k=0 k=0 k=0 
(b) Abänderung von endlich vielen Gliedern ändert das Konvergenzverhalten 
der Reihe nicht, d.h. konvergente Reihen bleiben konvergent und divergente Rei- 
hen bleiben divergent. Aber anders als bei Folgen bewirkt die Abänderung eines 
Reihengliedes auch eine Änderung des Grenzwertes. 


(c) Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge. 
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Letzteres ist für die Konvergenz der Reihe zwar notwendig, aber nicht hinrei- 
chend, wie das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt. 


Für |q| >1 ist (g”) keine Nullfolge, also divergiert >; für |gql >21. 


k=0 
O9 0,6) 
(d) Eine Reihe ) ar konvergiert genau dann, wenn lim ), ar = 0 [üAl. 
k=0 nF ken+l 


BEWEIS. 


(a) Setzen wir 


rn rn 
ne) 0: I ).06 
k=0 k=0 


so gilt 


>, (aan + Bbr) = asn + ßtn >aa+ßb für nm. 
k=0 


(b) Gilt für zwei Reihen mit den Gliedern a;, br; und den Partialsummen sn, tn 
eb ur EIN, 

so folgt 
Sn-(a+aı+...+an)=tn-(bo+bi+...+bn) für n>N. 





Die Konvergenz der einen Reihe ist somit gleichwertig mit der Konvergenz der 
anderen. Im Fall der Konvergenz gilt 


Yar-(o+aı+... tan) =), bk-(bo+tbi+...+bn). 
k=0 k=0 
(c) Hat die Folge der Partialsummen s„ = >, a, den Grenzwert a, so gibt es 
k=0 
zu jedem e> Oein n. mit |a— s„|<e für n>n., somit gilt fürn>n.e +1 


lan! = |sn - sn-ı| < |sn — al + a - sn-ı| < 2e. D 


2 Konvergenzkriterien für Reihen 


2.1 Das Monotoniekriterium. Fine Reihe Y,0% mit ar >20 (endlich viele 
k=0 

Ausnahmen sind zugelassen) konvergiert genau dann, wenn die Folge der Par- 

tialsummen nach oben beschränkt ist. 


BEWEIS. 


Ist an >0 für n> N, so ist Sn+1 = Sn + An+ı 2 Sn für n> N, also ist die 
Folge (s„) schließlich monoton wachsend. Nach dem Monotoniekriterium 82:9.4 
ist eine monoton wachsende Folge genau dann konvergent, wenn sie nach oben 
beschränkt ist. Oo 
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2.2 Das Majorantenkriterium 


Gilt von einer Nummer N ab jar| < br, und ist die Reihe ), br konvergent, 
k=0 


so konvergiert auch die Reihe I, ar. 
k=0 


Die Reihe ) br heißt Majorante für die Reihe ) ar. 
0 k=0 





Der Beweis dafür wird in 5.2 gleich für komplexe Reihenglieder geführt und sei 
bis dahin zurückgestellt. 


Das Majorantenkriterium ist von großer praktischer Bedeutung. Die am häu- 
fissten verwendeten Majoranten sind 





I,Mr® (<r<1) ud Wo. 
k=0 rı K 





Beide Reihen konvergieren nach 1.3 (a) und (c). 


2.3 Beispiele für die Anwendung des Majorantenkriteriums 


00 k 


(a) >, Fr konvergiert für jedes zE R. 
k=o N" 


Zum Nachweis wählen wir ein NEN mit N >2|e|. Für k > N gilt dann 
N k-N N k k 
1... EN a Bel 
NR k 7 N!\2 N! 2 2 


Also ist ), M(3)" eine Majorante. 
k=0 




















(b) I. kg” konvergiert für |q| <1. 
kl 


Zum Beweis benützen wir nochmals den Kunstgriff von 82:5.5. Setzen wir r = 


/|g| und ax = kg“, so ist 


lar| = kr"r®. 


Die Folge (kr) ist als Nullfolge beschränkt, etwa kr" <M füralle keN. 
Damit folgt 


lar| < Mr", 


(0,6) 
und wegen O<r<1list ),M r" eine konvergente Majorante. 
k=1 
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2.4 Das Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen 


Bilden die positiven Zahlen ao, aı,... eine monoton fallende Nullfolge, so kon- 
vergiert die Reihe 


Y,(-1Har. 
k=0 
Für die Teilsummen sn = ), (-1)"a, und den Grenzwert s einer solchen 


k=0 
Leibniz-Reihe gelten die Abschätzungen 
San+ı Ss S sm und |s—- | < an. 


BEWEIS. 


Wir zeigen, dass die Intervalle |[s21+1,s2n| eine Intervallschachtelung bilden: 
Wegen a2n-ı 2 Aan 2 Aan+ı gilt 


San+1 = S2n-ı + 42n — Aan+ı 2 San-ı = Sa(n-1)+1; 
S2n = S2n-2 — A2n-ı + A2n S San-2 = S2(n-1) 
Be 2n-+l1l BER .. 
san — Sın+tı = -(-]1) Aan+ıl =A2ntı —>—O für nm. 


Für die von dieser Intervallschachtelung erfasste Zahl s gilt 


se lim s,= lm 3.H: 
N—OoO N—OoO 


Für gerades n ist sn+ı Ss < sn , also 
Is —- Sn| = Sn -S < Sn — Sn+t1 = An+1 S An, 


und für ungerades n ist s„ <s < sn-ı , also 


Is - Sn| = S- Sn < Sn-1 - Sn = An. D 


2.5 Beispiele 


Die folgenden Reihen konvergieren nach dem Leibniz-Kriterium: 


1 1 01 << | 
la ee, 
k=1 
ı 11 — | 
en ER 
a Din 
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2.6 Aufgaben 

(a) Bilden für die alternierende Reihe )) (-1)"a; die ax nur eine Nullfolge 
k=1 

ohne monoton zu fallen, so muss die Reihe nicht konvergieren. Konstruieren Sie 


ein Beispiel durch „Mischen“ der beiden Reihen > m und > Sr. 
k=1l k=D 








(b) Warum konvergiert die Reihe $\ log(k + 1) e”"""" ? 
k=0 


0,0) 
(c) Warum konvergiert die Reihe IN ame?’ Wir bezeichnen den 
Grenzwert dieser Reihe mit s, die Partialsummen wieder mit s„. Geben Sie 
ein N an mit 


sv — s| < 0.5 - 10°%. 
Berechnen Sie 2V3sn. Welche Vermutung ergibt sich für s? 





(d) Sei sn = >), (+)" und s = ‚lim Sn. (Warum existiert dieser 
Grenzwert ?) Geben Sie ein N an mit 
Isv — s| < 0.5: 10° 


und bestimmen Sie exp(sv) mit dem Taschenrechner. Welche Vermutung drängt 
sich für s auf? 


3 Komplexe Folgen, Vollständigkeit von C 


3.1 Konvergenz komplexer Zahlenfolgen 


Eine Folge (21) komplexer Zahlen konvergiert gegen z € C oder hat den 
Grenzwert z, wenn 


lim |» -z| =0d. 
NO 


Hierfür schreiben wir 


lim 27, = z oder auch u — z für n— 0, kurz mu — 2. 
N—00O 


Die Folge (zn) heißt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. 
3.2 Eigenschaften konvergenter Folgen 
(a) Jede konvergente Folge ist beschränkt. 
(b) Aus m —z folgt c- m —c-z fürn x. 
(c) Aus m —z und un > w für n— oo folgt 
ZtWwWn >z+w und m un zw für nm. 


(d) Aus z= lim zn folgt z = ‚im Zn, für jede Teilfolge (zn, )r- 
NO —709 
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Zum BEWEIS. 





Per Definition gilt =,» — z, wenn (|z-2„|) eine reelle Nullfolge ist. Die für reelle 
Nullfolgen grundlegenden Beweistechniken sind das Vergleichskriterium 8 2:4.9 
in Kombination mit der Dreiecksungleichung. Nach demselben Prinzip werden 
wir später die Konvergenz im R” und in unendlichdimensionalen Räumen be- 
handeln. Die Beweistechniken für Aussagen vom Typ (a),(b) und (c) sind immer 
dieselben und sollten deshalb sicher beherrscht werden. Wir überlassen Ihnen 
daher den Beweis als für]. Sollten Sie nicht ohne Hilfe zurechtkommen, so 
übertragen Sie die Beweise aus 32:5 und 82:6.7. 











3.3 Zwei Ungleichungen 





Die weiteren Betrachtungen stützen sich auf zwei Ungleichungen, die wir schon 
unter 85:8.6 formuliert und bewiesen haben. Wir geben sie noch einmal wieder: 


(a) Für 2=2+öy gilt max tle|,yl} <s ll s @l+ lyl. 


(b) Dreiecksungleichung nach unten: 2] — wl| <|z-w|. 


3.4 Konvergenz von Real- und Imaginärteil 


Für 27 = In tiyn und z2=r-+iy gilt 
Zn 2 > mE und yn-yY. 


BEWEIS. 


„—" : Wie eben gilt |r„ - x| < |n - 2|, |yn - v| < |zn - 2]: Aus zn — 2, d.h. 
zn — z| —0 folgt |ern —x| 0 und |yn - y| —0 nach dem Vergleichssatz für 
reelle Nullfolgen. 


„—":Aus m > ax und yn — y folgt |en — z| + |yn - y| > 0. Es ist aber 
In -21< an - 2|l+ lyn-yl (8.0.). Q 


3.5 Weitere Eigenschaften konvergenter Folgen 
(a) Aus u — z folgt || — |z|. 


(b) Es gilt m» — z genau dann, wenn Zn — 2. 


(c) Ist m» — z und z #0, so gibt es ein no mit |zn| > el >0 für n> no. 
Ferner gilt 
1 


— 4 
Zn 


lm 


BEWEIS. 
(a) Dreiecksungleichung nach unten: IIzr| — 1z|| < |m -2|. 


(b) Im = 21 = [Zn = 21. 
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(c) Wählen wir e = |z|/2, so gibt es ein no € N, so dass |z — zn| <e für alle 
n > no. Also folgt mit der Dreiecksungleichung nach unten für n > no 


& 
Il = e-(@- ml 2 Iel-le- ml > Iel-e=&>0, 
1 1|_|\<ml 22-2] 2, = 
Er ze 








3.6 Cauchy-Folgen und Vollständigkeit von C 


Eine Folge (z„) von komplexen Zahlen heißt Cauchy-Folge in C, wenn es zu 
jedem e>0Oeinn. € N gibt, so dass 


zn — Zm| <e füralle m,n>ne. 


Wie im Reellen gilt der 

Satz über die Vollständigkeit von C: Eine Folge (z„) ist genau dann kon- 
vergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist. 

BEWEIS. 


(a) Ist (z„) eine Cauchy-Folge und sind e, n. wie oben gewählt, so folgt nach 3.3 
für die Realteile x„ und die Imaginärteile y„ erst recht 





lan -— &m| < &E, |yn - Ym| < E 


für n,m > n., d.h. die reellen Folgen (x), (yn) erfüllen die Cauchy-Bedingung. 
Wegen der Vollständigkeit von R (82:9.6) gibt es also reelle Zahlen x,y mit 
£n > x und yn —y. Für z=x-+iy ist dann zu — z nach 3.4. 


(b) Ist umgekehrt die Folge (z„) konvergent und z= lim 2,, so gilt 


N—0o 
zn — Zzm| = |zn - 2 +2 - Zm| < |zn - z| + |z — zum! . 


Wählen wir n. so, dass |» —z| <e für k > ne, so ist |zn — Zm| < 2e für 
n;m > Ne: U 


4 Reihen mit komplexen Gliedern 


4.1 Konvergenz von Reihen 


Sind ao,aı,... komplexe Zahlen, so führen wir in völliger Analogie zu den Rei- 
hen mit reellen Gliedern die Begriffe Reihe, Partialsumme, Konvergenz und 
Divergenz einer Reihe ein, vgl. 1.2. Eine Gleichung 


oo 
GN, 
k=0 





bedeutet wie im Reellen: Die Folge der Partialsummen konvergiert und hat den 
Grenzwert a. 
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4.2 Eigenschaften konvergenter Reihen 


(a) Eine Reihe ist genau dann konvergent, wenn die aus Real- und Imaginärteil 
der Glieder gebildeten Reihen konvergieren. In diesem Fall gilt 


009 


, eat) 
k=0 k=0 k=0 


(b) Aus a= ),ar und b= ),br folgt für a,Be€ C 
k=0 k=0 


aa+ßb = ), (aar + br). 


k=0 


(c) Eine Abänderung von endlich vielen Gliedern ändert das Konvergenzver- 
halten einer Reihe nicht. Konvergiert eine der folgenden Reihen, so auch die 
andere, und es gilt 


(0,0) 


je,6) 
ar = MWtaıt+...tant 2, Ar: 
k=0 k=N+1 
je,6) 0,6) 
Offenbar konvergiert die Reihe ) ‚ar genau dann, wenn lim ), =0. 
k=0 NT EN dg 


(d) Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge. 


BEWEIS. 
(a) folgt aus 3.4. 





(b),(c) und (d) verlaufen wörtlich wie die Beweise im Reellen, vgl. 1.5. D 


4.3 Die geometrische Reihe im Komplexen 
Für alle ze © mit |z| < 1 konvergiert die geometrische Reihe 


un 1 
Ye... Mrla<l. 
= 12 


Denn für |z| <1 gilt 


lim |2”"'|= lim ||" =0 


9 


also 


er 
im (l1+2z+...+2z”) = A - 


Nn—009 Nn— 009 1-2 i-2. 








Im Fall |2| > 1 konvergiert die geometrische Reihe nicht, da die Glieder keine 
Nullfolge bilden. 
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4.4 Aufgaben. Sei 0O<r<lund gyEeR. 


0,6) 
(a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe )) r"e’"?. 
k=0 


(b) Was ergibt sich für )) r"sinkop? 
Kl 


(c) Stellen Sie I) re??? + Y\ r®e”?®P? in der Form x +iy dar. 
k=0 k=1 


(d) Für welche z€ © konvergiert )) e"*? 
k=0 


(e) Geben Sie den (reellen) Grenzwert der Reihe J)e""* an. 
k=0 
5 Cauchy-Kriterium und Majorantenkriterium 


Augustin-Louis CAUCHY (1789-1857) war einer der Wegbereiter der modernen 
Analysis. In den Resumes Analytiques (Turin 1833) stellte er die erste metho- 
denstrenge systematische Abhandlung über unendliche Reihen vor. 








5.1 Das Cauchy-Kriterium für Reihen 


Eine Reihe ) ar ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem e > 0 ein 
k=0 
N. € IN gibt mit 
| Y;, ar | <e fülralem>n>n. 
k=n-+l1l 
gilt. 


BEWEIS. 





Wegen ), Ar = Sm — Sn bedeutet die genannte Bedingung, dass die Folge 


k=n+l1 
(s„) eine Cauchy-Folge in C ist, also nach 3.6 konversgiert. D 
5.2 Das Majorantenkriterium. Gibt es zu einer Reihe >> a, eine konver- 
k=0 


gente Reihe > b, mit 
k=0 


lar| < bk für alle k von einer bestimmten Nummer N ab, 


009 009 
so konvergieren auch die Reihen ), ar und ), larl. 
k=0 k=0 


Die (reelle) Reihe ), b, heißt eine Majorante für die Reihe ) ar. 
k=0 k=0 
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Für den Konvergenznachweis komplexer Reihen wird fast ausschließlich das Ma- 
jorantenkriterium benutzt. Als Majorante wird häufig eine der Reihen verwen- 
det: 





> Mr" me 0 <r=< 1, > 
k=0 k=1 
BEWEIS. 
Für m>n>N silt 


| Dale ale Ss 


k=n+1l k=n+1 k=n+1l 


Da die Reihe ) br konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium zu jedem 
k=0 
e>0Oein n. > N, so dass 


m 
0< DD bn <e füralem>n>n.. 
k=n+1 


Für diese n und m ist dann auch 


m m 
| DE a|l< Dlal<e, 
k=n+1 k=n+1 
oo oo 
d.h. die Reihen >. a, und >, la,| erfüllen das Cauchy-Kriterium. DO 


k=0 k=0 
5.3 Ungleichungen für Reihen 


Konvergiert die Reihe ), |ar|, so konvergiert auch die Reihe ) ar, und es gilt 
k=0 k=0 


oo oo 
IDa|< »larl. 
k=0 k=0 


BEWEIS. 


Wir setzen 
n n 
He) u ine), le: 
k=0 k=0 


Nach dem Majorantensatz existieren die Grenzwerte s= lim sn, t= lim tn. 
N—09 N—00 
Mit Hilfe von 82:6.2 folgt 


n n 
= || < Dal in<t, 
k=0 k=0 
also 
= Im 3, <= t; OD 


NO 
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5.4 Beispiele 
(a) Die Reihe 

© „ck 

2 

konvergiert für alle ze C, denn 
= |z]" 
> il 
ko K! 
ist eine Majorante und konvergiert nach 2.3 (a). 
(b) Die Reihe 

 kz" 

Rei 


konvergiert für |z| < 1, denn sie besitzt die nach 2.3 (b) konvergente Majorante 


> klel*. 
k=1 


5.5 Aufgaben. Zeigen Sie: 
(a) Konvergieren die Reihen )) |ax|” und ), |br|” mit ar, br € C, so konver- 
Di) k=0 


giert auch ), @rbr, und es gilt 
k=0 


| 2 abe | < (£ ar" + R [br | ). 


0,6) 0,6) Aa 
(b) Konvergiert )) |ax|”, so auch )) — 
k=1 k=1 


6 Umordnung von Reihen 


6.1 Problemstellung. In endlichen Summen von reellen oder komplexen Zah- 
len können beliebig Klammern gesetzt und Vertauschungen vorgenommen wer- 
den, z.B. 


Eee 2 0% ie En at: (aa+taı)+(ae tazs+ası+tas)+(as+ar+tas) 


Stra tr ra a Fe Fe + + a: 
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(a) Gilt für Reihen auch eine Art von Assoziativgesetz ? Die Präzisierung dieser 
Frage lautet: Es sei nı <na< .... eine Teilfolge in No = {0,1,2,...} und 


VE en Eee Beil ae As 


Folgt dann aus )) db. =a auch ar = a,d.h. ist Klammerauflösung erlaubt ? 
m=1 k=0 


Die letzte Frage muss verneint werden, wie das Beispiel 


= (-1" und hı=o+um=0, b=ata=0,... 


zeigt. 


Klammersetzung ist dagegen erlaubt. Denn für die beiden Partialsummen 


n m 
k=0 RER 





gilt tm = Sn, , also ist (tm) eine Teilfolge von (s„) und hat daher denselben 
Grenzwert. 


(b) Gilt für unendliche Reihen das Kommutativgesetz? Betrachten wir eine 
bijektive Abbildung („Permutation“) k > y(k) von No = {0,1,2,...} auf sich, 
so enthält die umgeordnete Reihe 


I, Aplk) 
k=0 





wieder alle Glieder a;, nur in anderer Reihenfolge. 


oo oo 
Gilt stets ),ar = do) ? 
k=0 k=0 





Die Antwort darauf lautet: nein! Dies zeigte zuerst CAUCHY 1833 am Beispiel 
der Leibniz-Reihe 


ee 
ee 


Die umgeordnete Reihe 


(1+3-5)+(5+7-3)+(+7-3)+(5+5-3)+ 
ı 2) ra ya) t 


hat den 1.5-fachen Grenzwert der ursprünglichen Reihe. 





RIEMANN zeigte 1866, dass sich durch geeignetes Umordnen sogar jeder beliebig 
vorgegebene Grenzwert erzielen lässt, und zwar zeigte er dies für alle konvergen- 
ten Reihen, die nicht absolut konvergent sind, vgl. 6.2. Für Einzelheiten siehe 
IMANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 78 und 80). 
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6.2 Absolute Konvergenz 


009 00 
Eine Reihe ), a, heißt absolut konvergent, wenn ), |a,| konvergiert. 
k=0 k=0 
009 009 
Aus der Konvergenz von ), jar| folgt immer die Konvergenz von ), a, nach 
k=0 k=0 
dem 2 Joraubeneaiz Die Umkehrung “ nicht: zw konvergiert die Leibniz- 


Reihe > 1)" \n, die Reihe >> (- wi = -,; 7; aber nicht. 
6.3 Der Umordnungssatz 


Konvergiert eine Reihe absolut, so konvergiert auch jede Umordnung gegen den- 
selben Grenzwert wie die Ausgangsreihe. 


Entsprechend gilt: 


Ist irgend eine Umordnung >, Aykk) der Reihe > ar absolut konvergent, so 
konvergiert auch jede Umordnung absolut, insbesondere die gegebene Reihe. 


Für den Beweis siehe |[MANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 80]. 
6.4 Doppelreihen 


Gegeben sind komplexe Zahlen a;r (i,k € No = NU {0}. Um ), ai zu 
Ro 





definieren, bieten sich verschiedene Wege an: 


(a) Wir bilden ), ( Ya), falls die Reihen b; = ), air und ),b; konver- 
i=0 k=0 k=0 i=0 
gieren. 


(b) Analog können wir >E Q;r durch 3 (> Air) definieren. 
i,k=0 k=0 i=0 
(c) Schließlich können wir die a; durchnummerieren, d.h. die Menge 


{air |, k € No} als Folge (an) durchlaufen und ) an) bilden. 
n=0 





Auf die letzte Möglichkeit wollen wir näher eingehen. 


6.5 Lineare Anordnung einer Doppelfolge 


Unter einer Anordnung (Abzählung) der Paare (i,k) (i,k € No) verstehen 
wir eine bijektive Abbildung p von No auf No x No = {(i,k) |i,k € No}. 


Ist y(n) = (i,k) , so schreiben wir an) an Stelle von a;r. Ein Beispiel für eine 
Anordnung von No x No hatten wir in 81:11 kennengelernt, wir stellen diesem 
noch ein zweites gegenüber: 
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Diagonalverfahren Quadratverfahren 
Qa00 ao01 — Qa02 Or u Qa00 ao01ı — Qa02 0037 .»% 
IA RL Y T Y T 
q10 qQ11 qa12 a13 .. a10 — Q11 qa12 qa13 
EEE 1 t 
420 a21 a22 a23 ... a20 7 Q21 T 422 a23 
I u? er, } 4 
QA30 q31 A432 qa33 .. a30 — Q31 —7 A32 —? Q33 
(0) = (0,0), p(3) = (0,2) (0) = (0,0), %(3) = (0,1) 
o(8) = (1,2), usw. y(8) = (2,0), usw 


6.6 Der große Umordnungssatz. 


Für jede Doppelfolge (air) in C sind die folgenden Aussagen äquivalent: 


(a) >), lagın)| konvergiert für eine Anordnung y, 
k=0 


0,0) 


(b) 5 Jagım)| konvergiert für jede Anordnung %, 
k=0 
©). ( > lair|) konvergiert 
i=0 k=0 
(dies schließt die Konvergenz aller ), Jair| für i=0,1,... ein), 
k=0 
(d) (% air] ) konvergiert 
k=0 i=0 


(dies schließt die Konvergenz aller ), Jair| für k = 0,1,2,... ein). 
i=0 


Ist eine dieser vier Aussagen erfüllt, so gilt für jede Anordnung 


(Lan) = % (Dar) = Do) 
i=0 k=0 k=0 i=0 j=0 


Der relativ lange und ziemlich technische Beweis findet sich in [|MANGOLDT- 
KnoPpP, Bd. 2, Nr. 81]. Wesentliche Ideen gehen auf CAUCHY zurück. 
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7 Das Cauchy-Produkt 
7.1 Der Produktsatz von Cauchy 


Sind die Reihen a= ),a; und b= ), br absolut konvergent, so ist auch die 
i=0 k=0 


Reihe c= ), cn mit den Gliedern 
n=0 


Cn : aobn + aıbn-ı ee + An-ıbı + anbo — >> a;br — > a 
i+k=n k=0 


absolut konvergent, und es gilt 
a > Bis 
n=0 


Der Beweis lässt sich auf den großen Umordnungssatz zurückführen, siehe dazu 
IMANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 82]. 


BEMERKUNG. Konvergiert keine der beiden Reihen absolut, so braucht die Aus- 
sage des Produktsatzes nicht zu gelten (CAUCHY 1833). 





7.2 Die Exponentialreihe 
6) k 
2 
ER) = L 7 


k=U 


konvergiert absolut nach 5.4. Weiter ist 


E(z+w) = E(z)-E(w) und E(0) =1. 


Denn nach dem Produktsatz gilt E(z):E(w) = >, «n mit 
n=0 


k n—k 
. u - w . a n k nk _ 1 n 
3 re > („)% a 


er 
woraus folgt 


Bo.) = Fame = He). 


z 


(Später werden wir sehen, dass E(z) = e” = e”(cosy+isiny).) 


7.3 Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe des Produktsatzes 


1 oo 


n=0 
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1 Grenzwerte von Funktionen 


1.1 Das Beispiel on 





Zunächst ist f(x) = me nur für #0 3 
erklärt. Die Gestalt des Graphen deu- 
tet aber darauf hin, dass f durch 
f(0) := 1 sinnvoll in den Nullpunkt 
fortgesetzt wird. Wir präzisieren dies. 


1.2 Definition und Erläuterung 


Die Funktion f sei erklärt in einem 

nicht einpunktigen Intervall / mit even- 

tueller Ausnahme des Punktes a € I. 

Wir schreiben T 
lim f(x) =b oder lm f(x) =b 

ee, I3x—a 

xel 

(f hat an der Stelle a den Grenzwert b), wenn 

lim f(zn) = b für jede Folge (&n) in /\{a} mit lim ın = a. 

N—OooO N—OoO 


Beachten Sie, dass in diese Definition der Funktionswert f(a), soweit erklärt, 
nicht eingeht. Aus drucktechnischen Gründen ziehen wir die Schreibweise 


im: Aa)=b 


ISx—a 


vor. Die Definition umfasst drei Fälle: 

im. fa)=b, 
ISaxoa 
so heißt b der rechtsseitige Grenzwert von f(x) an der Stelle a und wird mit 


Rechtsseitiger Grenzwert. Ist / = |a,a+r| mit r > O0 und 





lim f(x) oder kurz f(a+) 


cs—a+ 


bezeichnet. Entsprechend ist der linksseitige Grenzwert definiert: 


Ist J= ja -r,a]| mit r > 0, so setzen wir 


lim fie) = fla-):= lim fie), 


z-a-— Ja oa 


falls dieser Grenzwert existiert, d.h. falls für jede Folge (x„) mit &n < a und 
£n — a die Folge (f(xn)) einen und denselben Grenzwert hat. 


Ist schließlich a ein innerer Punkt von /, so bezeichnen wir 
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lim f(x) schlicht mit lim f(x). 


ISx—a ca 


(zweiseitiger Grenzwert). 


Für die Heaviside-Funktion h Y 
1 me >B8, 
Mer 5 Wr=U, j 
0 fürr<oO 





existieren die einseitigen Grenzwerte 
h(0+) = 1 und Ah(0-) = 0, dagegen 
existiert lim h(x) nicht. 

cz—0O 


1.3 Beispiele 

Sehr nützlich für die Bestimmung von Grenzwerten ist der folgende 

Vergleichssatz. Gilt lim f(x) = lim h(z) =b und f(x) <g(r) <h(«) 
I3xc—a Is2e-a 


für alle zeI mit O<\c-al<ö, so ist auch „im oaz)=b, 
I>a 


BEWEIS. 





Sei (£n) eine beliebige Folge in I\ {a} mit lim x„n = a. Dann gibt es ein ns 
N—CooO 
mit O<|&n —a| <6 für n> ns. Nach Voraussetzung gilt 
72.) 2092.) < h&) ie n>n 


und 
im: fies) =. im 0.) = B: 
N—00 N—00O 
Der Dreifolgensatz 82: 6.6 liefert dann lim g(&n) =b. D 
N—00o 


(a) lim cosz = 1. Denn nach 83:8.7 gilt 


c—o0 
2 


= 2,0030 1, 


Die Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz wegen lim (1- 2) — 1, was sich 
LI 


aus lim (1- =.) — 1 für beliebige Nullfolgen (x) ergibt. 


N—CooO 
(b) lim a 
xz—0 TC 


Denn aus 1- 32° <cosz <1 folgt |1-cosz|=1-cosz < 32”, also 


l— 1 
0< ee] = 5 el für ©#0. 


L 
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(c) lim _, 


c—o0 T 





Wir benützen die in 83:8.7 gegebenen Abschätzungen 
. m 
Isinxz| < |xz| < | tanz] für |x| < 5: 
Daraus folgt für 0 < |&|l< 5 


% sinzt sint 
cost = . 











tanz A A 


Damit folgt die Behauptung aus (a) und dem Vergleichssatz. 








a ze 
c—0 Tc 
Be] 
ji — 7, 
SL 


Um den Vergleichssatz anwenden zu können, beweisen wir die Ungleichung 


l “—1 1 
ee < —— jur 0<le| <T. 
1+|x| ® 1- |x| 














Der rechte Teil der Ungleichung wurde in 83:2.3 (e) bewiesen. Beim Nachweis 
des linken Teils verwenden wir e® >1-+x nach 83:2.3 (c). Im Fall x > 0 ist 
e” —1 1 1 


L > — 
= Itz Irkl 











Im Fall -1<x<0O gilt e”” >1- x, woraus wir erhalten 

















1 1 —L 
ie = 1 ee  , 
ö gr: 1-x 1-Xt 
und daraus 
ee =] le? 1 1 
E —x 1-x 1+|«| 


1 I 
(f) lim e = =0. Dagegen existiert lim e = nicht. 
c—0+ 0 — 


Denn für x > O gilt 


1 


e/® >1+->-, somit 0<er<r. 


Sim 
S|I- 


Für £n = --+ wird e'/®r = e" beliebig groß. 
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1.4 Beispiel 


1 
lim sin — existiert nicht: Zu jeder be- 1 
cz—o0 


E 
liebigen Zahl c € [-1,+1] gibt es eine 
Nullfolge (y„) mit 


sin — — c, sogar sin — =c. 1 7 
Yn Yn 3 
Wir erhalten diese mit & = arcsinc 
durch _1 
er —— für Hnel2.: 
3 a + 2mn 


1.5 Das e-ö6-Kriterium 


Genau dann ist , lim f(x) = b, wenn es zu jedem e>0 ein d >0 gibt, so dass 
97a 


fa)-bl<e füralle zeI mit O<|e-al<d6. 





Bei Verkleinerung von e wird auch ö 


verkleinert werden müssen (Fig.). Y 
BEWEIS. 
b+ei 
„—": Es gelte lim f(x) = b. Wir 
I3z—a b+e2 
behaupten, dass es zu jedem gegebe- 
nem e>0O einno EN gibt mit 
b-e9 
fa) -2l<e . 


für alex e I mit O<|r-a| <1/no. 

Wäre das nicht der Fall, so gäbe es zu 

jeder natürlichen Zahl n ein &n € I, 

für das zwar 0 < |@n al < 1/n, aber nicht |f(zn)-bl < e gilt. Dann wäre aber 

£n — A, in # a, also nach Voraussetzung lim f(xn) = b, im Widerspruch zu 
N—O9 


a—öj a-d6oa a atboatsı a 


If(zn) -—b| >e nach Wahl der x„. Also muss es ein no der oben behaupteten 
Art geben; wir setzen ö6 := 1/no. 


„——": f erfülle an der Stelle a das e-ö-Kriterium. Ist e > 0 vorgegeben, so 
wählen wir ö > O0 so, dass 


fa)-bl <e füralle zeI mit O<|e-al<o. 


Ist nun (x„) eine Folge in / mit £n — a, £n # a, so wählen wir no so, dass 
lan -al <6 für n> no. Dann ist |f(xn) -b] <e für n> no (no hängt über 
ö von e ab). D 
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1.6 Folgerung. Ist lim f(x) =b>0, so gibt es ein ö>0 mit 


1224 
fix) > sb für all zeI mit O<|r-al<ö6. 


BEWEIS. 
Wir wählen e=b/2 und ö6>0 so, dass 


fa) -bl <e füralle ze I mit0<|e -al<d6. 


Für diese x ist f(z2) =b+ (f(x) -b) 2b-|\f(&) -b >b-2= 2. D 


1.7 Folgerung. Ist a ein innerer Punkt von I, so existiert „im f(x) genau 
Da 


dann, wenn die Grenzwerte lim f(x), lim f(x) existieren und gleich sind. 
c—a+ cCJa— 


([üA], benützen Sie das e-6-Kriterium.) 


1.8 Grenzwerte für £ — ©o und £ — —-oo 


(a) Ist f(x) erklärt für alle x > a, so definieren wir 


im fe) =, falle. lim (2) = 


C—00O c—0+ T 


(b) Ist f(x) für alle x < ß erklärt, so sagen wir 


im f(x) =c, falls lim f () =;6, 


—>—-00 CO — T 





(c) Anschaulich gesprochen bedeutet lim f(x) = b, dass der Graph von f für 
E—OoO 


große x eine waagrechte Asymptote mit Gleichung y = b hat. 


(d) Genau dann ist lim f(x) = b, wenn es zu jedem e>0 ein R>O gibt, mit 
Oo 


fa)-bl<e fürall z>R. 


BEWEIS direkt aus dem e-ö6-Kriterium 1.5 unter Berücksichtigung von 


PL PER, 
T Ö 


1.9 Beispiele 


(a) ime’”=0, lm e”=0. 


i 
Denn nach 1.3(f) ist lim e = =0, und für negative x ist e’” = e /l®!. 


c—0+ 


ö 7 ; 
(b) lim arctanı = <, lim arctanz = — 
T—>Ooo 2 ET —-00 


w| 3a 
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Wir zeigen, dass lim arctan n = > die zweite Behauptung folgt dann aus 
c—0+ 
arctan(-x) = -arctanz. Für 2 > 0 ist 9 = arctan + € jo, 5 P und es gilt 


In ee 
T cos p sin (5-p) tan (5-p) 





9 


also 2 =tan (3 — p): 
Für 0<xz<75 gilt die Ungleichung x <tanx (83: 8.7), also folgt 


tan = -9) = tar, 
und wegen der Monotonie des Tangens folgt 
T T 
_——-p< für O —. 
5 osx Qu = 5 
Damit haben wir 
1 
0 < I - arctan = <e für 0 << 2 
2 0% 2 


woraus mit dem Vergleichssatz 1.3 die Behauptung folgt. 
(c) Für u #0 ist 


lim Het Han _ An 
a bee. tben  b 





(d) Sind p,g reelle Polynome mit Grad (p) > Grad (g), so existieren die Grenz- 
werte lim p(z)/g(x) nicht [UA]. 
> (0,0) 


1.10 Rechenregeln für Grenzwerte 


Ist lim f(x) =c und limg(x) = d, so existieren die Grenzwerte 


(a) lim (af(z) + Bgle)) = ac+ Pd. 


(b) Im fa): 9(2) = e-d. 
fe) _ ©, yalls 
(c) ran 7 falls dZ£0. 


Dabei steht lim f(x) = c für eine der Aussagen : lim. fi) =:£;,- im flia)= 
I7—>a 2—00 


lim f(x) = c; entsprechend soll lim g(x) = d verstanden werden. 


— 


BEWEIS. 





Direkt aus der Definition und den Rechenregeln für konvergente Folgen. Bei (c) 


beachten Sie 1.6 [üAl. 
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1.11 Aufgaben 


(a) Bestimmen Sie lim u mit Hilfe der Halbwinkelformel 83:8.4 (8). 
z—)O L 


1 
(b) Bestimmen Sie lim ze ®. 
z—0+ 


2 
(c) Für welche a,b € R existiert lim sin(ar) 


nee und was ergibt sich als 
20 sin(bx 


Grenzwert ? 


1.12 Zur Berechnung weiterer Grenzwerte werden wir die Regel von de 
l’Hospital verwenden, vgl. 89:9. 


2 Stetigkeit 


2.1 Definition. Eine Funktion f:/—R heißt stetig an der Stelle a € I, 
wenn lim f(&n) = f(a) für jede Folge (x) in I mit ın — a gilt. 
N—0o 


2.2 SATZ. Äquivalente Bedingungen sind: 

(a) f ist stetig an der Stelle a. 

(b) „im f(x) = f(a) (Funktionswert gleich Grenzwert). 
IJI->a 


(c) e-Ö-Kriterium: Zu jedem e > 0 gibt es ein ö >0, so dass 
If(&) - fla)l <e füralle zeI mit x -al<d. 


BEWEIS. 
(a) — (b): Ist f stetig an der Stelle a, so ist lim f(xn) = f(a) für alle Folgen 
N—0o 


(tn) in I mit &n — a, also erst recht für alle Folgen (zn) in I mit &n — a, 
u Re 
(b) —> (c): Nach 1.5 gibt es zu jedem &e > 0 ein d > O mit 


fl&)- fla)l <e füralle zeI mit O<le-al<ö. 
Für x = a ist natürlich | f(x) — f(a)| = 0. Also ist 


If(&) - f(a)|<e fürall zeI mit |e-al<d. 





(cC) —> (a): Genau wie im zweiten Teil des Beweises 1.5, [UA]. D 


2.3 Folgerung. 
Ist f stetig an der Stelle a und f(a) > 0, so gibt es ein 6 >0, so dass 


f(z) > 3 f(a) für all xeI mit Ier-a|l <6. 
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2.4 Stetigkeit in einem Intervall, die Menge C(I) 


f heißt stetig im Intervall /, wenn f in jedem Punkt von / stetig ist. Die 
Menge aller stetigen Funktionen f: I’ —R bezeichnen wir mit C(/). Im Fall 
I = [a,b] schreiben wir C [a,b] statt C ([a, b]). 





2.5 Erste Beispiele 
(a) Konstante Funktionen sind stetig, ebenso die Identität © > x. 


(b) Der Sinus und der Kosinus sind auf ganz R stetig. Zum Nachweis zeigen 
wir zunächst die Stetigkeit im Nullpunkt. Wegen |sinz| < |x| erhalten wir 


lim sinz = 0 = sinO nach dem Vergleichssatz 1.3. Ferner ist limcosr = 1 = 
cz—0 xz—0 


cos0 nach 1.3 (a). Hieraus folgt 


lim sin(e-a) =0, limcos(e-a) = 1 
ca ca 

und daher 
sine = sina+x-a) 


—= sina-cos(e —a)+cosa-sin(e -a) — sina für ra 





nach den Rechenregeln 1.10, und entsprechend 
cosz = cos(la+x-—.a) 
= cosa-cos(w —a) —-sina-sin(© —a) — cosa für za. 
(c) Die Exponentialfunktion ist stetig auf ganz R. Denn nach 83:2.3 (e) gilt 


6 -*] = |e* (et | ser 


_ ka 5. 5 | 
Dr ür |r-al<1, 


also gilt lim je” —e”| =0 nach dem Vergleichssatz 1.3. 
za 
(d) Die Dirichlet-Punktion, gegeben durch 


_ 1 fürze9, 
Ka) = 0 fürxe®d 


ist an keiner Stelle stetig [üAl. 


(e) Die Funktion x > 1/x ist stetig auf R>o (und auf R<o). Wir zeigen die 
Stetigkeit an der Stelle a > 0: Für © > a/2 gilt 


2; 
a 


nach dem Vergleichssatz. 


aA— LT 








2 
| < Zea-a = 0 vr 2a 
a 





ALT 
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3 Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen 


3.1 Vielfaches, Summe, Produkt 


Die folgenden Aussagen können wahlweise auf die Stetigkeit in einem Intervall 
als auch auf die Stetigkeit in einem einzelnen Punkt bezogen werden. Sie folgen 
unmittelbar aus 1.10. 


(a) Ist f stetig, so auch A: cm A f(x). 
(b) Sind f,g stetig, so sind auch 
F+g9 : zu fa) +g(e) und 
fg : zu (a): g(®) 


stetige Funktionen. 








(c) Entsprechendes gilt für Summe und Produkt endlich vieler stetiger Funktio- 
nen. 


(d) Sind f,g stetig, so ist 
f.,. f@ 


g- g(z) 


an jeder Stelle a mit g(a) #0 stetig. 


3.2 Polynome sind stetig auf R 


Denn jede konstante Funktion ist stetig, ebenso die Identität 1:2 > x. Durch 
wiederholte Anwendung von 3.1 (a),(b),(c) ergibt sich die Behauptung. 


Rationale Funktionen p/q sind in allen Stellen a mit q(a) # 0 stetig. Das ergibt 
sich aus 3.1(d). Sind p und q nicht teilerfremd, so lässt sich der Definitionsbe- 
reich von p/q durch Kürzen unter Umständen vergrößern. 


3.3 Betrag und Supremum 

Ist f stetig, so auch |f| : 2 + |f(&)|- 

Denn aus f(zn) — f(a) folgt |f(an)| <> |f(a)|- 

Das Supremum zweier Funktionen f, g ist definiert durch 
Fvg: 2 maxtf(z),g(@)}- 


Eine einfache Fallunterscheidung zeigt 


fvo= s(lta+lf-a): 


Sind also f und g stetig, so ist auch f V g stetig. Entsprechendes gilt für fXg: 


x + min{f(x),g(x)} [üAl. 
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3.4 Hintereinanderausführung 


Mit 9:I—>J und f:J—Röistauch fog:I—>R, z+ f(g(x)) stetig. 





Denn ist (zn) eine beliebige Folge in / mit &n — a € TI, so ist zunächst 
lim g(&n) = g(a). Da f seinerseits an der Stelle g(a) stetig ist, folgt 


N—0o 


lim f(g(zn)) = F(g(a))- 


NO 


3.5 Stetige Fortsetzung 


Hat f an der Stelle a € I eine Definitionslücke, und ist f an allen anderen 
Stellen x € I stetig, so lässt sich f durch f(a) := „im f(x) zu einer auf I 
DIA 


stetigen Funktion ergänzen, falls dieser 


Grenzwert existiert, vgl. Beispiel 1.1. ; 


Demnach ist durch 


x - sin 4 für #0, 
fix) = . 
0 für =D 





SV 


eine auf ganz R stetige Funktion gege- 
ben. Die Stetigkeit im Nullpunkt folgt 
wegen |f(x)| < |x| aus 1.3, die Stetig- 
keit in R\{0} aus 2.5 (b), 3.1, 3.4. 








4 Die Hauptsätze über stetige Funktionen 


4.1 Der Satz von Bolzano-Weierstraß für kompakte Intervalle 


Das entscheidende Hilfsmittel für die kommenden Erörterungen ist der Satz von 
Bolzano-Weierstraß, den wir in der folgenden Form verwenden: 


Jede Folge in einem kompakten Intervall [a,b] besitzt eine konvergente Teilfolge, 
deren Grenzwert in |a, b] liegt. 





Denn nach 82:9.8 besitzt jede Folge (x„) in [a,b] eine konvergente Teilfolge 
(£&n,)- Ausa<an, <bfürk=1,2,... folgt, dass auch der Grenzwert in [a,b] 
liegt. 


Für offene Intervalle Ja,b| gilt kein solcher Satz: Die Folge (a = >=) liegt in 
la, bl, ihr Grenzwert aber nicht. Auch in unbeschränkten Intervallen enthält 
nicht jede Folge eine konvergente Teilfolge, zum Beispiel I=R,, mn =n. 





4.2 Beschränktheit stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen 


Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion ist dort beschränkt: Ist 
fe Cla,b], so gibt es eine Schranke M mit |f(x)| <M für alle xe la,b]. 
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BEMERKUNGEN. 





(a) Auf beschänkten offenen Intervallen kann eine stetige Funktion durchaus 
unbeschränkt sein. 


(b) Ist f: [a,bl > R unstetig, so braucht f nicht beschränkt zu sein. 
Für beide Aussagen liefert die Funktion 
| R 
— re #l, 
fa) = " 
0 


rl 





ein Gegenbeispiel, das eine Mal auf dem Definitionsintervall ]0, 1[, das andere 
Mal auf [0,1]. 


BEWEIS. 


Angenommen, f ist stetig auf [a,b], aber unbeschränkt. Dann gibt es zu jedem 
neN ein zn € [a,b] mit |f(an)| > n. Ist (&n,), eine konvergente Teilfolge 
von (£n) mit £n, — zo € [a,b] , so folgt aus der Stetigkeit f (£n,) > f (&o) für 
k — oo. Die Folge (f(&n,)), ist als konvergente Folge beschränkt, andererseits 
ist |f (&n,)| > nr > k, ein Widerspruch. D 





4.3 Der Satz vom Maximum 

Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion besitzt dort ein Maximum 
und ein Minimum: Für f € C[a,b] gibt es Punkte x*, x. € [a,b] mit 

f(x) für alle ze |a,b| , 

f(x) für alle ze Ja,b|. 

BEMERKUNGEN. Ist eine der Voraussetzungen nicht erfüllt, so braucht es kein 
Maximum (bzw. Minimum) zu geben. Dazu einige Beispiele: 


(a) Nichtkompaktes Intervall I, stetiges f. 





f2)=& auf 7= |0,1[ 
re)=arecan2 a IR, 


In beiden Fällen wird das Supremum der Funktionswerte nicht angenommen. 
(b) Kompaktes Intervall I, unstetiges f. Wir betrachten 
4% wnrei<ze<41 
fix) = ‚ 
0 re=-1uımndz=41. 


f besitzt im Intervall [-1,+1] weder ein Maximum noch ein Minimum. 
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BEWEIS. 


Wir zeigen, dass f ein Maximum besitzt. Nach 4.2 ist f beschränkt, also exi- 
stiert 


s = supt fa) |ası sb}. 


Zu jedem n € N gibt es ein ın € [a,b] mit s — 2 < fltn) < s (Definition 
des Supremums). Die Folge (2n) besitzt eine konvergente Teilfolge (&n,.),. Ist 





we ‚lim ins Bot Fler) „im f(xn,) wegen der Stetigkeit von f. 
—0o —0o 
Nun ist aber 
1 1 
— n —= — Fi = 7» 
6 Fan) = s- Fan) < L < 4 


also ist f(x*) = ‚im fan.) = s. Es folgt f(z”) > f(x) für alle ze [a,b]. 
— 00 
Nach dem gerade Bewiesenen nimmt — f sein Maximum auf [a,b] an, das heißt 
es gibt ein x. € [a,b] mit — f(x.) > - f(x) oder f(x.) < f(x) für alle x € [a,b]. 
U 





4.4 Der Zwischenwertsatz 


(BOLZANO 1817) Sei f stetig im Intervall I und seien aß € I mit «a <P. 
Dann nimmt f in|a, B] jeden Wert zwischen f(a) und f($) wenigstens einmal 
an. Gilt insbesondere f(a) < O und f(ß) > 0, so hat f in [a,ß] mindestens 
eine Nullstelle. 


BEWEIS. 


Wir dürfen 0.B.d.A. (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) annehmen, dass 
fi) < f(ß), d.h. die Allgemeingültigkeit der Argumentation wird durch diese 
Annahme nicht berührt. Denn im Fall f(a@) > f(ß) betrachten wir — f statt f. 


Zu zeigen ist: Zu gegebenem c mit f(a) <c< f(ß) hat die Gleichung f(x) = c 
eine Lösung zo € |a, Bl. Wir beweisen dies, indem wir ein Iterationsverfahren 
zur Bestimmung von xo angeben. 


4.5 Lösung der Gleichung f(x) = c durch Intervallhalbierung 


Sei f[a) <ce< f(ß) und f stetig in [a, ß]. Gesucht ist eine Lösung zo der 
Gleichung f(x) = c. 





Zu diesem Zwecke setzen wir £ı = a, yı = B. Dann setzen wir 


u, u, falls F(ELEN) Ce ham. 


c2 = 
m=1ı, yo = Fr, falls F (FE) >c. 


Ist f zıtyı) — c, so sind wir fertig. Sonst haben wir 
2 


fee) <e<flig) und p-z2 = 5(yı -mı) = 3(B-a). 
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Nun fahren wir so fort: Haben wir £n,Y%n schon so bestimmt mit 


n—1l 


Fan) <e< fun); nen, (20); 


so setzen wir 





In+1 = Tun, Un+1 = Yn ; falls 5%) z..; 
In+1 — In »  Un+1 = nun, falls 25%) Es 





und beenden das Verfahren, falls f (Ze2r) — 2 


Tritt dieser Fall nie ein, so bilden die Intervalle |x„,yn| eine Intervallschach- 


telung. Für die davon erfasste Zahl zo = lim zn = lim yn folgt wegen 
N—CooO N—00o 
f(zn) < ce die Ungleichung f(xzo) = lim f(xzn) < ce, und aus f(yn) > c 
N—0o 
folst f(xo) = lim f(yn) > ec. Also ist f(xo) =c. Q 
N—0o 


4.6 Aufgabe Warum besitzt die Gleichung e” = «+2 eine Lösung xo € [0,2]? 
Berechnen Sie &o durch Intervallhalbierung auf drei gültige Stellen nach dem 
Komma. 


4.7 Eine Charakterisierung von Intervallen 


Eine nichtleere Teilmenge J von R ıst genau dann ein Intervall, wenn mit je 
zwei Zahlen a<PB in J auch |a, PB] in J liegt. 


BEWEIS. 
„—>" liegt auf der Hand. 





„—=": Die Menge J enthalte zu je zwei Zahlen & < ß auch das Intervall [a, ß]. 
Sei J beschränkt und a = inf J, b = sup J. Wir zeigen, dass |a,b| C J. Dann 
ist J ein Intervall, ganz gleich, ob die Randpunkte dazugehören oder nicht. Sei 
also x € la,bl. Nach Definition des Supremums bzw. Infimums gibt es Zahlen 
a,Bmita<a<xz<Pß<b. Nach Voraussetzung folgt [a, ß] C J, insbesondere 
med: 


Für unbeschränkte Mengen J argumentieren wir ganz analog [üAl. Oo 


4.8 Stetige Bilder von Intervallen 


(a) Ist f stetig auf dem Intervall I, so ist die Bildmenge f(I) wieder ein 
Intervall. 


(b) Für ein kompaktes Intervall I ist auch f(I) ein kompaktes Intervall. 


72 88 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit 


BEWEIS. 


(a) Für konstantes f =cist f(I) = |c,c]. Für nicht konstantes f ergibt sich 
die Behauptung aus dem Kriterium 4.7, denn für «,ß € f(I) mit a <Bß silt 
[@, 8] © f(T) nach dem Zwischenwertsatz. 


(b) Ist / ein kompaktes Intervall, so nimmt f nach 4.3 das Minimum und 
Maximum an: 


A:=minf(D)e f(D), B:=maxf(I)e f(N. 
Zusammen mit (a) folgt [A, B] = f(T). Q 


5 Die Stetigkeit der Umkehrfunktion 


5.1 Satz. Sei f auf dem Intervall I stetig und injektiv. Dann ist f streng 
monoton, J = f(T) ein Intervall, und f':J — TI stetig. 


BEWEIS. 


(a) Monotonie von f: 
Wir zeigen zunächst: Sind x&1,2%2,x%3 Zahlen in I mit &ı < &2 < xs, so ist 


entweder f(xı) < f(xz2) < f(x3) oder f(xz3) < f(x2) < f(xı). 


Angenommen, dies ist nicht der Fall, 
etwa f(xı) < f(zs3) < f(x2). Dann 
wählen wir ein c € |f(zs), f(x2)| 
und finden nach dem Zwischenwertsatz 
Zahlen u € lxcı, 2], U: es; 3] € 
mit f(u) = f(v) = c, im Widerspruch 

zur Injektivität von f. Entsprechend 
schließen wir in den anderen Fällen. 


Wir fixieren nun a,be Imita<b und 
nehmen o.B.d.A. f(a) < f(b) an (sonst 


: Iı U T2 V 23 
betrachten wir — f statt f). 


Für beliebige x < y zeigen wir nun f(x) < f(y). Sei zunächst x < a. Dann 
folgt nach dem eingangs gemachten Schluss f(x) < f(a) < f(b), wovon wir 
nur die erste Ungleichung benutzen. Aus y < a folgt f(x) < f(y) < f(a), aus 
y=a folgt f(x) < f(a) = f(y), und aus y > a folgt f(x) < f(a) < f(y). Ganz 
entsprechend schließen wir im Falla > x. 


(b) f' ist stetig: Wir dürfen annehmen, dass f streng monoton wachsend 
ist. Es sei yo = f(xo) € J. Falls zo kein Randpunkt von / ist, wählen wir 
e>0 so klein, dass [xo -&,xo +e] C I ist. Ferner setzen wir yı = f(xo - &), 
ya = f(xo +e) und 6 := min {yo —- yı,ya — yo}. Dann folgt aus |y — yo| < 6 


Yyı<Sy-ds<y<ymHtd<me. 
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Aus der Monotonie von f ergibt sich 


m-e=-fm)<W<FW)=morte, 
somit er) _ xo| <e. 
Für Randpunkte xo schließen wir entsprechend für]. Oo 


5.2 Beispiele 


(a) Der Logarithmus ist stetig auf R>o als Umkehrfunktion der Exponential- 
funktion (vgl. 2.5(c)). 


(b) Der Arcuscosinus bzw. der Arcussinus sind auf [-1,1] stetig als Umkehr- 
funktionen der nach 2.5 (b) stetigen Funktionen cos : [0,7]) — |-1,1] bzw. 
sin: [-3,3] — [-1,1], vgl. 83:8.2, 8.5. 


Der Arcustangens ist stetig auf R als Umkehrung der stetigen Funktion 


T T 
eg RL BES 5 
an: | | 


Letztere ist bijektiv. Wir zeigen zunächst die Surjektivität. Wegen 


COST 











lim = dmi =) 
s>+2z- tanz s>3- sınT 
nimmt der Tangens beliebig große positive Werte an für O<xz< 53. Nach dem 
Zwischenwertsatz ist also R} der Wertebereich des Tangens auf 10, 5 | . Der Rest 
folgt aus tan(—x) = —tanıx. Nach 83: 8.6 ist der Tangens streng monoton, also 


bijektiv. 
(c) Die Quadratwurzel x > x ist stetig für x > 0 als Umkehrfunktion von 
erx für >0. 


(d) Allgemeine Potenz. Für jedes a € R ist die Funktion x > x° = e“!s® 
stetig für 2 > 0. Für b > 0 ist x > b" = e"!%®® stetig auf R. 


6 Der Satz von der gleichmäßigen Stetigkeit 


SATZ. Ist f stetig auf einem kompakten Intervall I, so gibt es zu jedem e > O 
ein 6 >0, so dass 


If) - f(y)|<e für alle z,yeI mit |e—-y|<6. 


BEMERKUNGEN. 
(a) Diesen Satz benötigen wir erst für die Integralrechnung. 


(b) Kennzeichnend für die gleichmäßige Stetigkeit ist, dass ö zu gegebenem e 
gleichmäßig, d.h. unabhängig von x gewählt werden kann. 
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(c) Ein Beispiel für nichtgleichmäßige Stetigkeit ist f(x) = + auf ]0, 1[: 
Fixieren wir a € |0, 1|, so gilt für jedes e mit O<e<1/a 
L 4 2 
2-5 <e — |r-al <ear = ealr-a)+tea”. 
x a 


Hieraus folgt, dass das größte erlaubte ö = ömax nicht unabhängig von a gewählt 
werden kann: 


eu 





Omas = . 
l-ea 


[üA]. (Unterscheiden Sie die Fälle x2>a und x <a.) 


BEWEIS des Satzes über gleichmäßige Stetigkeit. 


Wir setzen für n=1,2,... 


u sup $ |F(2) - Fo) | z,yelund |e-y|< — 


Nach Definition des Supremums gibt es Zahlen x„,Yyn € I mit 


3n - 2 < |f{an)- Fum)| < sn, also 


) 0< 50 < |flan)- Sm)l +. 





Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß gibt es konvergente Teilfolgen (£n,),; 
Un) DER 2 — ‚im X£n,. Dann ist auch ‚im Yn, = %o, denn 
x —09 


1 1 2 
en, — Yn,| S z < 7 0 für ko. 


Wegen der Stetigkeit von f gilt ‚im Iflzn.) - F(Uun,)| = 0- Aus (x) folgt 
—?009 
lim on, = im (Ilm) -S@m)l + 2) = 0 
k>oo One I ko nk Ink Nr u 


1 
Gegeben sei e> 0. Wir wählen k so, dass s„, <e und setzen ö := —. Aus 
Nk 


i 
e-y| <ö folgt dann |e -y| < er also |f(x) - f(y)| < sn, <eE: D 
k 
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1 Vorbemerkungen 


1.1 Zum Begriff der Geschwindigkeit 


Wir betrachten der Einfachheit halber die Bewegung eines Massenpunktes in 
der Ebene. Nach Einführung eines kartesischen Koordinatensystems können wir 
seinen Ort zum Zeitpunkt t durch den Koordinatenvektor 


beschreiben. 
Gleichförmige Bewegung. Wirken auf den Massenpunkt keine Kräfte ein, so ist 
nach dem ersten Newtonschen Gesetz die Bewegung gleichförmig: 


x(t) =a+ttv. 


v ist der Geschwindigkeitsvektor; ist er von Null verschieden, so gibt er die Rich- 
tung der gleichförmigen Bewegung an. Für je zwei verschiedene Zeitpunkte to, tı 
ist 
x(tı) — x(to) . 
ti—ko 


Die Zahl ||\v!|| heißt die Geschwindigkeit, ihre Messung ergibt sich aus der vor- 
angegangenen Beziehung. 





Ungleichförmige Bewegung. Als angenähertes Maß für den Geschwindigkeits- 
vektor zum Zeitpunkt to kann der Vektor 


x(tı) - x(to) 
tı -tbo 


angesehen werden, falls tı nicht allzu weit von to entfernt ist. Dieser Ausdruck 
hat aber den Nachteil, von dem willkürlich gewählten Zeitpunkt tı abzuhängen. 
Je näher tı an to heranrückt, desto besser wird er unserer Vorstellung einer mo- 
mentanen Geschwindigkeit entsprechen. Wir definieren daher den momentanen 
Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt to durch 





£ilt) — 1 (to) 


t t 0 
v(to) — lim x(t) = x(to) — ers o 
tto t-bo Br xa(t) — 702 (to) 


toto L- to 
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falls beide Grenzwerte existieren. Hiermit haben wir einen für die Entwicklung 
der Mechanik fundamentalen Begriff eingeführt. Dieser erscheint zunächst pa- 
radox. Schon der Vektor u (x(t) -x(to)) lässt sich aufgrund unvermeidlicher 
Messfehler nie genau bestimmen; er wird völlig unbestimmt, wenn |t — to| die 








Genauigkeit der Zeitmessung unterschreitet. 


Dennoch hat der Vektor v(to) eine ganz 
reale physikalische Bedeutung: Er gibt 
die Tangentenrichtung an die Bahn- 
kurve an und liefert die Geschwindig- 
keit derjenigen gleichförmigen Bewe- 
gung, mit der der Massenpunkt wei- 
terfliegen würde, wenn zum Zeitpunkt 
to die Zwangskräfte plötzlich wegfallen 
würden, die ihn auf der Bahn gehalten 
haben (z.B. Durchschneiden der Schnur 
bei der skizzierten kreisförmigen Bewe- 


gung). 


1.2 Das Tangentenproblem 


Eng verwandt mit dem Problem der 
Geschwindigkeit ist das Tangentenpro- 
blem: Ist f eine auf einem Intervall / 
erklärte Funktion, so ist für x # xo der 
Quotient 


_ Fa) = Flo) 

. IT To 
die Steigung der Sekanten durch die 
Punkte (xo, f(xo) und (x, f(x)). Mit 
den in der Physik gebräuchlichen Be- 
zeichnungen 


Act=r-ı 


Ay = f(x) - f(to) (Zuwachs des Funktionswertes) 


. _.. Ay 
ist also m = Re: 


Bei den bisher bekannten elementaren Funktionen nähern sich für £ — xo die 





Lo 


(Zuwachs des Arguments) , 


ON 
X 


Ax 


Sekanten einer Grenzgeraden, der Tangente im Punkt ro, und 


im I fiwo) 


220 T°—%xo 


ist die Steigung dieser Tangente. 
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2 Differenzierbarkeit und Ableitung 


2.1 Differenzierbarkeit 





Im folgenden sei / immer ein echtes Intervall. Eine Funktion f: T’— R heißt 
an der Stelle xo € I differenzierbar, wenn der Grenzwert 


f(xo):= lim Fe) = Fo) fo) 
I3a-20 %-%0 

existiert. In diesem Fall heißt f’(xo) die Ableitung von f an der Stelle xo. 
Andere Schreibweisen für die Ableitung sind 

d d df 

ie, | 
Die in diesem Zusammenhang gebräuchliche Bezeichnung „Differentialquotient“ 
geht auf die Gründerzeit des Calculus zuück. In der Nova methodus ... von 
1684 behandelt LEIBNIZ Tangentenprobleme. Bei seinen Ergebnissen wie etwa 
dX°? = 3X ”dk, dı/y = > sind dx, dy zunächst beliebige Zuwächse; später 
betrachtet er unendlich kleine (aber nicht verschwindende) Zuwächse und be- 
zeichnet sie als „Differentiale“. Für diese entwickelt er einen algebraisch hand- 
habbaren Kalkül, im Zuge dessen er später auch Quotienten von Differentialen 


bildet. 


Ist f eine Funktion der Zeit t, so ist seit NEWTON die Bezeichnungsweise sä (to) 
für die Ableitung an der Stelle to gebräuchlich. 











2.2 Differenzierbarkeit und Tangente 


Eine äquivalente Formulierung für die Differenzierbarkeit lautet: Es gibt eine 
Zahl a mit 


fix) = fixo) ta: (@ = 20) + Riw, 0), 


wobei für das hierdurch definierte Rest- Y 
glied R(x,xo) gilt. 
lim Ra,20) —u iR g 
ISzcrco 7% 
| | | | fizo) 
Die Zahl a ist durch diese Beziehung f 
eindeutig bestimmt: a = f’(xo). 
Geometrisch bedeutet das: Es gibt eine 
Gerade g mit der Gleichung 


veJn)+0- ei); xo x 


welche sich in der Nähe von xo besser an den Graphen von f anschmiegt, als jede 
andere Gerade durch (zo, f(xo)). Diese ist die Tangente im Punkt (zo, f(xo)) 
und f’(zo) ist ihre Steigung. 
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BEWEIS. 


(a) Ist f differenzierbar an der Stelle zo und 


Re) = )a- 7/7 o)@=-2); 
so ist offenbar 


Ri2,&%9) 


im — = Im Fix) = Fzo)  fiwo) 
ISz-rco 7% IISxz-xzo E70 


= \o)- 0: 


(b) Gibt es eine Zahl a, so dass 


2 
f(@) = fm) +a-(@- 20) + Riw,zo), lim Mo) _ 9, 
ISzro 0% 
so hat für € # xo 
fa) fa) _ „,„ ar) 
TI Io TI %o 
den Grenzwert a für £ — xo. D 


2.3 Differenzierbarkeit in einem Intervall 
Eine Funktion f heißt im Intervall / differenzierbar, wenn f in jedem Punkt 
xo € I differenzierbar ist. In diesem Fall ist die Ableitung 

f:I>R, z+ f(x) 


eine Funktion. 
Beachten Sie: Nach Definition 2.1 ist f: [a,b| > R genau dann an der Stelle a 


differenzierbar, wenn die rechtsseitige Ableitung 


m Of 


cs—a+ 2 —=G 


existiert. Entsprechendes gilt für die Stelle 5, hier wird die Existenz der links- 
seitigen Ableitung verlangt. 


2.4 Beispiele und Gegenbeispiele 
(a) Konstante Funktionen sind überall differenzierbar mit Ableitung 0. 
(b) Die Identität 1:2 + cr ist auf ganz R differenzierbar mit Ableitung 1. 


(c) Esgilt 2° =2x für alle ze R. Denn für jedes ze R ist 


2 _ m2 u 
a Ten N), ae de, 
ze20 2 = 20 PIE T—%Xo TZXTO 
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(d) Die Exponentialfunktion ist auf ganz R differenzierbar, und es gilt 


e Dee 
de 0° 
Denn für ze R und x Z/xo gilt nach 88:1.3 (e) 
z __m%o (2-20) _1 
übe Er Eee ct 2. 
20 I —X0o 


(e) Kosinus und Sinus sind überall differenzierbar, und es gilt 
. I; / . 
sin = Cc0oS, cos = -sin. 


Denn für zo €ER und h #0 ergibt sich aus den Additionstheoremen 83:8.4(f) 








sin(xo+h)—-sinzo _ sinn © h-1 Eee sin h 
h TR "nn 

cos(to + h) — coszo cosh—1 sin h 

5 00800 TT—  Sinzo 


Die Behauptung folgt jetzt mit hR= x —- zo — 0 aus 88:1.3(b) und (ec). 


2 a 1 


Denn für zo #0 und 0O<|h|< |xo| gilt zo +h7ZO und 





( ! -—) _ 20 —(@o+h) 
h\xz-+h To . hxo(xo + h) 
1 


1 
= - —— -— für h0. 
zolzo en n) 2; 22 ur = 


(g) Die Funktion x > |x| ist auf R mit Ausnahme von x = 0 differenzierbar 


ea. 


2.5 Differenzierbarkeit und Stetigkeit 


Ist f an einer Stelle xo differenzierbar, so ist f dort stetig. 


BEWEIS. 
Wir setzen R(x,xo) = f(x) — f(xo) — f (xo)(x — zo). Nach Voraussetzung ist 


in, Zar) Im (He ren) Be 


ISzco %7%0 ISz-zo u 
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also folgt 
mm (iz) - f(Xo)) = en. (f(&) - f(z0)- f’(xo) To 20) 
R 
u . er u Ze ‚im (0) =. 


BEMERKUNG. Aus Stetigkeit folgt im Allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit, 
wie wir am Beispiel © > |x| gesehen haben. 


Es gibt sogar Funktionen, die auf ganz R stetig, aber an keiner Stelle differen- 
zierbar sind, vgl. [MANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 100]. 


3 Differentiation zusammengesetzter Funktionen 


3.1 Summen und Produkte 


(a) Sind f,g: I—R differenzierbar, so auch af+Pßg füra,BER, und es gilt 
(af+Bg) =af+Bßg. 


(b) Sind fı,...,fn differenzierbar in I, so ist auch jede Linearkombination 
aıfıt -.. +Anfn dort differenzierbar mit 


(fit... ton) = auf t:.. Fa: 
(c) Produktregel. Sind f,g: IT —R differenzierbar, so auch f:g, und es gilt 
= art g. 


(d) Entsprechende Rechenregeln gelten für die Differentiation an einer Stelle. 





BEWEIS. 





(a) folgt mit Hilfe der Rechengesetze für Grenzwerte aus 


(Fe) + Bake)) = (aftzo) + Bskzo)) _ „KO Faro) | B gie) = glwo) 


2 —%0 U — xo LI Xx0 
(b) ergibt sich durch sukzessives Anwenden von (a). 


(e) Fr 7 ist 


Ste)gta) = Fzo)glro) _ FI -S) a4 AIR) za). 


Ct-%0 %— To Lt — x0 


Da g als differenzierbare Funktion stetig ist, folgt , lim g(x) = g(xto). Nach 
D>ITO 





den Rechenregeln für Grenzwerte hat die rechte Seite also den Grenzwert 


Flzo)g(xo) + g’(zo)f(xo). N 
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3.2 Die Kettenregel 


Ist 9:1— J an der Stelle xo differenzierbar, und ist f: J—R an der Stelle 
yo = g(xo) differenzierbar, so ist auch 


fog:I—R 
an der Stelle xo differenzierbar und es gilt 
(fo g) (zo) = Flyo)  g’(zo). 


Ist f in J und g in I differenzierbar, so gilt also 


7a) = Fl) ga) für alle wel. 


g’(xo) wird innere Ableitung und f’(yo) äußere Ableitung genannt. 


BEWEIS. 


Nach 2.2 lässt sich die Voraussetzung über f so fassen: 


f(v) = yo) + (F’(vo) + rw, yo)) (y- yo) mit lim r(y,yo) = 0 


JFay—yo 


(Mit den Bezeichnungen 2.2 ist r(y,yo) = R(y, yo)/(y - Yo)-) 
Analog gilt für g 


gl) = glzo) + (9’(z0) = s(z,xo)) (© —-x0) mit lim s(z,x0)=0. 


ISz—xo 


Somit ist 
Fs(&)) - Fu) = (Fo) + r(g(&), Y0)) (g(2) — Yo) 
= (F(yo) + r(g(®),Y0)) (g’ (0) + s(2,X0)) (2 - 20) 
= (vo) g’(&0) (® - 20) + 0(2,X0) (X — 0) 


wobei 


o(z,20) = f’(yo) s(x, 20) + r(g(x), yo) |9’(zo) + s(z,x0)| — 0 für x — zo 





nach den Rechenregeln für Grenzwerte und wegen lim r(g(x),yo) = 0; was 
C>TO 


sich wie in 88:3.4 ergibt. 


Damit ist fog differenzierbar, und es gilt (fog)'(zo) = f'(yo) g’ (zo) nach dem 
Kriterium 2.2. m 
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3.3 Die Quotientenregel 


Sind f,g: I—R differenzierbar, so ist I überall dort differenzierbar, wo g 


keine Nullstellen hat, und es gilt dort 


(£) _ fg fg 
g ” 


Insbesondere ist für alle x mit g(x) #0 





BEWEIS. 


Die letzte Formel ergibt sich nach der Kettenregel für Fog mit F(y) = 
und 2.4 (f). Die erste folgt dann mit der Produktregel. 


U<I- 


3.4 Die Ableitung der n-ten Potenz 
Für jede ganze Zahl n gilt 


BR, — na! 
dx u 
für alle ze R mit Ausnahme von <=0 im Fallen <O. 


BEWEIS. 


(a) Für n = 0 ist die Behauptung offenbar richtig; für n € N ergibt sie sich 
durch Induktion mit Hilfe der Produktregel [üAl. 





(b) Mit F(y) = = und m € N ergibt die Kettenregel für x #0 
Y 


d Cu = Fe”) an (ma) — (-m)e"". 


Für n = —m ist also (x”)' =na”"!. D 
3.5 Die Ableitung eines Polynoms ergibt sich aus der Formel 


d n n—1l 
— (a+a1X+... +) = aı +2a2X% +... +NanET 


dx 
Das folgt unmittelbar aus 3.4 und 3.1. 


3.6 Die Ableitung der Quadratwurzel 
Die Funktion 2 > Yx ist für 2 >0O differenzierbar, und es gilt 
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d 1 
en 2/8 


Ve-vm__ 1 


1 
Denn = ——— 4 — 
C—xo VE+/Xo0 2 /X0 


der Wurzelfunktion. 


für £ — zo wegen der Stetigkeit 


3.7 Die Ableitung des Tangens 


für |< [KEal. 


tan’(x) = 1+tan’(x) = ; 





cos? x 


3.8 Aufgaben 
1 


Neo 


(a) Bestimmen Sie die Ableitung von Yl+2? + 
sinz- ei"* 


(b) Bestimmen Sie die Ableitung von ————. . 
208 





d ER 
(c) Bestimmen Sie nV r? -x? für -r<x<r und geben Sie eine geome- 
K 


trische Deutung. 


4 Mittelwertsätze und Folgerungen 


4.1 Notwendige Bedingungen für lokale Maxima und Minima 


Sei f in einem Intervall / definiert, und sei xo ein innerer Punkt von /. f hat an 
der Stelle xo ein lokales Maximum, wenn f(xo) > f(x) für alle hinreichend 
nahe an xo gelegenen x (d.h. für |x — xo| < ö mit geeignetem ö > 0). Entspre- 
chend ist ein lokales Minimum definiert. Tritt einer dieser beiden Fälle ein, 
so sprechen wir von einem lokalen Extremum. 





SATZ. Hat f an der Stelle xo ein lokales Extremum und ist f dort differenzierbar, 
so gilt f(xo) =. 


BEWEIS. 


Liegt in zo ein lokales Maximum vor, so ist für zo <r<zo+6 


Fix) - F(xo) < 0, also f (zo) — Jim Fix) = (zo) = % 


TI %o z—Xro+ IT %o 


Für co -6 <z<xo ist dagegen 


Fix) = Fa) > 0, also f'(zo) = lim 


TI %o CXIoO—- TI 0 


f(&) = Fo) — 


0. 


Zusammen ergibt sich f’(zo) =0. Hat f an der Stelle yo ein lokales Minimum, 
so gilt ebenfalls f’(yo) = 0, weil — f dort ein lokales Maximum besitzt. OD 


184 8&9 Differentialrechnung 


4.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
Die Funktion f sei auf la,b| stetig und Y 

im Innern Ja,b| differenzierbar. Dann 

gibt es mindestens ein ® € Ja,b| mit 


OH) _ go, 


BEMERKUNG. Im Fall f(a) = f(b) = 0 
ist insbesondere f’(V) = 0 für ein geeig- 1 
netes 9 € Ja,b|. Dies ist der Satz von ns 9% Vs d 

Rolle. 


BEWEIS. 


(a) Wir beweisen zunächst den Satz von Rolle. Für konstante Funktionen gibt 
es nichts zu beweisen; wir nehmen also an, dass f nicht konstant ist. 


Da f in [a,b] stetig ist, gilt der Satz vom Maximum. Nimmt f sein Maximum 
an einer Stelle d im Innern Ja, b[ an, so ist dort f’(®) = 0 nach 4.1, und wir sind 
fertig. Andernfalls gilt f(x) < f(a) = 0 in [a,b], und das Minimum von f ist 
negativ, da f nicht konstant ist. In diesem Fall wird also das Minimum an einer 
inneren Stelle 9 angenommen. 





(b) Der allgemeine Fall des Mittelwertsatzes wird auf den speziellen Fall (a) 
durch die Transformation 
Fb) = F(a) 


92) = Fa) - Sta) -m(a-a), m = II 


zurückgeführt: Es ist leicht nachzuprüfen, dass g die Voraussetzungen des Satzes 
von Rolle erfüllt. Also ist f’(d) -m= g’(d) =0 für ein geeignetes d E Ja,b[. DO 





4.3 Monotonie und Vorzeichen der Ableitung 

Für differenzierbare Funktionen f:I—R gilt: 

(a) f ist monoton wachsend genau dann, wenn f(x) >0 für alle zeI. 
(b) Ist f(x) >0 für alle xE I, so ist f streng monoton wachsend. 
Entsprechendes gilt für monoton fallende Funktionen. 

BEMERKUNG. Das Beispiel f(x) = x” zeigt, dass eine Funktion streng monoton 
wachsend sein kann, ohne dass die Ableitung dauernd positiv ist. 


BEWEIS. 


Für a, € I mit « < ß sind auf dem Intervall [a, 8] die Voraussetzungen des 
Mittelwertsatzes erfüllt. Also ist 


(8) - Fa) = (B-a)f (0) mit einem geeignetem He ]a, Pl. 


Aus dieser Beziehung lassen sich alle Behauptungen ablesen. Oo 
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4.4 Das Verschwinden der Ableitung 
Hat eine Funktion f im Intervall I überall die Ableitung Null, so ist sie konstant. 


BEWEIS. 





Wir wählen einen festen Punkt a € I und erhalten aus dem Mittelwertsatz für 
jedesxeI 


f(x) - fla) = @-a)f (dr) 
mit einem geeigneten Zwischenwert %, zwischen x und a. Nach Voraussetzung 


ist f(d.) = 0, also ist f(x) = f(a) für jedes zE I. = 


4.5 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz 


Sind f,g auf [a,b] stetig und in ]Ja,b| differenzierbar, ist ferner g’(xz) #0 für 
alle x € Ja,b|, so gibt es ein ® € Ja,b| mit 





BEWEIS. 
Nach dem Mittelwertsatz folgt zunächst g(b) # g(a). Wir setzen 
He Ha FO) er _ ala 
plz) = fix) - Fla) FO (g(z) — g(a)) 


Dann erfüllt 2 die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, also gibt es ein 
dv € ]Ja,b| mit 


=) = fFW)- 


5 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion und Beispiele 


5.1 Die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion 


Sei f im Intervall I differenzierbar, und sei f(x) entweder stets positiv oder 
stets negativ. Dann ist J = f(I) wieder ein Intervall, f : IT — J bijektiv, und 
ft ist differenzierbar in J. Die Ableitung von f" ist gegeben durch 


für yeJ und <= f'(y). 





MERKREGEL. Die Formel für ( f =, (y) ergibt sich durch Differentiation der 
Gleichung y = f(f”"(y)) nach der Kettenregel. 





BEWEIS. 


Ist f'(z) > 0 für alle x € I, so ist f in / streng monoton wachsend nach 4.3, 
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also ist f injektiv. Wegen der Stetigkeit von f ist J = f(I) ein Intervall, und 
f":J - T ist stetig nach 88:5.1. 


Sind nun yn,Yyo verschiedene Punkte in J und &n = f""(yn),xo = f (yo) ihre 
Urbilder, so gilt 


m) - FW) _ En — %o 


Yn — Yo Fan) — flo) 





Gilt yn — Yo, so folgt wegen der Stetigkeit von f " auch &n — xo, also existiert 
der Grenzwert 


im SFT) _ m in _ 1 


no Yn — Yo no f(&n) — f(xo) f’(xo) 


für alle Folgen (yn) mit Yn — Yo,Yn # yo. Das ist die Behauptung im Fall 
f' > 0. Im Fall f' < 0 betrachten wir — f statt f. D 


5.2 Die Ableitung des Logarithmus und der allgemeinen Potenz 


I 
(a) — logo = 2 hir = =D. 


Denn der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, die 
durchweg positive Ableitung hat. Aus 5.1 folgt 


1 


I 
log‘ (y) = eloey 5 für alle yE Ro. 





(b) Wegen a’ = e?!°8« für a>0 ergibt die Kettenregel 


nr —loga-a” füra>0O undalle zeR, 
Zr’ = b-xz’' fürz>0O undalle bER. 


Bestimmen Sie die Ableitung von x” für 2 >0. 


5.3 Die Ableitung des Arcustangens 


Der Tangens ist nach 3.7 in I-3; 5 | differenzierbar mit der Ableitung 
tan’(x) =1-+tan’ (2) >0. 


Das Bildintervall des Tangens ist R nach 88:5.2, und für die Umkehrfunktion 
des Tangens gilt 
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1 
1+22° 





arctan (x) = 


Denn mit x = arctan(y) folgt aus 5.1 


1 1 1 


tan (y) = ——— = ——  - ———_, 
un), tan’(x) 1+tan?(x) 1+9? 


5.4 Die Ableitungen von Arcussinus und Arcuscosinus 


d 1 d 1 - 
7, aresin x = ——, —arcsz = - —— für |e[|<1 [BA]. 
s 


et VE 


6 Höhere Ableitungen und C"”-Funktionen 


6.1 Höhere Ableitungen 


Ist f differenzierbar in / und f':7— R wiederum differenzierbar, so heißt f 
zweimal differenzierbar in I, und f’ = (f’) heißt die zweite Ableitung von f. 
Es ist also 


ee ie Fo, 


I32>29 t—%0 


Ist f:I—R differenzierbar in /, so definieren wir 
m u\! Nm 
Sf): 


Analog sind f® = (f”y, f? = 2, a (9) ‚... definiert, 


falls die entsprechenden Differentiationen ausführbar sind. 


Andere Schreibweisen für f'” sind 


Aus formalen Gründen führen wir noch die nullte Ableitung ein durch 
ef. 


6.2 Leibniz-Regel 


Zeigen Sie durch Induktion: Sind f und g n-mal differenzierbar in einem 
Intervall, so gilt dort 


G-)®= 5% (7) OCEE 


k=0 
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6.3 Beispiele und Aufgaben 


(a) Die Exponentialfunktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar mit 


dx _ 
der e =e. 
(b) cos’(z) = -cosz, sin”’(z) = -sinz. 


(c) Für px) =a+taıc +... +anx” ist 


p'” = n!an konstant und p”"*V=0. 


(d) Zeigen Sie: Die durch 
1 
ee Dur DE, 
fx) = 
0 für. =D 
gegebene Funktion f ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar, und es gilt 
(0) =0 füralle neN. 


Anleitung: Zeigen Sie per Induktion, dass 


1 


IN: = 
er — »n(z) e a? 
46 
mit einem geeigsnetem Polynom pn, und beachten Sie, dass 


lim y”e’’=0 
Yy—_x0 


für meN gilt. 
(e) Die durch 
2. 1 z 
2 sm— Tür @l, 
x 
0 ir 2) 
gegebene Funktion besitzt nach 2.2 die Ableitung: 


Ir sin = — cos = für. 2 U, 
Fa) = 
0 ur 2-0). 


f ist genau einmal differenzierbar, denn f’ ist unstetig an der Stelle 0. 
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6.4 Stetige Differenzierbarkeit und C”-Funktionen 


Eine Funktion heißt stetig differenzierbar im Intervall I (C'-Funktion 
in I, C'-differenzierbar in /), wenn f in I differenzierbar und f’ dort stetig 
ist. 

Entsprechend heißt f fürne N n-mal stetig differenzierbar in /, (C”- 
Funktion in /, C”-differenzierbar in /), wenn f dort n-mal differenzierbar 
und f(”) stetig ist. Unter C°-Funktionen verstehen wir einfach stetige Funktio- 
nen. Die Menge aller C"-Funktionen (n € INo) auf I bezeichnen wir mit 








C"(T) bzw. mit C”[a,b] für /= [a,b]. 


Ist f beliebig oft differenzierbar, so heißt f eine O”-Funktion; die Gesamtheit 
aller in / beliebig oft differenzierbaren Funktionen wird mit C” (T) bezeichnet. 


7 Taylorentwicklung 


7.1 Der Satz von Taylor 


Jede Funktion f € C"F!(T) auf einem offenen Intervall I lässt sich für x,xo € 
I auf folgende Weise nach Potenzen von (x — xo) entwickeln: 


f{a) = Sao) + Pao)(@ - 20) +... +0) ML + R.@); 
dabei ist das Restglied R„(x) von der Form 


n-+1l 
_ ent) (a, (E80) 
mit einer passenden, zwischen xo und x liegenden Stelle 8 = xo +V (x — xo) 
me ßD<U<l. 


BEMERKUNGEN. 


(a) Dieser Satz ist von großer Bedeutung, u.a. aus folgenden Gründen: Mit 
seiner Hilfe können wir uns einen Überblick über das Verhalten einer Funktion 
in genügender Nähe des Entwicklungspunkts ro verschaffen. Ferner gestattet 
er die rasche und genaue Berechnung von Funktionswerten und die Abschätzung 
des Fehlers, wie wir in den folgenden Beispielen zeigen. Schließlich liefert er 
Reihenentwicklungen von Funktionen und die Lösungen von Differentialglei- 
chungen durch Reihenansätze. 


(b) Der Ausdruck 


nf) (zo k 
put) = Ye (2-20) 











heißt das Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle £o. Zu beachten 
ist, dass der Grad von p„ kleiner als n sein kann. 
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BEWEIS. 


Für £=xo ist der Satz richtig. Für festes ze I! mit et #xo setzen wir 





Fü) = S@) - 10) -120@-9-..- mE, 
a) Kai 
Tem 
Dann zeigt eine leichte Rechnung [üAl, dass 
20) 


Ft) = - ft’) ee, G(t) = - 


n! n! 





Setzen wir nun t = xo, so erhalten wir aus dem verallgemeinerten Mittelwert- 
satz 4.9 

F(x) — F(xo) F'(®) a 
M) am = au = f"(0) 

G(z) - G(xo) G’(O) 
mit einem geeigneten, echt zwischen x und xo liegendem ©. Für t = x ergibt 
sich Pia) = Cl) 0 ud ir te 





F(xo) = (x) - f(20) - F'(zo)(® - 20) — ... — f” (Xo) re 
5 (x u 20) 
Aus (x) folgt F(xo) = G(xo) f"*"(©), das ist die Behauptung. D 


7.2 Die Entwicklung der Exponentialfunktion 
Nach dem Satz von Taylor (Entwicklung um den Punkt zo =0) ist 


= 2 gr gr+l - 
e Zn Deren: 


1 mryi nit D<d<1. 





Wollen wir beispielsweise die Exponentialfunktion im Intervall [-1,+1] durch 
ein Polynom p auf zwei Stellen nach dem Komma genau approximieren, so leistet 
das Taylorpolynom 5-ten Grades 


2 2? 2* q> 


)=1+.+-. +. +. + — 
Pa) 2 co a mw 


das Gewünschte. Es ist nämlich 


le” - p(x)| = 22 << 0.0038 
10037 Fra 


Geben Sie ein Polynom p an mit je” — p(x)| < 5 -10”° für |e| < 2. 
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7.3 Entwicklung des Logarithmus 
(a) Wir betrachten f(x) =log(1+x) für > -1. Es ist 





f 1 „ 1 m 2 

F(e2) = 1:%° iu  erenrz Fe) = (+2) ’ 
allgemein 

FO) = 


Wegen f(0) =0, f(0) =1,....,f”(0) = (-1)""(n-1)! ist 








l2, 13 ei n = a 
log(1 =-t—-<- = I"... 4 Po 
Bela) 5? En Tr n 4% FF ar+l Arsen 

mit 0 <®d< 1. Insbesondere ergibt sich [ÜA] 
l a " 
© 57 <log1+xr) <zr für 2>0. 
(b) Für O<r< lerhalten wir aus (a) wegen1+dx >1 
2 n n-1 
& ARE: E 

log(1 _ -— — +... —1 — er, 

og(1+:) (: tr. te) ) SE 
Für kleine x geht a rasch gegen Null; dafür sorgt vor allem x"*!. 


Für größere x wird die Approximation zusehends schlechter; für © =1 ist der 
Fehler von der Größenordnung ==: Zum Beispiel ist 


I ı a 2 1201 
Li BEE _ — — _ — — _— — — — Zz\U. AA...; 
a a a na 


der wahre Wert für log2 ist dagegen 0.6931471805 ... 


(c) Eine wesentlich bessere Approximation erhalten wir für 0 <x< 1 durch 
die Transformation 
1-2 Ab 


bzw. z= | 
fe m rr2 








1-2 = 


Da cr ma monoton wächst (die Ableitung ist positiv) erhalten wir 
2 


4% 1 1 
rar 


Damit wird 
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log(1+x) = log un A log(1+2z) -log(1-z) 


a a 0 
u 2 703.7" 2 2n+1 (1+912)2rH 
BL _ 
2 3.00 .2m 2n+1 (1-daz)r+! 
3 2n=1 
2 z 
= 2 a n(2); 
(+5+ +) +6) 


dabei ist wegen 1+ 012 > 3,1-0az >35 


2n-+1l 2n-+1l 2an 
mMal<s2-—l3) 5) ua) : 
2n+t1X\3 2 2n+1N\2 


Für n=71 ergibt sich 
.- 1/13. 1./718° 
log2 = 2| <+<|[< — (< 
2 (3+3(3) +5 (3) = 


| 1 11 1 1 13 
tals) tele) 


= 0.695147 10; - : 








N dB 
N. 
wm 
N_ 
| 

+ 
ol- 
N. 
Im 
N_ 
© 

+ 


mit einem Fehler, der garantiert kleiner ist als 5 os =:0.407 -10°. (In 
Wirklichkeit ist der Fehler ungefähr 10°, s.o.) 


7.4 Entwicklung von Kosinus und Sinus 


Es ist 

d” (-1)" cos& ürn=2k; 

—— COST = 

da” er sinz fürn =2k+1 
und 

do. (1° sine fürn=2%k, 

Een sINT = k BR 

de (-1)"cosz fürn=2k+1. 


Daher liefert der Satz von Taylor an der Stelle zo = 0: 


a  a2k na er? 
cosx = 2 am! + (-1) On 9 cos (dıX) , 
n—1l q2k+l gintl 
sing = N a + Sl nr cos (dar) . 
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Die folgende Grafik zeigt sinz zusammen mit den Taylorpolynomen p3(x), 





p5(x), pr(&), ..., pas(x). Dabei ist 
a -r ae 
072 u Zr ENT 6 720 500° 
h P5 P9 P13 p17 Pp21 P25 
a N ” 
sint 
P3 P7 pıı P15 P19 P23 








Schätzen Sie die Fehler |sinxz — ps(x)|, |sinz — pr(x)| für |x| <r ab! 
Geben Sie ein Polynom p möglichst niedrigen Grades an mit 





| 1 
lcosz — p(x)| < 5 10 ° für |e| < ar 


8 Lokale Minima und Maxima 


8.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen 
Sei f im offenen Intervall I zweimal stetig differenzierbar, und sei zo € I. 


(a) Wenn f an der Stelle xo ein lokales Minimum. besitzt, vgl. 4.1, so ist 
notwendigerweise 


ieh, Fi) 0, 
Hat f an der Stelle xo ein lokales Maximum, so gilt 


f(z)=0, flo) <0. 
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(b) Hinreichend für ein lokales Minimum an der Stelle xo ist 
F(&o) =0, (zo) >0. 

Hinreichend für ein lokales Maximum an der Stelle xo ist 
Fizo)=0, Fila) <0. 


BEWEIS. 


(b) Ist f(xo) = 0 und f”(xo) > 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von f” 
ein ö > O mit f” (x) > 0 für |x - zo] < 6. Zu jedem solchen x gibt es nach dem 
Satz von Taylor ein © zwischen xo und x mit 





= 2 
f(@) = f(x0) + S’(xo)(e - 20) + f’ (0) 
BERN 
= f(z0) + OF > flxo) 
wegen f’(8) >0. 
Ist (zo) = 0, f’ (zo) < 0, so liegt für — f ein lokales Minimum vor, also hat f 
an der Stelle xo ein lokales Maximum. 


(a) f habe an der Stelle zo ein lokales Maximum. Dann folgt f’(xo) = 0 
nach 4.1. Wäre f”(xo) > 0, so wäre nach (b) f(x) > f(xo) für O<|x-xo| <6 
mit geeignetem 6. Es muss also f”(xo) <O sein. Entsprechend argumentieren 
wir bei lokalen Minima. Oo 


BEMERKUNG. Dass bei einem lokalen Minimum an der Stelle zo nicht notwen- 
digerweise f”(xo) > 0 sein muss , zeigt das Beispiel f(x) = x* an der Stelle 
zo = 0. Dass f’(xzo) = 0 und f”(xzo) > 0 nicht hinreichend für ein lokales 
Minimum ist, zeigt das Beispiel f(x) = x” an der Stelle zo = 0. 


8.2 Zur Bestimmung der Maximum- und Minimumstellen 
Ist f € C? [a,b], so hat f als stetige Funktion in [a,b] ein Minimum, d.h. es gibt 
ein zo € [a,b] mit 

f(xo) < f(x) für alle ze la,b]. 
Liegt xo im Innern von [a, bl, so gilt f’(xo) = 0, f"(xo) >20 nach 8.1. Liegt xo 
auf dem Rand, so braucht die Ableitung dort nicht zu verschwinden. 


Sind xı,...,2x sämtliche innere Punkte von [a,b] mit f’(zx) =0, f’(zx) >20, 
so ist zo unter den Zahlen a,xı,...,%£,b zu finden, und zwar durch Größen- 
vergleich der Funktionswerte. 





8.3 Aufgabe. Ein Kreiszylinder soll so bemessen werden, dass bei festem Vo- 
lumen V die Oberfläche F' minimal wird. In welchem Verhältnis müssen Höhe 
und Radius stehen ? (Warum besitzt F ein absolutes Minimum ?) 
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8.4 Zum Brechungsgesetz. 

Ein Wanderer will auf dem skizzier- 
ten Weg vom Punkt A = (0,-c) zum 
Punkt B = (a,b) gelangen. Seine Ge- 
schwindigkeit für y < 0 beträgt vA, für 
y>0 soll sie vg > va Sein. 








Bestimmen Sie die Laufzeit T(x) in 
Abhängigkeit von der Knickstelle x 
(0 < x <a). Zeigen Sie, dass T' ein 
absolutes Minimum besitzt und dass 
für dieses das Snelliussche Brechungs- 
gesetz 











gilt. 


9 Bestimmung von Grenzwerten nach de l’Hospital 


9.1 Die Regel von de l’Hospital 
Seien f und g differenzierbar in |a,b], und 


im Ffe)= Im de)=%. 


zoa+ zoa+ 
Dann gilt 
/ 
lim Fe) — lim I) 





i) 


z>a+ g9() z>a+ g’(x) 


falls der letzte Grenzwert existiert. Ein entsprechender Satz gilt für linksseitige 
und zweiseitige Grenzwerte. 


BEWEIS. 

Durch die Festsetzung f(a) := 0, g(a) := 0 erfüllen f und g auf [a,b] die Vo- 
raussetzungen des verallgemeinerten Mittelwertsatzes 4.5. Demnach gibt es zu 
jedem x € Ja,b] ein 9 € Ja, «| mit 


fe) _ Fe) Fa) _ FO) 








g(x) g(x) — g(a) g(9) 


Ist (&n) eine Folge in Ja,b] mit x£„n — a und sind die ®„ zugehörige Zwischen- 
werte, so geht auch die Folge (d,„) von rechts gegen a, also existiert 


F&n) .  Fn) Fi 


lim = im =. im ———., m 
no g(&n) no g’(On) z>a+ g’(X) 
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9.2 Beispiele 











. sint i COST 
(a) lim — lim — 
cz—0 Tc cz—0 
1—-cosz sint 1 
(b) lim 5 =] —= < nach (a) 
c—0 T c—0 2x 2 
.„„@ eg” . ee” 
(c) lm; —— ee im — ae 2, 
z>0 sinz z=0 cCOoSst 


9.3 Grenzwerte für £ — 00 


im fa _ im £®) 


40 g(2) a0 g’(®) 





gilt unter folgenden Voraussetzungen: 

(a) f und g sind differenzierbar für hinreichend große x, 

(b) lim f(x) = lim g(x) = 0 oder lim g(x) = ©, 
E—OO C—OoO C—00 


(c) g’(xz) #0 für hinreichend große x. 





Der Beweis ergibt sich aus 9.1 durch Übergang von x zu n und £ — 0+, 
vgl. 88:1.8 [ÜA]. Der Beweis für den Fall lim g(x) = © findet sich bei 
E—OoO 


IHEUSER 1, pp. 287/288]. 


9.4 Beispiele 











1 
log x == 1 .. 
(a) lim 5° _ im -— = lim —=0 für @a>0. 
zoo %% 2—00 aa zoo X 
T 2 

FIR > - ärctanz T 

b) Im x (= — arctanz) — im 2 = Jim =] 
LT 


9.5 Wiederholte Anwendung der de l’Hospitalschen Regel 
Seien f,g n-mal differenzierbar in ]a,b], es gelte g"’(x) #0 für allex > a 
hinreichend nahe bei a, und 


lim f®(z) = lim g”’(a)=0 für k=0,...,n-1. 


c—a+ c—a+ 


Dann ist 


lim fa) —= lim f"(@) 
zoa+ g9(«) 2z—a+ gr) (z) 





Enntsprechendes gilt für linksseitige bzw. zweiseitige Grenzwerte. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch mehrfache Anwendung von 9.1. 





197 





9.6 Aufgaben. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte: 


. 2 — sin . 1-cos(2r) 
l — b) | ———— 
(a) Far er Tu (b) 0 1-cosz 
1 — 0” = PRolET 


(c) lim (Erweiterung mit sin). 


20 a* 
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1 Taylorreihen 
Gilt für das Restglied R„ der Taylorentwicklung 89:7.1 einer C”-Funktion f 


lim R„(z) = 0 in einem Intervall I, 
N—OoO 


so lässt sich f dort in eine Taylorreihe entwickeln: 


rk) xo A 
fa) = DIT @- 20)". 


1.1 Die Exponentialreihe 
Es gilt 


00 „.* 22 23 
=) — = 1+12+-- ++... fürjedszeR. 
PAer= 25 


Denn nach dem Satz von Taylor ist 
n k n-+1l 


Mo. a . = L jan 
een»), + Rn(x) mit R„(x) mem C 


und einem geeigneten, von x abhängigen 9 = d, € |0,1|. Nach 82:5.5 folgt 


es Ale a =| 40 fürn oo 
Fe een] | 
1.2 Kosinus- und Sinusreihe 
Für alle zeR gilt 
6°) 2k 2 4A 6 
zT x x zT 
— 1) Z—_ =1-—- + — - — +... 
COS X > ) am)! 5 + 11 FA 7 
[6’e) 2k+1 3 5 7 
ine = fe a den, 
ine 2 Aa ten 


Denn nach 89:7.4 gilt 
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n 5 q2k +4 gont2 : an 
= ji, el (ef) << 
2 2 am UT any Wr) | S nr 
n—1 2k+1 2n+1 el r! 
—_ 2 / | [ ) any sr) | S any 











und die rechten Seiten bilden jeweils Nullfolgen. 


1.3 Die komplexe Exponentialreihe 


Die komplexe Exponentialfunktion e“, definiert durch 





z 


e” := e”(cosy+isiny) für z=er+tiy 


besitzt für alle ze C die Reihenentwicklung 





0,0) rn 
zZ zZ 
e = a . 

nen: Ir 


Denn in 87:7.2 wurde für die durch die Exponentialreihe gegebene Funktion 
E(z) das Exponentialgesetz 





E(z+w) = E(z) E(w) 


gezeigt. Nach 1.2 ist 











2 A 3 5 
oosyrising = (1-4 ri +) 
(y)" Ga)“ (an, (a)’ 
- (14 BER Fr 77 +...) + Tee Ten 
und 13 
= 1 Hy . +... = Eliy) 


Zusammen mit 


6%) k 


2 1% 
e" =) m E(x) 
k=0 
und dem Exponentialgesetz folgt 
_ = = — E(z+iy) = E(x) E(iy) = e”(cosy-+isiny). 
ı) 


Damit ist die bei den komplexen Zahlen eingeführte Schreibweise 
e? = cosp-+isiny 


im nachhinein gerechtfertigt. 
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1.4 Die Logarithmusreihe 


Für -1<x<[1 besteht die Entwicklung 


k 2 3 


log(1+x) - Ic De ea a une 


Wir zeigen das zunächst für x > —3; der Rest folgt in 3.3 (b). Insbesondere 
erhalten wir für den Grenzwert der speziellen Leibnizreihe 87:2.5 


> el — log2. 
k=1 k 


Die für £ > —1 gültige Taylorentwicklung 





n gr+l 1 


log(l +2) = LE) n+1 Hop 


k=1 k 
mit O<®d<L1 erlaubt für 3 <ı 
Hr ( ey" 
n+1 \1+dx 
Denn für O<xz<1l ist 1+dr >1, also O< re 
1+09x> 3 und |x| < 3, also ebenfalls era < 1. Damit gilt 


< 1 die Restgliedabschätzung: 


1 
nLL 

















1. Für 5 <e<0ist 


n k 
log(1 + 2) - D(-N" < 40 für n— ©. 


1.5* Die Stirlingsche Formel 


Nach 83:2.5 liegt n! zwischen den Zahlen e(n/e)"” und ne(n/e)"”. Die Vermu- 
tung liegt nahe, dass das geometrische Mittel dieser Zahlen der Größenordnung 
von n! entspricht. 


SATZ (STIRLING 1730) Es besteht die asymptotische Gleichheit 


n n 
n! m vV2rın (2) 
© 


worunter wir die Beziehung 


n! 
lim — 1] 


2% Var (2) 


verstehen. Die Quotientenfolge ist streng monoton fallend, und es gilt die Feh- 
lerabschätzung 
n! ar z 
0 < ——— — 1 < el!) - 1 für n=233,.... 


Vorn (3) 
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BEWEIS. 
(a) Für 
| 
re — =. _ und b„ = log za 
io Zur 


gilt bi > O [üAl, und fürn > 1 


1 1\r+2 1 1 1 
Di log (14) "185 + (n+3)log (14) 
e n e 2 n 








=-1+ (n+3) (> - : nz e ) 
u 2/\n 2n? 3n3 
1. .13 4 1. 13.4 = 1 1 1 
-=- |< --) — - (- - =) —+...+(-1 —— — — |) — 
(3 1) Mm (4 5) a nz (i 7) De 
b„ ist hierdurch als alternierende Reihe ca — c3 +cı — ... dargestellt mit 
1 I\ 1 CR+1 Fe . - 
—u (Fu EEE, in = + <] für k22 Al 
= (> sr) MR’ (tk 2m nn Ns 


Damit sind die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums 8 7: 2.4 erfüllt. Es folgt 


1 1 
— 0 ee 
12n? 12n? 7 = 12n2 





ca —- (3 =s3 <bn < Sa = Ca, also für n>1. 


Insbesondere ist b)„ > O0 und damit an > An+ı für alle n. 


(b) Fürm>n>1sgilt 


00 2 = on ( EL en) — nt bntı +... + bm-1 


m-—1l [e'6) [6'6) 
1 01 01 1 1 
nn ne a en. m 
m 2 Rn > @On 2 kk-) Ba-n 


vgl. 87:1.3 (b). Da für festes n > 1 die Folge (log(an/am))m beschränkt ist, ist 
der Grenzwert a = limm-% 4m positiv, und es gilt 








log 7 < 1 Delete RT] 
er 12(n — 1) ” a ö 


(c) Für den Grenzwert a lässt sich a = V2r * 2.506 beweisen |FORSTER 1, 
S. 159 ff.|; wir zeigen hier nur 


2.488 <a < 2.560. 


Es ist a < a4 < 2.560. Weiter ist nach (b) 
a4 1 1 
re a BE 
“ maı 38 


woraus mit a4 > 2.559 zusammen a > 2.488 folgt. OD 
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1.6 Die Arcustangensreihe und Reihendarstellungen für 


(a) Taylorentwicklung. Für f(x) = arctan x gilt aufgrund von 89:5.3: 





/ \ 1 „ _ 2x 
er SE eeworz 
m _ 2 8x” 
Fk) = (1+22)? + (1+22)3 ’ 
3 
ne _ _ _ 488 Or Te. 
Daraus vermuten wir das Bildungsgesetz 
0) = N" 2m, 90) = 0, 
und demnach für die Taylorentwicklung 
n—1 g2k+l 
arctanz = > el) 7 ne Ran-ı() 


Die Darstellung des Restglieds Ren-ı (x) gemäß 89:7.1 würde die formelmäßige 
Angabe der höheren Ableitungen des Arcustangens verlangen. Wir ersparen uns 
die damit verbundene unübersichtliche Rechnung und gewinnen auf einfachere 
Weise ein Restglied. Hierzu setzen wir 





3 6) 7 2n—1 
® ® 1 ne 
(x) := = -— + -—+..+(-1 i 
(*) Sn) > ätchenz (2 3 5 7 (-1) an ) 


Differentiation und Anwendung der geometrischen Summenformel 81:6.11(b) 
ergibt 


1 ei ne 
Se Im (1-2°+2° - RR 0m; ) 
u 1 . (ee u _ jr gan 
 1+22 1-(-22) 1+122 


Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz $9:4.5, angewandt auf $S„(x) und 





g(x) = IT ‚ ergibt sich die Existenz eines O<®d< 1 mit 








also 
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Mit diesem Restglied gilt somit 








3 6) 7 2n—1 
arctanz = € — a —+ er + + Sn). 
(b) Arcustangensreihe Für |z|<1 gilt |S„(z)| < 5 , also 
09 q2k+l 
arctanz = ),(- ET 


k=0 


(c) Reihendarstellungen von x 


. 1 1 
Ze eh Le 
arctan 2 De - 


>13 


Diese Reihe konvergiert sehr langsam ( |S„(1)| > 5 Rascher konvergiert 


1 OT nn: 
die folgende Reihe (vgl. $7, Aufgabe 2.6 (c)): 





z = arctan 7 = aD (- I _ 
6 VEN (2n + 1) 3r 


1.7 Die Binomialreihe 


Für «ER und |z| <1 gilt 


a(a-—1):--- akt) 


a __ — & k . a\._ 
a - 3 ()® mit (7) = m 
Wir zeigen das zunächst für € > 0 und verweisen für e<0O auf 3.3 (c). 
Für f(x) = (1+x2)* =e*lesllt®) ergibt sich 


a(a-1) 
(1+2)° 


& 


— fa), Fe) = 


fi) = f@), Fi) = 





und durch vollständige Induktion 


a(la-1)---(a—-n+]) 


(n) Bu 
I) = (1+x)” 


fa) (5) n!(1+x2)" ". 
n 
Daher erhalten wir für «ER und |x| <1 die folgende Taylorentwicklung: 


(1+x2)” = > (5). + Ry(x) mit 


k=UÜ 
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& 


oe () + tert, 0<Be, 





Wir zeigen lim R„(x) = 0 für jedes feste x € [O, 1[. 
NO 
Zunächst gilt für die Folge a; = ee a" 


Ak+1 a—k un, Oki 
kn x, also lim Ho = 2. 
Ar k+l1l ko (k 








Seie>0 mit g:=x+e<1l gewählt und N > «a so bestimmt, dass für k> N 


Ak+1 
(Ak 


(07 





+2] < .e, also | 





Ük 
Dann erhalten wir für n> N wegen (1 +Va)""°@>] 


An-+1 UN-+i 


AN 


IRntz)| < lant+ıl = Janl < "lan, 














was die Behauptung liefert. Oo 


1.8 Beispiel einer nichtentwickelbaren C°-Funktion 


1 
ee Wr #0, 
f(@) = z 
0 für =0 


ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar und es gilt f”’(0) = 0 für n = 


0,1,2,..., vgl. 89:6.3(d). Daher verschwindet die Taylorreihe mit Entwick- 
lungspunkt xo = für jedes x, stellt also die Funktion f nicht dar. 


2 Potenzreihen 


2.1 Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe 





Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form 


0,0) 
>, An(z-20)” mit an,2,20€0. 


n=0 








Für welche z € C konvergiert eine solche Reihe ?” Wie wir gleich sehen werden, 
können drei typische Fälle eintreten, wofür wir je ein Beispiel geben: 





(a) >, u z" konvergiert für alle ze C, 87:5.4. 
ee) 


(b) >, 2” konvergiert genau für |z| <1. 
n=0 
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je,6) 
(c) D, n!z” konvergiert nur für z= 0, 
n=0 





denn für z # O bilden die Reihenglieder n!z” eine unbeschränkte Folge, insbe- 
sondere keine Nullfolge, so dass die Reihe nicht konvergieren kann. 


2.2 Ein Vergleichssatz 

(a) Konvergiert eine Reihe >, an(z—- 20)” für z=zı # zo, so konvergiert sie 
n=0 

für alle z mit |z — zo| < |zı — zo| absolut. 


(b) Divergiert eine Reihe ) an(z- 20)" für z= za, so divergiert sie auch für 
n=0 


alle z mit |z - zo| > |z2 - 20]. 


BEISPIEL. Die Reihe 


(0,6) 5 a 

ER 

2 ( = 
konvergiert für z = 1 (gegen log2) und divergiert für z = —1 (harmonische 


Reihe). Also konvergiert sie für |z| <1 und divergiert für || >1. 


BEWEIS. 


(a Die Anwendung des Majorantenkriteriums 87:5.2, und zwar mit einer 
geometrischen Reihe als Majorante, ist das entscheidende Hilfsmittel für den 
Konvergenznachweis von Potenzreihen. 


Da die Reihe ) ,an(zı - 20)” konvergiert, bilden die Glieder eine Nullfolge und 





sind daher beschränkt: lan (zı — 20)”"| < M für alle ne IN mit einer geeigneten 
Schranke M. Für z mit |z - zo| < |zı — zo| setzen wir 





= zz], = 
zı — 2o| 


und erhalten Jan (z — 20)” | = |an(zı — 20)” | |" |< Ma”. 


0,0) 
(b) Angenommen |z — zo| > |z2 — zo] und ),an(z — 20)” konvergiert, dann 


n=0 
(0,6) 
muss nach (a) auch die Reihe ) ,an(z2 — 20)” konvergieren, Widerspruch! O 
n=0 


2.3 Der Konvergenzradius 


(0,6) 

Konvergiert die Potenzreihe >) anw” mit w=z- zo nicht für alle w € C, so 
n=0 

definieren wir den Konvergenzradius dieser Reihe durch 
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R := sup { lw| | >, Anw" ist konvergent } 
n=0 


Wir setzen R= x, falls ))anw” für alle w € EC konvergiert. 


n=0 
Dann gilt: 
Die Reihe ) ,an(z — 20)” konvergiert absolut für alle z mit |z— zo| < R und 


n=0 


divergiert für alle z mit |z— zo| > R. 
Ist R endlich, so gilt R = sup{r | ME: konvergiert }. 
k=0 


BEWEIS. 
Ist |2 - zo| < R (bzw. z beliebig im Fall R= x), so gibt es nach Definition 


009 
von Rein zı€ C mit |z -20| < |zı - zo|, so dass die Reihe ) ,an(zı — 20)” 


n=0 
6%) 


konvergiert. Daher konvergiert ), |an(z — z0)”| nach 2.2. 


n=0 
Für |z- zo| > R kann die Reihe ) ,an(z — 20)” nach Definition von R nicht 


n=0ü 
konvergieren. 


Die zweite Darstellung von R. überlassen wir dem Leser als [üAl. Oo 


2.4 Beispiele für das Verhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises 


(a) Die geometrische Reihe ) 2” hat den Konvergenzradius 1 und divergiert 


n=0 
ir2]=.l. 
(b) Die Logarithmusreihe )) (-1)""" = hat nach 2.2 den Konvergenzradius 1 
n=1i 
und konvergiert für z = 1, ist aber divergent für z = -1. 


(c) Die Reihe ), 5 z"” hat für |z| < 1 die Majorante ), ,, konvergiert 
ni n=1 

also für |z| < 1. Für |z| > 1 bilden die Glieder keine Nullfolge, also ist der 

Konvergenzradius R=1. 





2.5 Weitere Beispiele und Übungsaufgaben 


(a) >;,nz” hat den Konvergenzradius 1, denn nach 87:2.3(b) konvergiert 
n—l 


>, nlz|” für |2| < 1, und für |z| >1 ist (nz”) keine Nullfolge. 


n=1l 
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(b) Für welche z konvergiert die Reihe ), 2” (z—- 2)" ? 


n=0 


(c) Wo konvergiert ), n"z”? 


n=]l 


3 Gliedweise Differenzierbarkeit und Identitätssatz 


3.1 Gliedweise Differenzierbarkeit von Potenzreihen 
Konvergiert die Reihe mit reellen Koeffizienten 


f(x) = D, Wm(z -x0)” im Intervall |co -r,xo-+rl|, 


n=0 


so ist f dort beliebig oft differenzierbar, und die Ableitungen können durch glied- 
weise Differentiation der Reihe gewonnen werden: 


f'(@) = nan(z- 20)", 


n=1l 


f"(&) = I nn - an(a - 20)" 2, 


n=2 


Pa) = Dnin-1)--- (n-k+Danle - 20)" 
n=k 
für e=-zel <r. 
Alle durch gliedweises Ableiten entstehenden Reihen haben denselben Konver- 


genzradius wie die Reihe für f. 


Der direkte Nachweis dieser Behauptungen ist etwas mühsam; in 8 12: 3.6 führen 
wir den Beweis durch Integration. 


3.2 Der Identitätssatz (Satz vom Koeffizientenvergleich) 


(a) Ist f im Intervall |xo — r,xo + r| durch eine Reihe mit reellen Koeffizienten 


009 


flz) = % Anle - 20)" 


rR=Ü 
dargestellt, so gilt 
_ S &0) 


On 
n. 


nel 2,0: 


Jede für |c — xzo|l <r konvergente Potenzreihe mit reellen Koeffizienten ist also 
eine Taylorreihe. 
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(b) Aus 
>, anle-20)" = I, b5nle-%) für |e-x|<r 
n=0 n=0 

folgt 


ed Fur DEI L 2: 


BEWEIS. 
(a) Aus Satz 3.1 ergibt sich unmittelbar 


f”(&0) = k(k-1) ::- (k-k+1)ar = klax. 


(b) folgt aus (a) |ÜA]. = 


3.3 Beispiele 


= 1 d 1 
Fü 1 gilt 1 - (7): 
(a) Für |x| <1 gi 2 1-3 zT: 
(b) Für -1<xz<1 ist lg1+x2)= ) ee, 
n=1 rn 


Für 3 <z< 1 wurde dies schon in 1.4 bewiesen. Der Konvergenzradius der 


Reihe beträgt aber 1. Setzen wir f(x) = Y\(-1)""Z (-1<xr<1),so 


n 
n=1l 


ergibt gliedweise Differentiation für -1<x<1: 


fi(a)= I (jr tge-t — Be, — . — n log(1+x). 


k=0 +2 
Also ist f(x) —- log(1+ x) konstant und damit gleich f(0) -logl=0. 


(c) Analog ergibt sich mit 1.7 (1+2)° =), (%) x” für |e2|<ı [öal. 


3.4 Analytische Funktionen 


Eine Funktion f heißt im offenen Intervall 7 reell-analytisch, wenn es zu 
jedem Punkt zo € leinr=r(zo) >O gibt mit 


/(&) = ml 80)" für e-xo|<r. 
n=0 


Aus f € C”(T) folgt noch nicht, dass f in I analytisch ist, vgl. 1.8. 
Zeigen Sie, dass e* in I=R und — in I=|-1,1[ analytisch sind. 
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4 Theorie der Schwingungsgleichung 


4.1 Zwei Beispiele aus der Physik x(t) 


(a Wir denken uns die Masse des 
in der Figur dargestellten Wagens 
im Schwerpunkt 5 vereinigt; des- 
sen Auslenkung aus der Ruhelage 
zum Zeitpunkt t bezeichnen wir 
mit x(t). Diese Auslenkung soll ei- 
ne Rückstellkraft —kıx(t) bewirken 
(Hookesches Gesetz). Bezeichnen wir 
die Geschwindigkeit mit x(t) und die R 
Beschleunigung mit ä(t), so gilt nach 

dem Newtonschen Gesetz die Glei- 

chung der erzwungenen Schwingung 





mä(t) = - de(t) - ke(t) + F(t), 


wobei -dix(t) die Reibungskraft (ge- 

nannt Dämpfungsterm), und F(t) ei- 

ne von außen wirkende zeitabhängige ss 

Kraft in «&-Richtung sein sollen. 

(b) Bei dem skizzierten elektrischen Schwingkreis gilt für die angelegte Span- 
nung U(t), den Strom /(t) und die Ladung Q@(t) des Kondensators 


Lil) + Ritt) + It) U, No Beschumeven Ober. 


Beide Gleichungen lassen sich in die Gestalt Y+ayJ +by= f (a,b Konstanten, 
f eine gegebene Funktion) bringen, die wir im Folgenden betrachten. 





4.2 Das Anfangswertproblem für die Schwingungsgleichung 





(a) Gegeben seien Zahlen a,ß € R und eine auf einem Intervall / = [a,b] 
stetige Funktion f. Wir betrachten das Anfangswertproblem 


(AWP) gtag+by= f, ylbo)=a, Ylto)= PB. 
Eine C*-Funktion u heißt Lösung dieses Problems, wenn 
ült) + aült) + bu(t) = flt) fürtel, uto)=a, Üülto)=P. 


(b) Für die Theorie, aber auch für die praktische Rechnung brauchen wir nur 
den Fall to = 0 zu betrachten. Denn u € C?(T) ist genau dann eine Lösung 
des Anfangswertproblems, wenn durch v(t) := u(t +to) eine auf dem um to 
verschobenen Intervall /o := I — to definierte Lösung des Anfangswertproblems 
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ytray+by=g y()=a, Y(0)=B mit glt) := f(t+to) 
gegeben ist. 


(c) Die Schwingungsgleichung heißt homogen, wenn f identisch verschwindet, 
sonst heißt sie inhomogen. Im Folgenden werden wir zunächst alle Lösungen 
der homogenen Gleichung bestimmen und dann das zugehörige Anfangswert- 
problem lösen. 





4.3 Das homogene Anfangswertproblem 


(a) Lösungsansatz im Fall fehlender Dämpfung. Sei I ein kompaktes In- 
tervall mit O0 € I. Angenommen, u € C*(T) ist eine Lösung der homogenen 
Gleichung + by = 0. Dann gibt es eine Konstante C > 0 mit |uft)| < C, 
lült)| <C für alle t € I. Wir stellen die Taylorentwicklung von u(t) auf: Wegen 
ü= —bu ist ü C?-differenzierbar mit u”? = -bu”), u® = bu? = b?u. So 
fortfahrend erhalten wir die C”-Differenzierbarkeit von u und 


ur) = (-b)"u, ut) = (-b)”ü für n=12,.... 








Setzen wir a := u(0), ß := ü(0), so erhalten wir 


t t a i 
u) Sarkt-ebz Bit... Hal" a +" 


+ Ran+2(t) mit dem Restglied 
prr2 = (182° 
(2n+2)!| 7”  (2n +2)! 


Entsprechend ergibt sich |Ren+ı(t)| > 0 für n > oo. Also besitzt u eine Po- 
tenzreihendarstellung 


Ronzalt)| = |" Htu@ge) Ar? >00 fürn om. 
| (£)| 





(*)  u(t) = ayı(t) + Bya(t) mit 





= 2n 2 2n+1 
yı(t) = DR 2 Dee Da een 





Jede in einem kompakten Intervall 7 mit 0 € I definierte Lösung u muss dort 
also von der Form (x) sein. Umgekehrt gilt der 


SATZ. Zu gegebenen Zahlen @,B € R besitzt das Anfangswertproblem 

(AWP) ü+by=0, y(0)=a, %Y(0) = B 

eine eindeutig bestimmte, auf ganz R definierte Lösung u. Diese ist gegeben 
durch (x), also als Linearkombination der Lösungen yı, ya. 


BEWEIS. 


Die Potenzreihen für yı und ya konvergieren offenbar auf ganz R. Durch glied- 
weise Differentiation folgen die Beziehungen %2 = yı, Yyı = —bya, also Yyı = —byı 
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und {ja = —bya. Ferner gilt Yı(0) = y2(0) = 0, ya(0) = yı(0) = 1. Für die durch 


(*) definierte Lösung ist also u(0) = a, u(0) = P. D 
(b) Lösungsformeln für den dämpfungsfreien Fall: 

yılt) = cos(wt), Yyelt) = sin(wt) im Falb=w” >0, 

yılt) =1, ya(t) = t im Fall b = 0, 


yılt) = cosh(wt), yalt) = — sinh(wt) im Fall b= -w? < 0 [üa], 


hierbei sind die Hyperbelfunktionen cosh und sinh definiert durch 


cosh x := > (e” + e”®) (Cosinus hyperbolicus), 
sinhx := > (e” — e”®) (Sinus hyperbolicus). 


(c) Die allgemeine homogene Schwingungsgleichung üj + ay+by=0. 
Wir heben den Dämpfungsterm ay weg durch den Ansatz u(t) := ezet y(t). Es 
gilt namlich 

ütay+tby=0 — ü+tku=0 mit k=b-%. 
Daher hat nach (a) jede Lösung von Y+ au + by = 0 die Form 


DH 


1 
y(t) = cıe 2" yılt) + c2e 2° yolt) 


mit den in (x) definierten Lösungen yı,ya bzw. deren Darstellungen in (b). 
Hierdurch ist auch immer eine Lösung gegeben. 


Die Lösung des zugehörigen Anfangswertproblems y(0) = a, %(0) = ß erfordert 
die Auflösung eines 2 x 2-Gleichungssystems für die Koeffizienten cı,c2 mit 
dem Ergebnis ı=a, a =ßB+35« [üAl. Damit ist gezeigt: 


Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Das Anfangswertproblem 
(AWP) d tag +by=0 yO)=a, y0)=Pß 
besitzt eine eindeutig bestimmte, für alle Zeiten definierte Lösung. 


4.4 Fundamentalsysteme und Wronski-Determinante 


(a) Mit je zwei Lösungen uı und ua der homogenen Schwingungsgleichung 
(HG) ü + au +by = 0, 


ist auch jede Linearkombination (Superposition) cıuı + cau2 mit cı,ca € R 
eine Lösung [üAl. 


Wir nennen ein Lösungspaar uı,u2 ein Fundamentalsystem für die homo- 
gene Gleichung, wenn sich jede Lösung der homogenen Gleichung in der Form 


y= CıUı + c2Uu2 mit eindeutig bestimmten Zahlen cı, ca 
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darstellen lässt. Beispiele sind die in (*) definierten Lösungen yı,ya der Glei- 
1 1 
chung üj+by = 0 und uı(t) = e 2" yılt), uz(t) = e 2° yolt) für die allge- 


meine homogene Gleichung. 


(b) Die Wronski-Determinante W(t) zweier Lösungen uı,u2 von (HG) ist 
definiert als die Determinante der „Zustandsvektoren“ 


uı(t) un u2(t) ee 
2) d 2): d.h. W(t): (t)üz(t) (!)us(t). 


Satz. Die Funktion e*" W(t) ist konstant. Die Wronski-Determinante W (t) 
verschwindet also überall oder nirgends. 


= . . d a 
BEweIs als [ÜA]: Zeigen Sie GE (e . Wt)) =). 
Als Zustand eines mechanischen Systems wird ein Satz von Koordinaten be- 


zeichnet, dessen Kenntnis zu einem Zeitpunkt das System für alle Zeiten deter- 
miniert. In diesem Sinn ist die Bezeichnung Zustandsvektor zu verstehen. 





(c) Fundamentalsysteme und Wronski-Determinante Zwei Lösungen 
u1,ua von (HG) bilden ein Fundamentalsystem, wenn ihre Wronski-Determinante 
W(t) von Null verschieden ist. Ist das der Fall, so gibt es für jede Lösung u ein- 
deutig bestimmte Zahlen cı,ca mit u = cıuı + Ccau2. Diese ergeben sich aus den 
Gleichungen 


u(0) = cıU1 (0) + Cc2aU2 (0) ; u(0) = 10] (0) + Caüa (0) : 


BEWEIS. 


Sei u eine Lösung von (HG). Gesucht sind Zahlen cı,ca mit 


cıuı(t) + caua(t) =u(lt) und damit auch cıüı(t) + caüslt) = ült). 





Dieses Gleichungssystem besitzt wegen W (t) # 0 für jedes t eindeutig bestimmte 
Lösungen cı,c2, die aber möglicherweise noch von t abhängen. Diese ergeben 
sich nach der Cramerschen Regel 85:6.2: 





u(t)ü2(t) — ült)ua(t) un(t)ült) — ür(t)u(t) 


7 70 


Nach (c) sind alle auftretenden Wronski-Determinanten konstante Vielfache von 


e”@ also sind cı,ca Konstanten. OD 


(d) FOLGERUNG. Bilden un und ua ein Fundamentalsystem für die homogene 
Gleichung (HG), so erhalten wir die Lösung u des Anfangswertproblems 


(AWP) ü+tay+by=0, y(0)=a, Y(0) = PB 


als Linearkombination u = Cıuı 4 Cau2, wobei cı,ca durch die Gleichungen 
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cıuı(0) +c2u2(0) = a, cılı(0) + coü2(0) = P 


eindeutig bestimmt sind. 


4.5 Die inhomogene Schwingungsgleichung Y+tay+by= f. 





(a) Gegeben sei eine auf dem Intervall / stetige Funktion f. Nach 4.2 (b) dürfen 
wir annehmen, dass 0 € I. Durch 


L(y) := + ay+by 


ist eine lineare Abbildung L : C*(T) — C(T) gegeben, d.h. es gilt 





L(cıyı + cay2) = cıL(yı) +caL(y2) für cı,ca ER und yı,y € C*(T). 


SATZ. Ist yo eine spezielle (partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung 
L(y) = f, so ist jede Lösung u dieser Gleichung von der Form u = yo + uo, 
wobei uo eine Lösung der homogenen Gleichung L(y) = O ist. Ist u1,u2 ein 
Fundamentalsystem für die homogene Gleichung, so gilt also 


u = yo + CıWı + cau2 


mit eindeutig bestimmten Koeffizienten cı,ca. 


Denn für jede Lösung u von L(y) = f gilt L(u-yo) = L(w)-L(y) = f-f =. 
Andererseits folgt aus L(uo) = 0, dass L(yo+ uo) = L(yo)+ L(uo) = f+0 = f. 





BEMERKUNG. Zu jeder stetigen Funktion f : I —R gibt es eine Lösung der 
Gleichung Y+ay-+by= f in I. Für den allgemeinen Beweis verweisen wir auf 
Bd. 2, 833:3.1. Spezielle Lösungen folgen in Abschnitt 5. 





4.6 Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems 


yet) + aylt) + bylt) = Ft), yi0)=a, YO)=P. 


Wir bestimmen zuerst ein Fundamentalsystem uı,u2 für die homogene Glei- 
chung. Dann verschaffen wir uns eine spezielle Lösung yo der inhomogenen 
Gleichung. Für die Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems gilt dann 
nach 4.5 





u=Yyo + CcıUı + cau2. 


Die Konstanten cı und ca ergeben sich eindeutig aus dem Gleichungssytem 


c e + (0) _ Fand 
ü1 (0) ü>(0) 3 -%o(0) ) 


AUFGABE. Lösen Sie das AWP j(t)+4y(t)=t, y(0)=1, Y(0) =}. 
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5 Lösung der Schwingungsgleichung durch komplexen Ansatz 





5.1 Aufgabenstellung. Nach dem Vorangehenden erhalten wir die allgemei- 
ne Lösung der inhomogenen Gleichung Yy+ay+by= f durch 


(1) Aufstellung eines Fundamentalsystems uı,u2 (nach 4.4 immer möglich), 





(2) Aufsuchen einer speziellen („partikulären“) Lösung yo der inhomogenen DG. 


Sämtliche Lösungen sind dann von der Form Yo + cıuı + caua. Dass es zu jeder 
stetigen Funktion f eine partikuläre Lösung yo gibt, wird in Band 2 gezeigt. Für 
den Augenblick begnügen wir uns damit, für eine größere Klasse von Anregungen 
f ein Verfahren zur Bestimmung einer partikulären Lösung yo anzugeben. Dafür, 
aber auch für die praktische Lösung der homogenen Gleichung, ist der komplexe 
Ansatz von Vorteil. Als Hinweis möge der Fall b — 2a” — w° >0 dienen. Hier 


erhalten wir Fundamentallösungen für die homogene Gleichung durch 
1 1 
e 2" coswt = Re(e‘') ‚ e 2" sinwt = Im (e”*) 
mit \ = 3a + iw. 


5.2 Differentiation komplexwertiger Funktionen 


(a) Eine komplexwertige Funktion t > z(t) = u(t) +iv(t) heißt im Intervall 7 
C*"-differenzierbar, wenn u und v dort beide k-mal stetig differenzierbar sind. 
Für k = 0 bedeutet das die Stetigkeit von u und v. 








(b) Ist z=u-+iv C*-differenzierbar, so definieren wir 
z(t) =ült) +iölt), 2) =Üült) +iölt), usw. 
(c) Beispiel. Für AEO, A=o+Ww gilt 


Zeit un Ne, 


wie sich durch Zerlegung von e‘' in Real- und Imaginärteil ergibt [üAl. 


5.3 Komplexwertige Lösungen der Schwingungsgleichung 


(a) z(t) = u(t) +iv(t) liefert genau dann eine Lösung der homogenen Schwin- 
gungsgleichung, wenn u und v Lösungen der homogenen Schwingungsgleichung 


sind 


(b) Für A= f+ig, z=u+iv ist die Gleichung 
z+taz+bz =h 
äquivalent zu 


utau+bu=f und U+tau+bv=g [üAl. 
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5.4 Exponentialansatz und charakteristische Gleichung 


Notwendig und hinreichend dafür, dass der Exponentialansatz z(t) = e” 


(X € C) eine Lösung der homogenen Schwingungsgleichung 2+a2 +bz = 0 
liefert, ist die charakteristische Gleichung 


“H+al+b=0 





[üAl. Da nach 85:10.1 jede quadratische Gleichung mindestens eine Lösung 
in der komplexen Zahlenebene besitzt, führt der komplexe Exponentialansatz 
z(t) = e*" immer zu wenigstens einer Lösung. 





Wir haben wieder drei Fälle zu unterscheiden: 


(a) Di > 0. Wir setzen w=ı/lb-&. 


Die charakteristische Gleichung besitzt die beiden Nullstellen A = — 5 +iw und 
A=-3-iw.Für z(t) =e”‘ bilden 


1 1 
zı(t) = Rezft)=e"2"coswt, 2zalt) = Imzft) =e ?2*"sinwt, 
ein Fundamentalsystem nach 4.3, 4.4. 
2 5 
(b) 5-7 =-w<0 mit w>0. 


Hier hat die charakteristische Gleichung zwei verschiedene reelle Nullstellen, 


nämlich A\ı =-5 +w, A2= -5 — w. Ein reelles Fundamentalsystem liefern 





zılt) = et, zlt) = ei. 


2 
() b-7=0. 
Die charakteristische Gleichung hat die Gestalt (A + 2)” — (0, also die Doppel- 
1 
nullstelle —5. Der Exponentialansatz liefert nur die Lösung zı(t) = ae, 





Nach der Theorie muss es noch eine weitere Fundamentallösung 22 geben. 


1 
Nach 4.3 (b),(c) ist diese gegeben durch za(t) = te 2°. Im Fall a > 0 sprechen 
wir vom aperiodischen Grenzfall. 





5.5 Erzwungene Schwingung mit periodischer Anregung 


Gesucht ist eine spezielle Lösung von 





Ylt) + aylt) +by(t) = ccos(wot) mit c,wo >0. 


O.B.d.A. dürfen wir c = 1 setzen. Wir bestimmen eine komplexwertige Lösung z 
von 


(C) z(t)+ai(t) +bz(t) = et. 
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Haben wir eine solche gefunden, so liefert yo(t) = Rez(t) nach 5.3 (b) eine 
Lösung der gegebenen Gleichung. 





Für die gesuchte Lösung z machen wir den Exponentialansatz 
z(t) = ke" mit keC. 

Hierfür ergibt sich 
z(t) + az(t) + bz(t) = k (-wo + iwoa + b) e“*. 


Notwendig und hinreichend dafür, dass z(t) = ke’”°' eine Lösung von (C) 
liefert, ist daher die Bedingung 


k (-wo + iwoa + b) —. }: 


Dieser Ansatz verlangt, dass —w) +iwoa+bZ0, d.h. dass iwo keine Lösung 
der charakteristischen Gleichung ist. Das ist bei vorhandener Reibung immer 
der Fall, denn aus —wd + iwoa +b = 0 würde für den Imaginärteil woa = 0 
folgen. Wir erhalten somit 


iwot 25 = 
z(t) — - e u — = wo — vawo erwot = z ul 
—w5 + iwoa +b (b- we) +a?uw? lw| 
mit w := b- wi +iawo. Um den Faktor vor e’*0* als Phasenverschiebung 
darstellen zu können, bestimmen wir die Polardarstellung w = re’” . Es ergibt 
sich schließlich mit r = |w| = /(b- w3)? + a?wg 


1 ei’ IWw 1 t(wot— 
z(t) = —e votwot _ _ oHwot-p) 
Tr T 


Mit 


yo(t) = Rezft) = - cos (wot — ıb) 








erhalten wir eine spezielle Lösung der gegebenen Gleichung. Im Falle vorhande- 
ner, aber nicht zu großer Reibung 


2 


a 
b-— <b 
0< 1° 


ist die allgemeine Lösung von (1) gegeben durch 
1 1 
y(t) = yo(t) +a1e 2° coswt + ase 2°" sinwt. 
Nach einem kurzen Einschwingvorgang stellt sich eine harmonische Schwingung 


mit der Frequenz wo ein, die gegenüber der äußeren Anregung die Phasenver- 
schiebung u besitzt. 
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5.6 Potenzreihenansatz im Resonanzfall 





Der Fall -wö +iawo +b=0 kann, wie oben gesagt, nur bei fehlender Reibung 
eintreten. Es ist dann b= wo > 0, also ist die Anregungsfrequenz wo gleich der 
Eigenfrequenz w = vb der freien Schwingung. Wir suchen in diesem Fall eine 
Lösung des Anfangswertproblems 





(*)  ült)+wult) = coswt mit u(0) = ü(0) = 0. 


Dazu machen wir einen Potenzreihenansatz 


(0,0) 


wolt) = TE #(o=u0)=0, a=ül)=0). 


k=2 


Durch gliedweise Differentiation und Einsetzen in (x) folgt 





> (ar+2 + war) .: — 20" 5 





Der Koefflizientenvergleich ergibt unter Berücksichtigung von ao = aı = 
o=1l 5=0, utwWa=-w, Stwas=0, 
utwru=wt, vr twas=l0,.... 

Somit gilt 


2 


A 
Gel, mue23,; Beer, in Berg ehe el. 


Durch Induktion erhalten wir 


aan = (-1)" mw”, am = 0 
für alle ne N, also 
ı 2n—2,2n a 2n—1 
_ W t t 1 (wt) t n 
= 1) In = — 1)" m - — 2). 
uo(E) 2 en I 2 a 


Es ist leicht nachzurechnen, dass uo eine Lösung von (x) ist, der Potenzreihen- 
ansatz also gerechtfertigt war. 


Die linear anwachsende Amplitude von uo(t) führt zur „Resonanzkatastrophe“. 


5.7 Aufgabe 


Bestimmen Sie eine komplexwertige Lösung der Differentialgleichung 





z(t) +a2(t) + bz(t) = te“ 


im Nichtresonanzfall durch den Ansatz z(t) = (c + dt) e’”'*. 
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1 Treppenfunktionen und ihr Integral 


1.1 Das Flächeninhaltsproblem 


Gegeben ist eine Funktion 
f : la, b| —>R;. 


Unter welchen Bedingungen lässt sich 
der Fläche unter dem Graphen von f 


{vw y)la<z<b,0<y<f(e)} 


in vernünftiger Weise einen Flächenin- 
halt zuschreiben, und wie kann dieser 
gegebenenfalls bestimmt werden ? 


Für stückweis konstante Funktionen, genannt „TIreppenfunktionen“, lässt sich 
dieser Flächeninhalt elementar angeben. Es liegt nahe, die gegebene Funktion 
f in geeigneter Weise durch Treppenfunktionen anzunähern und den gesuchten 
Flächeninhalt durch einen Grenzübergang zu gewinnen. 





1.2 Treppenfunktionen 


Eine Funktion 2 : R — R heißt Treppenfunktion, wenn es endlich viele 
Zahlen ao <... <an gibt, so dass 


(a) ; jeweils konstant ist im Innern Ja,-ı,ar| und 
(b) po(z) = 0 für alle x außerhalb l[ao,an|. 


Auf die Werte o(a,) kommt es nicht an, weil diese zum Flächeninhalt keinen 
Beitrag liefern. 


x heißt Treppenfunktion auf [a,b], wenn y(x) = 0 außerhalb [a,b]. Wir sagen 
auch „gp lebt auf Ja, b|“. 


BEISPIELE. 


(a) Ist I ein beschränktes Intervall, so ist die charakteristische Funktion 
von /, gegeben durch 


Xr(a) 1 für rel, 
Tc — 
\ 0 für zer, 





eine Treppenfunktion. Denn ist ao der linke, aı der rechte Randpunkt von T/, so 
ist Xr(z) =1 in Jao,aı| und Xr(z) =0 außerhalb [ao, aı]. 





(b) Ebenso ist cX7 für jedes c€ R eine Treppenfunktion. 
(c) Für /=[0,2| und J= [1,3] ist 
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Q = 3X1—-2XJ 





eine Treppenfunktion. Denn mit ao =(0,aı =1,aa =2undasz =3ist p(x) = 3 
in Jao,aıl, plz) =1in Jaı,aa|, plz) = -2 in Jaa,az| und y(x) = 0 außerhalb 
[ao, aa]. 


1.3 Darstellung von Treppenfunktionen 





Zwei Treppenfunktionen o, heißen fast überall gleich, 
y(z) =W(x) fast überall, kurz y=vW fü., 


wenn o(z) Z ıb(x) für höchstens endlich viele x gilt. 








Sei eine Treppenfunktion p gegeben. Diese habe die Werte 
Ck in I. = l06-1;0%| (Kelss, ii), 
pr) = 


0 außerhalb von lao,an| 





für ao <aı < .... <am und beliebige Werte Y(ao),...,p(an). Dann besteht 
für 2 die Darstellung 


N 
Bz 3,Xr, AU, 
k=1 


Für eine Treppenfunktion sind verschiedene solche Darstellungen möglich, z.B. 





X [0,3] — Xo,1[ + X11,3[ Fl: u 2X10,4] — X [0,3] — 2 X[3,4] fü. 


1.4 Verknüpfung von Treppenfunktionen 
(a) Mit o sind auch |p| und cp (cE R) Treppenfunktionen. 
(b) Mit p,ıb sind auch gy-+ıb und p- ıb Treppenfunktionen. 


(a) ist unmittelbar klar. Für (b) wählen wir Darstellungen 


N M 
Y = DAT, f.ü. und (10 — >, deX,, f.ü. 


k=1 t=1 


mit Ik = Jar-ı,ar|, Je = |be-ı,be| und ao = bo, an = bm. Wir betrachten 
alle nichtleeren Intervalle /;NJe und bringen sie in ihre natürliche Reihenfolge. 
Aus der „gemeinsamen Darstellung“ 


N M N M 
e=) ) aan Di, Se Y dr Eu. 
kei k=12-1 


ergeben sich dann in naheliegender Weise Darstellungen von Y+vV und p-% 
als Treppenfunktionen. [üA]: Führen Sie dies mit Hilfe einer Skizze aus für 


p = Xr-100 + 3 Xo,1l -Xn,3, %= > X0,2] +X12,4] - 
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1.5 Das Integral von Treppenfunktionen ist definiert als der Inhalt der 
Fläche unter dem Graphen, wobei Anteile unter der &-Achse negativ gerechnet 
werden. Für 


Yy- > Ck XI, Eil.; em = 5-1; @%| .. AO. SE ie CL ON 
kl 
definieren wir also das Integral durch 
N 
[p = ), cr (ar - ar-ı). 
k=i 


Der Wert des Integrals hängt nicht von der speziellen Darstellung von go ab, 
insbesondere nicht von den Werten y(a;). Auf den rein technischen Nachweis 
sei verzichtet. Allgemein gilt: 


Ge Ti, = jvejd, 





1.6 Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen 
(a) ii (cıpyı + capa) = cı [pı +@ I» (Linearität). 

(b) Aus op > od fü. folgt [Ip > [v (Monotonie). 

(c) Lebt po auf dem Intervall [a, bl, so ist 


Sol < Sl < d-a)-max{lo@)| la<a<b}. 





Die Beweise von (a) und (b) sind rein technischer Art und lediglich eine Frage 
der Notation, vgl. 1.4. Der Beweis von (c) ergibt sich aus 








N N 
>,ck (ar -ar-ı)| < > Icr| (ar — ar-ı) 
5 — N 
< max{lo(z)| Ja<xz<b}- =. Ak — Ak-ı) 
_ (b- a) max { |o()| la<z<bt. 


1.7 Integration über Teilintervalle 


(a) Lebt p auf dem Intervall |a, bj, so schreiben wir auch 


b 
[p statt [p. 


(b) Für [c,dl C [a,b] und jede auf [a,b] lebende Treppenfunktion o ist 
auch ® = % -Xp.,a) eine auf [c,d| lebende Treppenfunktion. Wir definieren 
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Insbesondere ist [ BU; 


a 


(c) Für a<b<c gilt dann 
c b ce 
Je=Je+Je:- 

a a b 


2 Der gleichmäßige Abstand zweier beschränkter Funktionen 


2.1 Die Supremumsnorm 


(a) Für beschränkte Funktionen f : [a,b] — R definieren wir die Supre- 
mumsnorm durch 


IF := supilf(@)l|z € a,l} - 
(b) Der gleichmäßige Abstand zweier auf [a, b] beschränkter Funktionen f,g 
ist definiert durch ||f - gl. 
Die Ungleichung || f -g|| < e bedeutet also |f(xz) - g(xz)|<e füralle ze [a,b]. 
Für zwei Treppenfunktionen p,ı auf [a,b] gilt nach 1.6 (c) 


b b 
fo- Iw| - 


b 


[-%) 


[67 


< b-a)|lP-Yl. 











2.2 Eigenschaften der Supremumsnorm 

(a) II 20, IAI=0 — F=0, 

(b) ef = lel-IIFIl für alle ce RR, 

(ce) If+t all s fl + |gll (Dreiecksungleichung) , 
Beachten Sie die Analogie zur euklidischen Norm im R”. 


BEWEIS. 
(a) und (b) sind klar. Für (c) beachten wir, dass für alle x € [a,b] 


Fe@)+s@)l s Fe) + ls@)l Ss IF el. 





Also ist ||f|| + ||g|| eine obere Schranke für die Werte |f(x) + g(x)|, und für 
deren kleinste obere Schranke gilt |f + g|| < || f|| + ||g|| - Q 
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2.3 Approximation stetiger Funktionen durch Treppenfunktionen 


Ist f stetig auf a,b], so gibt es zu jedem e >O eine Treppenfunktion p auf |a, b] 
mit 


If-pll<e. 


Es gibt somit eine Folge von Treppenfunktionen pn auf |a,b]| mit 


If-&a|l 0 für nom. 


BEWEIS. 


Nach dem Satz über die gleichmäßige 
Stetigkeit 88:6 gibt es zu gegebenem 
e>0eind > 0 mit |f(x) - fy)| <e 
für alle x,y € a,b] mit |e - y|< 6. 


Wir wählen N € IN so groß, dass 





wird und setzen h 
ar =a+tkh für k=0,1,...,N. 
Dann ist durch 


Tor) se el) 
oz) = f(b) ir 2=b 


0 sonst 





eine Treppenfunktion p auf [a,b] definiert mit ||f - || < e. 





Wählen wir zu e= 1/n (n = 1,2,...) jeweils eine Treppenfunktion Y„ mit 
If - Yn|| < 1/n, so erhalten wir Treppenfunktionen 9, mit || f — @n|| — 0. 
[ 


Die Fläche unter dem Graphen von f (Teile unter der x-Achse negativ gerech- 
net), ist nach der Figur annähernd gleich 


N 


[p — > flar-ı) (ar - ax-ı) = 2 Fori)-R, 


k=1 


Dies legt nahe, das Integral von f als Grenzwert von Integralen approximieren- 
der Treppenfunktionen zu definieren: 
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3 Integrierbare Funktionen und Eigenschaften des Integrals 


3.1 Integrierbarkeit 





Eine beschränkte Funktion f : [a,b| > R heißt integrierbar, wenn es eine 
Folge von Treppenfunktionen on auf [a,b] gibt mit ||f — || 0. 


Für integrierbare Funktionen f existiert der Grenzwert 


NO 


Sn 


b 
= in [on 


und ist unabhängig von der approximierenden Folge (pn): 
Dieser Grenzwert wird das Integral von f über [a,b] genannt. 


BEWEIS. 


(a) Existenz des Grenzwertes lim [ Yn: Zu gegebenem e > 0 wählen wir no 
N—CooO 


so, dass ||f — Yn|| <e für alle n > no. Dann gilt für n,m > no 

Ion = Ymll = Ion = + = Yml| S pn = Fll+ If Pml|| < 28, 
also 

If on - Som| = |[ (en - Ym)| < (ba) |Ipn - Ym|| < 2b -a)e. 
Nach 82:9.6 hat die Folge ( [ Pn) als Cauchy-Folge einen Grenzwert. 


(b) Unabhängigkeit von der approximierenden Folge: Aus || f — || > 0 ergibt 
sich wie in (a) 


| on - in|| < Ion - FI + |IF - on|| — 0, also 
If on - Sün|=|f (on - un)| < (d - 0) In - nl 0, d.h. 
lim on = lim en: m 


BEMERKUNGEN. Das so eingeführte Integral wird in der Literatur als Cauchy- 
oder Regelintegral bezeichnet. Dieser Zugang verlangt wesentlich geringeren be- 
weistechnischen Aufwand als das in der Literatur häufig verwendete Riemann- 
Integral; die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen ist allerdings etwas 
umfangreicher als die der regelintegrierbaren. 








Für die Anwendung erweist es sich als notwendig, auch Integrale unbeschränkter 
Funktionen zu definieren und die Integration über unbeschränkte Intervalle ein- 
zuführen (uneigentliches Integral). Das geschieht in $12. Alle in diesem Band 
eingeführten Integrale sind Spezialfälle des Lebesgue-Integrals, welches wir in 
Band 2 behandeln. 


SATZ. Stetige Funktionen sind nach 2.3 integrierbar. 
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3.2 Bezeichnungen und Vereinbarungen 


b 
(a) Die üblichen Bezeichnungsweisen für [ f sind 


a 
b 


[rada, [fW)dy, Sf)at. 


a 


b 
Wir schreiben mitunter auch j. as: 
Das Integralzeichen (stilisiertes S für „Summe“) wurde 1675 von Gottfried Wil- 
helm LEIBNIZ eingeführt, ebenso das „Differential“ d& unter dem Integralzei- 
chen. LEIBNIZ stellte sich das Integral als eine Summe über alle Ordinatenlinien 
vor: „Utile est scribi ... je pro omn. £“ (fe für alle £). 


Erinnern wir uns an den Beweis 2.3: Für stetige Funktionen f wurde 








i N 
[| f(x) de durch Summen der Gestalt ), f(&r) Az 
a k=1 


angenähert; wir schrieben dort h statt Ar. Unter dx stellte LEIBNIZ sich die 
Differenz „nächstliegender“ x-Werte vor. 


Die Bezeichnungsweise hat praktische Vorteile: 
b b b b 
[ xdxı und [ e” dx sind deutlicher als [ lja,0) und [ exp . 


b b 
Bei Integralen der Form Fi f(z,y) dx bzw. [ f(xz,y) dy, wie sie in 823 betrach- 


[07 Qq 
tet werden, geht aus der Schreibweise unmittelbar hervor, bezüglich welcher 
Variablen integriert werden soll. 


(b) Zur Vermeidung lästiger Fallunterscheidungen vereinbaren wir für a > b 
b a 
Ifoda2=-//o%. 
a b 


3.3 Eigenschaften des Integrals 


(a) Linearität. Mit fı und f2 ist auch cıfı + cafe für cı,co € R über Ja, b] 
integrierbar, und es gilt 


b b b 
[fuhrteß)saffhitafr: 


b) Monotonie. Sind f, g über [a,b] integrierbar und ist f(x) < g(x) für alle 
x € la,bl, so gilt 


2.9: 


SEEN 
Se 
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(c) Abschätzung des Integrals. Mit f ist auch |f| über [a,b] integrierbar. 
Aus |\f(z)| < M für alle x € [a,b] folgt 


Pre fin < o-oMm 


(d) Mit f,g ist auch f : g über [a,b] integrierbar [üA]. 
BEWEIS. 
(a) Sind %n,bn Treppenfunktion mit ||fiı — Zn || — 0, || f2 — Yn|| > 0, so gilt 


Ic fı + 2f2) - (cin + can) || = |\lcılfı - Pr) + (fe - in) | 
< al If < Pn|| + le If2 <- Ya 0 für no, 


also ist cı fi + ca fa integrierbar. Ferner gilt 
b b 


Kafı +c2f2) = lim [Kcıpn + caıbn) 


n— 
b b b b 
— lim (ı[pn+ca/[Yn) = a)lfıtalf 


wegen der Linearität des Integrals für Treppenfunktionen und nach den Rechen- 
regeln für Grenzwerte. 


(b) Wir setzen h= g- f. Nach (a) ist h integrierbar und 
b 


[a=Js-/f. 
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b 
Zu zeigen bleibt [h > 0, falls h(x) >0 für alle x e [a,b]. 


Ist (2n) eine Folge von Treppenfunktionen mit |jon — h|| — 0, so sind auch 
die |ön| Treppenfunktionen, und wegen h > 0 gilt 


Ion (& )| hi )| < |yn(z) - h(2) | < Ion - All 


(Dreiecksungleichung nach unten). Es folgt Ih — |on| | — 0 und 


b 
=.) a2 0: 
h= Jim Joel > 0 


Sn 


(c) Wie in (b) ergibt sich I Ion] | < ||f - pn || , also die Integrierbarkeit 
von |f|. Wegen +f(x) < |f(x)| < M folgt die Behauptung für die Integrale 
nach (b): 
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3.4 Integration über Teilintervalle 
Sei f über [a,b] integrierbar, [c, d] ein Teilintervall von [a,b] und 
9: sd >R, zr f(x) 


die Einschränkung von f auf [c, d]. Dann ist g über [c, d| integrierbar. Wir defi- 
nieren 


[ f(«) ne | s(«) dt 


Es gilt dann 
d b 
SF= IF Xoa 
und 
= 


ee 


2. 
es 
RD) 


für beliebige Zahlen «,ß,y € Ja, b). 


BEWEIS als [üA]: Zeigen Sie die letzte Formel erst für « <ß <Y und beachten 
Sie die Konvention 3.2 (b). 





4 Zwei wichtige Klassen integrierbarer Funktionen 


4.1 Stückweis stetige Funktionen 


f: [sd] — R heißt stückweis stetig, wenn es für das Intervall [a,b] eine 
Unterteilung a = ao <aı <... <an =b gibt, so dass f in Jar-ı,ar| stetig 
ist und die einseitigen Grenzwerte 


(ar+) k=01:.,N-1), 


f(ar—) (k=1,...,N) 





existieren. 





Das bedeutet: Die Einschränkung von f auf Jax-ı,axr| lässt sich zu einer stetigen 
Funktion fr auf [ar-ı,ar| fortsetzen (k=1,...,N). 


SATZ. Stückweis stetige Funktionen sind integrierbar, und es gilt mit den Be- 
zeichnungen oben 


b N Ak 
=> | 
a k=la,_ı 





Denn aus den approximierenden Treppenfunktionen für die einzelnen f; lassen 
sich leicht solche für f zusammenbauen. Die Behauptung folgt dann aus 3.4. 
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4.2 Monotone Funktionen 
Monotone Funktionen f: [a,b >R sind integrierbar. 


BEWEIS. 


Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Wir unterteilen das Intervall | f(a), f(d)] in 
rn Teilintervalle der Länge 


„_ I -/@ 
n 
mit Teilpunkten . 
Y5 
keQJl::,,%) und ser a, Ya 


ax := supiz € [a,5| | (x) <yr}  %2 


für b=1l,...;,N. y1 
Wegen der Monotonie von f gilt 90 

Ges tar mr: neh: Fr Pe 
Ferner ist 

F(&) € lyr-ı,yr] für z € jax-ı,arl 
[üAl. Die Treppenfunktion 

Pr 3 (ao) X[ao,ao] + Ur ae 
hat die Eigenschaft 

1 

IF nl < + (0 - Fa), 

also gilt || f — an || > 0 für nm. D 


4.3 Bemerkungen und Aufgaben 


(a) Funktionen, die sich als Differenz zweier monotoner Funktionen schreiben 
lassen, heißen von beschränkter Schwankung. Solche Funktionen können 
abzählbar unendlich viele Sprungstellen besitzen. Dennoch sind sie nach 4.2 und 
3.3 integrierbar. 


(b) Sei 





1 1 1 


fa) = 7 in I: :| (kEIN) und f(0) = 0. 


Zeigen Sie, dass f in [0,1] monoton wachsend ist und abzählbar viele Sprung- 
stellen m besitzt. Approximieren Sie hierzu f durch geeignete Treppenfunktio- 
nen /„ und weisen Sie nach, dass f über [0, 1] integrierbar ist mit Integral 1. 
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(c) Approximation des Integrals durch Riemann-Summen. Für eine 
stetige Funktion f : [a,bl > R setzen wir h= (b-a)/n mit ne N und 
ar =a+tkh (k=0,1,...,n). Zeigen Sie für die Riemann-Summen 
Rn := %,flar-ı)h, Sn := 2, flar)h, 
kei kei 
dass 


re im = ln 5; 22 
N—OoO 


N—Oo0O 


ne, 


5 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 
5.1 Das Integral als Funktion der oberen Grenze 
Für eine über |a, b] integrierbare Funktion f und xo € [a,b] heißt die Funktion 


x + Ule) := roa, a,8) > R 


ein unbestimmtes Integral von f. 


Satz. Jedes unbestimmte Integral einer über |a,b]| integrierbaren Funktion ist 
dort stetig. 


BEWEIS. 
Für y>x folgt nach 3.4 


uw) -0@)=- |f-|r=fr 
Für y<x ergibt sich neiös 
a) -UW) = [F- 
Hieraus ergibt sich j 
U) - UKW) <A 2-3]. - 


BEISPIEL. Für die unstetige Heaviside-Funktion f = Xr, ergibt sich das un- 
bestimmte Integral 


Ua) = [fd = | . 


TC 


N 


0); 
20). 


FEIN 


5.2 Stammfunktionen 





Wir nennen eine Funktion F:T—R eine Stammfunktion für f: I —R, 
wenn F' differenzierbar ist und falls gilt 


F(x)= f(x) füralle zEI. 
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Besitzt f eine Stammfunktion F', so sind sämtliche Stammfunktionen von der 
Form 


F+c mitceR. 


Denn ist G(x) = F(x) + c, so ist G’(x) = F'(x) = f(x). Also ist mit F 
auch G eine Stammfunktion. Ist umgekehrt G eine beliebige Stammfunktion, 
so ist (G-F) =f-f=0,also G—- F konstant. 


SATZ. Jede auf einem Intervall I stetige Funktion f besitzt dort Stammfunk- 
tionen. Wir erhalten für jedes zo € I eine Stammfunktion F durch das unbe- 
stimmte Integral 


F(x) = [ro dt. 





BEWEIS. 





Sei x ein fester Punkt aus / und e > O vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f 
gibt es ein 6 > 0, so dass |f(y) — f(xz)| <e für alle ze I mit |e -yl<6. 
Nach 5.1 folgt für O0<|x-y|<6, yeI 


Fy)=F@&) _ _1 


2). [rar = ra) + 


Y-XI 








Fur - sayyar 


T 


yzı yzı 


Mit der Integralabschätzung 3.3 (c) ergibt sich 
y 














FW) -F(&) 1 
— — L) = dei & 
=. x) Tan: (ft) - f(&)) Se 
für alle ye I mit O<|y-x|< 06. Das ist die Behauptung. OD 


Die Heaviside-Funktion 5.1 besitzt keine Stammfunktion F in [-1, +1]. 
Anleitung: Wie hätte F'(x) für x <0O bzw. x > O0 auszusehen ? 


5.3 Der Hauptsatz der Differential—- und Integralrechnung 
(a) Für jede Stammfunktion F von fEC(I) und für a,bEeI gilt 


[| f(x) de = F(b) - F(a). 
(b) Für FEC(T) und a,xeE I gilt 
fe) = Sta) + | Fwat. 


(c) Nach 5.2 erhalten wir für jede auf I stetige Funktion f eine Stammfunktion 
F durch das unbestimmte Integral F(x) = | f(t)dt mit aeI. 
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Die Integration ist in diesem Sinn also die Umkehrung der Differentiation. 
Wir schreiben den Hauptsatz (a) in der einprägsamen Form 


b 


[road = F(e)| 
mit F(rx) j := F(b) — F(a), auch geschrieben als [F(@)]. (lies: „F an den 
Grenzen a und b“). 


BEWEIS. 
(a) U(xz) = [ f(t) dt liefert eine Stammfunktion U von f nach 5.2. Jede andere 


Stammfunktion F' ist von der Form F=U-+c. Nach 5.1 ist also 


v (b) folgt direkt aus (a) mit f’ statt f und x statt b. D 


5.4 Erste Anwendungen: Integration elementarer Funktionen 


Die Kenntnis der Ableitungen elementarer Funktionen gestattet es uns nun, mit 
einem Schlag eine Fülle von Integrationsaufgaben zu lösen: 
b 


„erl 
u = 
(a) I: 45 TE 


a 


b 
für aeR,az#-l1 








a 


und alle Intervalle [a,b], in denen x” definiert ist. 


Denn nach 89:5.2(b) gilt x? = bx’, also liefert («x +1) "'x°*! im Fall 


a # -]1 eine Stammfunktion für x”. 
b 


1 
b en — zer 
(b) 'E x = ze 
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b 
für @ #0. 


a 





Denn es gilt - er” = ae””, also ist 2 e%® eine Stammfunktion für e””. 
b 


(c) [ar = 1ole P = 108 ? für a-b>0O. 
x a a 
Denn f(x) = 1/x besitzt in R>o die Stammfunktion 2 > logr undin R<o 
die Stammfunktion x + log |x| = log(—-r). 
b 


(d) / un arctan «|. nach 89:5.3. 





1+.r2 
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= arcsin « |” für -1<a<b<1T, vgl. 39:5.4. 


(a 


b 
dx Feat 
(f) I = log|x + x? +1| \ [üAl. 


5 
dx b i 
a oe | falls 1 & [a,b] [ER]. 


5.5 Zur Geschichte (vgl. 87:1.4) 


Die systematische Flächen- und Inhaltsbestimmung der Neuzeit auf der Ba- 
sis infinitesimaler Betrachtungen beginnt mit Johannes KEPLER. (Nova ste- 
reometria doliorum vinariorum — Neue Methoden zur Inhaltsbestimmung von 
Weinfässern, 1615). KEPLER dachte sich beispielsweise die Kugel aus lauter win- 
zigen Kegeln mit Spitze im Mittelpunkt und Basis auf der Oberfläche aufgebaut 
und fand so für den Inhalt + : Oberfläche - Radius. 








3 
In GALILEIs Discorsi e dimostrazioni G 
matematice intorno a due nuove sci- G A 


enze (1638) wird die gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung anhand der ne- 
benstehenden Figur behandelt. (Längs 





AB sind die Zeiten, längs CD die ent- . 

sprechend durchlaufenen Strecken zu Q P 
denken. Die linear anwachsenden Ge- 

schwindigkeiten sind als parallele Lini- E F B 

en PQ, BE abgetragen.) Die Zeit AB D 





ist nach GALILEI dieselbe, die sich bei 

gleichförmiger Bewegung längs CD mit der halben Endgeschwindigkeit BF er- 
geben würde. Die Gesamtheit der Parallelen im Rechteck ABFG ist nämlich 
gleich der Gesamtheit der Parallelen im Dreieck ABE. So ergeben sich jeweils 
gleichviele „Geschwindigkeitsmomente“: Was in ABE oben fehlt, wird unten 
wieder ausgeglichen. Die uns heute naheliegende Deutung der „Momente“ als 
v:At erfolgte erst später. Ähnliche Überlegungen finden wir bei William Hry- 
TESBURY (1335) und Nicolas D’ORESME (1335). 





Nach GALILEIs Schüler Bonaventura CAVALIERI ist Folgendes Prinzip benannt: 
Schneidet eine Schar von parallelen Linien aus zwei Figuren jeweils Stücke glei- 
cher Länge aus, so sind beide Figuren flächengleich. Schneidet eine Schar von 
parallelen Ebenen aus zwei Körpern jeweils flächengleiche Figuren aus, so haben 
beide Körper gleichen Inhalt, vgl. die Figur in 8 17:4.2. Dieses schon von GALI- 
LEI verwendete Prinzip findet sich für Einzelfälle bei EUKLID und ARCHIMEDES. 
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CAVALIERIsS Geometria indivisibilibus ... promota von 1635 war ein wichtiger 
Schritt in systematischer Hinsicht. CAVALIERI konnte z.B. die Fläche unter der 
allgemeinen Parabel & — x” bestimmen. Die Begründung seiner Verfahren mit- 
tels Indivisibler (z.B. Fläche als Gesamtheit indivisibler Linien) war allerdings 
mehr als problematisch und daher heftig umstritten. 


Als Wegbereiter der Differential- und Integralrechnung sind u.A. Blaise PASCAL, 
Pierre de FERMAT, Christiaan HUYGENS, John WALLIS und NEWTONSs Lehrer 
Isaac BARROW zu nennen; letzterer verstand die Flächenbestimmung bereits als 
Umkehraufgabe zum Tangentenproblem. 








Aus Tangentenbestimmung, Integrationsverfahren, Hauptsatz und Reihenent- 
wicklungen ein geschlossenes Ganzes gemacht zu haben, ist das Verdienst von 
Isaac NEWTON und Gottfried Wilhelm LEIBNIZ. Nach der schon in 87:1.4 
erwähnten Analysis (1669) veröffenlichte NEWTON 1671 die Methodus fluxio- 
num et serierum infinitorum. LEIBNIZ fasste seine Ergebnisse 1675 und 1684 
zusammen: Methodi tangentium inversae exempla und Nova methodus pro ma- 
ximis et minimis stemque tangentibus.... 


NEWTONs Hauptwerk Philosophiae naturalis principia mathematica (erschienen 
1687) war noch in der Sprache der klassischen Geometrie verfasst, allerdings mit 
besonderem Augenmerk auf Grenzübergänge. Es bestimmte die Fragestellungen 
der Analysis im 18. Jahrhundert. 





LEIBNIZ’ Verdienst war die Schaffung eines Differential- und Integralkalküls, 
dessen Notation hinsichtlich der algorithmischen Handhabung aufs Genaueste 
durchdacht war. Wenn auch strenge Begründungen noch weitgehend fehlten, 
war das Rechnen mit „Differentialen“ doch äußerst praktisch und hat auch 
heute noch heuristischen Wert. 


Die Kettenregel in der Formulierung dx = = -dt wird uns beispielsweise in 7.3 


für die Anwendung der Substitutionsregel als Merkhilfe dienen. Näheres zur 
Geschichte des Calculus finden Sie in [HEUSER, Analysis 2 XXIX]. 








6 Partielle Integration 


6.1 Vorbemerkung. Wegen des Haupsatzes der Differential- und Integral- 
rechnung zieht jede Differentiationsregel eine entsprechende Integrationsregel 
nach sich. Wir beginnnen mit der „Umkehrung“ der Produktregel. 





6.2 Satz von der partiellen Integration 


Für u,ve C"' [a,b] gilt 


[ule) v’(z) dr = u(z) v(z) j - [wW(z)v(x)de. 
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BEWEIS. 


Wegen (u-v)" =u-v +u-v ist uv eine Stammfunktion zu uv’ +wv. Nach 
dem Hauptsatz folgt 





bo 5b b b 
uv| = [(uVtuWv)= [uV+ [wWv. = 
FOLGERUNG. 
b b 
[ Fe) s(a) de = fe) Ga) |, - SF) Ele) dr, 


falls f € C'[a,b], ge C[a,b] und G eine Stammfunktion von g ist. 





Die geschickte Aufspaltung eines gegebenen Integranden in ein Produkt f-g 
ist Erfahrungs- und Ubungssache! 


6.3 Integration von p(x) e” für Polynome p 
Das Prinzip wird an folgendem Beispiel deutlich: Zur Berechnung von 


b 
ie e” dt 


a 


setzen wir f(x) = x”, g(x) = e”, G(x) = e” und erhalten durch zweimalige 
partielle Integration 


b b 
b 

ee =ee| — [2xe” de 
[07 

[07 [07 


b 
= (x? — 2x) e® | + [ 2e” dx — (2 -22+2)e® |. 


[67 


6.4 Integration von p(z)logx für Polynome p 


Sei f(x) = logr, g(x) =plx) =a+qaıc +... +4nx” und 


n+1l __ 


P(x) = | p(t)dt = ax + 3aı2” +... + Ani = B-q8) 


Os 


wobei q wieder ein Polynom n-ten Grades ist. Partielle Integration liefert dann 





b b b il 
| logx:-p(z)de = logze-P(x)| - [ — Pla)dz 
b b 
= x: logx:q(e)| - [ ale)dx, falls a,b>0. 





Qa 
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Das letzte Integral ergibt sich nach 5.4(a). 





Für p(x) =1 erhalten wir insbesondere 


b 
[logadx = 2 (loge - 1) |. tür WD<a<b, 


6.5 Integrale mit trigonometrischen Funktionen 
b 
(a) [eos zde. 


Wir setzen f(x) = g(x) =cosz, G(x) =sinr und erhalten mit Hilfe partieller 


Integration und unter Berücksichtigung von sin’ x =1- cos” x 


b b b 
[cos® - cosx da = Ccosrt-sinz| + | sin - sinz d« 
a a a 





b 
b 
= sinz:cosz | -- [ (1-cos’«) dx, also 
[07 


a 


b b 
2 [ cos xdx = sinx- cost u + [ 1dx und schließlich 


b 
b 
[ cos’ zdx = 4(x+sinz-cosz)| 
[07 


a 


b 
(b) Was ergibt sich daraus für | sin’ zd«? 


a 


(c) Der Trick, mittels mehrfacher partieller Integration auf eine Formel der 
Gestalt 


[ f(@) : s(a) dx = h(a)| + ce [ f(&) : g(a) dx 


mit c # 1 abzuzielen, ist häufig nützlich. Wir erhalten dann 


[f@)- g(a)de = —- hie) 


i 1-c 








a 


(d) Zeigen Sie mittels zweimaliger partieller Integration die sogenannten 
Orthogonalitätsrelationen für die trigonometrischen Funktionen: 


T T 
[ cosnz-cosmedz = | sinnz -sinmazdx = T6nm (n,meN), 


N: —=T 
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[ sinnt-cosmx&dz =0O für alle n,meN. 


—T 


b 
(e) Bestimmen Sie [x"sinxd. 


a 





b 
(f) Bestimmen Sie [e”sinzdx mit Hilfe des Tricks (c). 


[07 


Weitere Integrale mit trigonometrischen Funktionen werden in Abschnitt 10 
behandelt. 


6.6 Aufgaben 





(a) / a de für 0<a<b. (Beachten Sie 6.5 (a), (c)!) 
x 


[67 


b 
(b) | &*logedz für weR, a#-1,0<a<b. 


7 Die Substitutionsregel 


7.1 Umkehrung der Kettenregel 
Ist uw: |@,ß] > la,b] stetig differenzierbar und f € C/[a,b], so gilt 


u(ß) ß 
J | f(2)dx = [ Flult)) w(t) dt. 
BEWEIS. 





Sei F eine Stammfunktion zu f. Dann folgt nach der Kettenregel 


dt 
Der Hauptsatz ergibt also 
u(ß) 


ee 
Ss 
I 
S 
| 
S 








| 
_ 
= 
= 
S_ 
= 
Q 
— 
U 
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7.2 Der Integrand als Ableitung 


b 
Zur Berechnung eines Integrals der Form [ g(x) dx versuchen wir den Integran- 


den in der Form g(z) = f(u(z))w(x) = — F(u(x)) zu schreiben, wo F eine 
Stammfunktion zu f ist. Das Erkennen einer solchen Situation ist Ubungssache! 
Nach 7.1 erhalten wir 





b b u(b) : 
[ ste) dr = f Flute)) W(a)dr = [ Sa)dy = Flula))|, 
a a u(a) 


Es 
BEISPIELE (a) | ze”2” de. 


1 
Für f(y) =e”’ und u(z) = 3x” gilt ze 2” = f(u(x))w (x). Daher ist 


u(b) 








1 u 1 1 

[ze 2” dx — [ e ’dy = —e”’ | were 
u(a) 
a u(a) 
b 
u (z) u(b) 
b) / dx = log ‚ sofern u(z) #0 in la, b 
» (E — (2) #0 in [a0] 





u(b) 


b 
/ 
1 u 
RB ae / —dy = log |yl |, = log U = log un 
u(z) Y u(a) u 














a u(a) 
(c) Wegen tanz = = = _n erhalten wir als Spezialfall 
: cos a 
[ tanzde = log — 
cosb ’ 


Qa 


solange das Intervall [a,b] keine Nullstellen des Kosinus enthält. 


b b 
(d) Bei Integralen der Form [sinx- f(cosz)dx, [cosxz-g(sinz)dx kann der 


Integrand ebenfalls als Ableitung aufgefasst werden. 
(e) Bestimmen Sie die Integrale 





b b 
2 
dR; ——— dx 
ar“ (= fa 
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7.3 Die Substitutionsregel 





b 
Zur Berechnung von | f(x) dx substituieren (ersetzen) wir x durch u(t), wobei 


u: [a,8] — [a,b] eine bijektive C'-Funktion ist. 


Für fe C[a,bl gilt nach 7.1 die Substitutionsregel 


b u”!(b) 
[fa)de = S[ Flult))w(t)dt. 
Qq ul(a) 


(Beachten Sie, dass u”'(b) <u”'(a) sein kann!) 


In der Sprache des Leibnizschen Differentialkalküls lässt sich die Substitutions- 
regel leicht merken und handhaben: 


b 
Wir erhalten das transformierte Integral, indem im Integral J f(x) dx die fol- 


[07 
genden Ersetzungen vorgenommen werden: 


= ul), 


dx = u’(t) dt (Formal aus = = «(t)) ’ 


und Ersetzung der Grenzen a,b für x durch die Grenzen u”'(a),u”'(b) für t. 


In manchen Fällen (vgl. 7.4(b)) ergibt sich eine Vereinfachung durch Verwen- 
dung der Umkehrfunktion p = u”! : [a,b] — [a, 8]. Wegen 


1= u(t)-p(x) mit e=uft) bzw. t=o(e) 








(Kettenregel) erhält die Substitutionsregel die Gestalt 








b p(b) (2) 
it 
de dt. 
[se L / o'(z) ie { 


Auch hier liefert die Leibnizsche Notation eine Merkhilfe: Aus t = op(x) folgt 
dt = yo'(z) dx, also dx = dt/p'(x). 


7.4 Beispiele 


(a) Halbkreisfläche. Zur Berechnung von [ vr? - x? dx substituieren wir £ = 


—F 


? — r? cos”t erhalten wir 


rsint. Mit de=rcostdt, r’ - x 
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ii n/2 
fi r-2ıuer [| td- 5 nach 6.5 (a). 
I —n/2 


b b 
dt 
b —_  ——. md 1+22 da. 
(b) / Een Iv 


Für die in $10:4.6(b) eingeführten Hyperbelfunktionen sinn x = 3(e” — e””), 
cosh x = 3(e”+e”) gilt 


1+sinh’x = cosh’x, sinh’(x) = cosh(xz) > 0, 
x = sinht —& t= y(e) := lege +v1+:2?). Mit 


ee I Zn 
” z+vi-+r? Y1l+.e22 Y1l+.er2 


erhalten wir 





b e(b) i 
dir (b) ( ) 
= = — l 1 z 
I wi ne), 
a (a) 
Ferner ergibt sich mit dx = (cosht) dt 

b p(b) eb) 

[vi+a?de = [ cosh’td = 4 [ (e"+ei”+2)dt 

a (a) (a) 
— 1 2,22 —2t 1 eb) 17, o(b) 
— [3 (e —e AM — ;(sinht cosht+t) 5 


— 1 [2-VIta+lge+vVIt22)].. 


b 
(c) [eve ds für O<a<b. 


Wir setzen £ —=t” und erhalten mit dx = 2t dt 


b vb vb 
1 
[We ve de = [Hope zei — 2 [lost 
a va va 
vb 


—= 2t(logt -1) nach 6.4. 





a 
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b 


(d) [9 av 1 Boa. 


Qa 


Wir setzen wieder t= Yx,d.h. <= t”, de = 2tdt und erhalten 


b vb 
sin vaar - sat zrar 
a va 


Das letztere Integral wird mit partieller Integration behandelt [üAl. 





(e) [sinlloge)de (O<a<b) 


a 


Setzen wir z = ef, also de =e’dt. so erhalten wir 
y) y) 


b log b 
Js loee#)de = / sint-e'dt. 
a log a 


Das letztere Integral ergibt sich durch zweimalige partielle Integration (|ÜA|, 
vgl. 6.5(b)). 


T 
L 
f a 


a 


dt 
Wir setzen t= x*, also dt = 4x? dx oder d« = 103 und erhalten nach der 
44 


Substitutionsregel 7.3 


b : b* b* 

c 1 tdt 1 1 
IE "alten /( we 
a at at 

1 b“ 





7.5 Aufgaben 
Geben Sie Stammfunktionen an für 


Vx x 
z+1’ 1+Ye 
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8 Integration rationaler Funktionen 


8.1 Satz. Sind p,q reelle Polynome mit q(x) #0 in [a,bl, so lässt sich das 
Integral 


bei Kenntnis der Nullstellen des Nenners formelmäßig angeben. 





Das im Folgenden erklärte Verfahren besteht in einer Zerlegung des Integranden 
in eine Summe von elementaren Bausteinen (8.2 und 8.3), deren Integrale dann 
nach 8.4-8.6 berechnet werden können. 





8.2 Reduktion des Integranden 


Durch Kürzen mit einem größten gemeinsamen Teiler 83:7.7 lässt sich errei- 
chen, dass p und g teilerfremd sind. Den höchsten Koeffizienten von q ziehen 
wir vor das Integral oder schlagen ihn p zu. 


Im Fall Grad (p) > Grad (q) dividieren wir p durch q mit Rest (83: 7.4) und 
erhalten dabei Polynome f und r mit 


e f+ - und Grad (r) < Grad (g). 


q 


Die Integration eines Polynoms macht keine Probleme; wir beschäftigen uns 
deshalb nur noch mit dem restlichen Term re 


Wir schreiben wieder p statt r und setzen in 8.1 voraus: 
(a) p und q sind teilerfremd, 

(b) Grad (p) < Grad (g), 

(c) der höchste Koeffizient von q ist 1. 





8.3 Partialbruchzerlegung 


h p(z) 
“ g(z) 
in eine Summe einfacherer rationaler Ausdrücke zerlegen: 


Unter den Voraussetzungen (a), (b) und (c) lässt sic auf eindeutige Weise 


Jede reelle Nullstelle c der Vielfachheit m von q liefert dazu den Anteil 


qaı a2 => 1 Am 
x -c (e-c)? (a -ce)m’ 





und jedes Paar c,c nichtreeller Nullstellen von qg mit der Vielfachheit n leistet 
den Beitrag 
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Aıxz-+ Bı Asxz + Ba Anz + Bn 
FREE: Fe en ag al oe nr ra ee 
= +ax+ß (a+am+Pß) (2? +ax+ß) 


wobei & +ax+ßB= (x -c)(x -%). Die Koeffizienten ai, Ar, Br sind reell und 
eindeutig bestimmt. 


Wir verzichten auf den etwas technischen Beweis und verweisen auf |HEUSER, 
Bd. 1, Nr. 69], [MANGOLDT-KNOoPP, Bd. 2, Nr. 190]. 


p(z) 52° +12x +47 

aa) (3) +5)? 

Der Nenner hat die einfache Nullstelle &ı = 3 und die zweifache Nullstelle 
2 = —5. Somit besitzt die Partialbruchzerlegung die Gestalt 


BEISPIEL 1: 


Die), b c 


ale) 2-3 = x +5 z (2 +5)? 
Zur Bestimmung der Koeffizienten a,b,c multiplizieren wir mit g(x) und erhal- 
ten 
(x) 52° +122 +47 = ala +5) +62 -3)(Ee +5) tel -3). 
Durch Ordnen nach Potenzen von x und Koeffizientenvergleich erhalten wir die 
Gleichungen 





5=a+b, 12=10a+2b+c, 47 = 25a — 156 — 3c 


mit der Lösung 


Schneller ergeben sich die Koeffizienten durch Einsetzen der Nullstellen xı = 3 
und ra = -5 in die Gleichung (x). Diese gilt zunächst nur außerhalb der Null- 
stellen, dann jedoch aus Stetigkeitsgründen auch für alle x € R. Wir erhalten 
sofort a = 2 und c = -14. Den Koeffizienten b = 3 finden wir durch Differen- 
zieren der Gleichung (*) und Einsetzen von xı = —. 





2 
BEISPIEL 2: p(«) — BR Zi A : 

az) (2 —- 1)(x?+4x + 13) 
q(z) hat die einfachen Nullstellen xı = 1, x&2)3 = —2 # 3i, besitzt somit die 
Partialbruchentwicklung 


p(&2) a Ax+B 


az) z-1 22+442+13' 
Multiplikation mit q(x) ergibt 
(x) 32° +42 +29 = alz +42+13)+(Ar+B)(e-1). 


Durch Einsetzen von xı = 1 erhalten wir 
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»=4l8, Also gae2; 








Zur Bestimmung von A,B empfiehlt sich Koeffizientenvergleich. Wir können 
aber auch spezielle «-Werte in (x) einsetzen, z.B. x =0. 








Methoden zur Koefflizientenbestimmung werden ausführlicher beschrieben in 
[IHEUSER Bd. 1, Nr. 69], [MANGOLDT-KNnOPP, Bd. 3, Nr. 12]. 


b 





8.4 Für das Integral ern ‚ c&la,bl, ergibt sich 
(x c)* 
Z 1 Zr 
log(x zu c) . mr k=1 ind (= k)(e — eyr-1 . für k = 1]. 
b 
8.5 Reduktion des Integrals se dt 
(2? +ax+P) 
Wir zerlegen das Integral in 
b b 
nr de + (B- 2) | di B 
2 (2? +ax+Pß) 2 (2? +axc+Pß) 





Für das erste Integral erhalten wir 


b 





A 2 i 
> log (@ rae+ß)| ir k=1l 
b 
A 
2(1-k)(2?+ax+Pß) i 





Das zweite Integral wird mit mit Hilfe der folgenden Rekursionsformel verein- 
facht. Im Hinblick auf Abschnitt 9 fassen wir diese gleich allgemein. 


Allgemeine Reduktionsformel. Für reelle Zahlen a,ß,k mit 
D:= (k- 1)(4B - 0°) #0 gilt 
b b 


en ___ ta |), Eu 
(2? + ax +8)" D (x? + ax +)" ä D (22 + a2 + Hy 


[07 [07 








Dies ergibt sich aus der direkt zu verifizierenden Identität 
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d 2r+a  (k-1)(4B - a) 2(2k — 3) 


. ' 


da (2? + ax + By"! u (2? +ax +8)" (2? +ax+Bß 
Ist k eine natürliche Zahl, so kommen wir durch wiederholte Anwendung dieses 
Reduktionsverfahrens zu folgendem Integral: 


b 


8.6 Das Integral / u 


2? +axz+ß 


a 


Drei Fälle sind zu unterscheiden: 


(a) AB > a, d.h. x” + ax + ß hat keine reellen Nullstellen. Quadratische 
Ergänzung liefert 





2 
= +ac+ß = (+2) +8-% = 2 (2m +0)? +48 - 0?) 
2 2 2 
_ nn (Fr) _ +), 


wobei 


A= y4aß-a?, t= nn _ = = pe). 
ı/4ßB — a? 


Für die Substitution t= yp(z) gilt de = $ dt, also 











b p(b) 
de 2 de. 2 an (FI) e 
2+ac+ß A 2? +1 A A a 
a (a) 


(b) 48 <a” , d.h. der Nenner hat zwei reelle Nullstellen zı,x2 & [a,b]. 
Partialbruchzerlegung ergibt mit Hilfe von 5.4 (d) 























1 _ 1 001 ( I 0001 ne 
22 +aa+ß (a-s)\a-m) m-zmm\e-2m2 2-2)’ 
b b b 
dt . 1 ( de dx ) 
2 +ac+ßB m-aı — 12 c— 2 
el]. 
_ log 
ct2 — Tı — %ı a 








(c) 48=0o°, also +tac+ß = (+ 1a) 
Dieser Fall wurde in 8.4 behandelt. Für —5 £ [a,b] ergibt sich 
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b 
b 





EHE. SEEN GREEN SEE 
z2+ac+ß 2ctea 


a 


a 


8.7 Aufgaben. Geben Sie zu folgenden rationalen Ausdrücken Stammfunk- 
tionen an: 


(a) ze +c+1 (b) 1 (c) De] 
22 +22 —3 23 +7x22 +15r +9 22 +42 +5 
1 © +1 
du 0 
(2? — Ar +5) (2? +1) 


8.8 Aufgabe. Seien «, zwei voneinander verschiedene positive Zahlen. Ge- 
ben Sie Konstanten A, B an mit 


1 A B 


(x? +02) (x? + #2) u x2 +02 = x2 + B2 ; 
9 Integrale mit Potenzen von /z? +axz+ß 
b 
9.1 Das Integral | 


dt 
yze?+taxz+ß 


(a) Im Fall 48 > @* nehmen wir wie in 8.6 (a) quadratische Ergänzung vor: 
2 ON“ 5 GE 
ı"+tax+ß= (@+$) ee +1) mit 
27 + 
Ze 





A=/4B-o? und t=y(r) = 


Es ergibt sich 


b p(b) 
dx dt o(b) 
er / ve®+l ) 
a (a) 


nach 7.4 (b). 
(b) Im Fall 48 < o? gilt #+ax +ß= (2x -xı)(2-x2) mit xcı < xa. Für 
2 < a ergibt die Substitution t= y& — Xa 
b—-x9 
2 dt 


a—I2 
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Somit sind wir wieder bei (a). 
Im Falle b < zı < za führt die Substitution t = Yxı-x auf denselben 
Integranden, aber andere Integrationsgrenzen [üAl. 

b 
(c) Für 43 = a” haben wir es mit / 


zu tun. 





1 


2 
a 


9.2 Das Integral 


b 
/ da 


mit ne N, 48 #Z a” wird mittels der Reduktionsformel 8.5 auf das Integral 
9.1 zurückgeführt. Mit k=n+3, D= (k- 1)(48 - @*) = (n - 3)(4B - a*) 


und w(x) = ı/2? + ax + ß erhalten wir aus 8.5 





b b 


dx u ta | Rn An-—1) dx 
w(z)2r+1 u Dw(z)?2r-1 . D w(z)2n-t 


[07 [07 





Nach n Schritten sind wird beim Integral 9.1. 


b 
9.3 Das Integral / (2? + ax + B)?rT! dx 


a 


mit ne No, 48 # a? führen wir ebenfalls auf das Integral 9.1 zurück, indem 
wir diesmal die Reduktionsformel 8.5 in „umgekehrter Richtung“ verwenden. 
Mit k=-n+3, D= (-n - 3)(4B - a*) = -(n+ 3)(48 - a”) und w(x) = 


ı/x? + ax + erhalten wir aus 8.5 


b 


Sc 22 +0@ Se ’ (2n +1)(4ßB - 0°) / ch 
IK "de = en = er Fute) a2, 


[07 [07 


E= 





Nach n + 1 Schritten kommen wir zum Integral 9.1. 


p(®) de 


v2? +taz+ß 


mit einem Polynom p vom Grad n € IN können ebenfalls auf das Integral 9.1 
zurückgeführt werden. Die geschieht durch den Ansatz 


9.4 Integrale der Form 
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b 
+ cc 


b b 
/ p(&) en I 
1/22 + ax + B a 1/2 +ax-+ B 


mit einem Polynom q vom Grad n — 1 und einer Konstanten c. 


ale) ya +az+B 











Das Polynom q und die Konstante c ergeben sich durch Koeffizientenvergleich 
aus 


pl) ce = (a tax+B)g(e)+(e+za)ale). 





AUFGABE. (a) Wie kommt die letzte Gleichung zustande? 


(b) Warum funktioniert die Methode des Koeffizientenvergleichs? 
b 





x dı 
c) Bestimmen Sie ZZ, 
(c) Een 


9.5 Aufgaben 


(a) Zeigen Sie mit dem Reduktionsverfahren 9.3, dass 


a/c’ 


b 
JVe+edıes sc[zvi+2?+loge+vV1+R? )\ 


vel. 7.4 (b). 


; b 


dx x 
b) Zeigen Sie, dass / — = ———— |. 
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10 Übergang zum halben Winkel 


10.1 Integrale rationaler Funktionen von cosz und sinz 
Solche Integrale lassen sich formelmäßig angeben: 


Wir substituieren 


zT 
— tanz bzw. x = 2 arctanu 


und erhalten mit Hilfe von 89:3.7 





1 1+u° % 
du = 5 (14 tan? 2) de = — de, also: des mp. 
2sinS$ cos 2tan 3 3 
sine = —————- = ———— — _ 


5 I 00959 
sin“ 2 + cos? & 1+tan 5 1+u2 
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2 


cos 5 — sin? 


t=u° 


1+u2 


COST = 


D|S |] 8 


cos? & 5 +tsin 2 


Nach Ausführung dieser Substitution ist der Integrand also eine rationale Funk- 
tion in u, und es kann das Verfahren von Abschnitt 8 angewendet werden. 





b 


10.2 Beispiel f 


a 


dt 


sınz 





Es sei 0<a<b<nr. Durch Substitution u = tan 5 geht dieses Integral mit 


A=tan = be tan 2 über in 


B B 
1+u° du _1 we tan 2 
2u — 1 Fi Fa os tan$ 
A A 


10.3 Aufgaben. Berechnen Sie die Integrale 
b 


dx T T 
(2) = (-5 <a<b<5) 


a 














b 
1 3 
(b) Hu üzsueb<r): 


sın zT 


a 


11 Schlussbemerkungen 

11.1 In geschlossener Form integrierbare Funktionen 

Ein geschlossener Ausdruck entsteht aus den elementaren Funktionen 
1, x, e”, logx, vx, sinz, cos«, 


dadurch, dass endlich oft einer der Prozesse Addition, Subtraktion, Multiplika- 
tion, Division und Hintereinanderausführung durchgeführt wird. Zum Beispiel 


ist 
log a 
1+sin(1+x) 


ein geschlossener Ausdruck. 


Ein rationaler Ausdruck in den Funktionen fı,...,fn entsteht aus diesen da- 
durch, dass endlich oft eine der Operationen Addition, Subtraktion, Multipli- 
kation, Division mit ihnen durchgeführt wird. 
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Folgende Funktionen gestatten die Angabe einer Stammfunktion durch einen 
geschlossenen Ausdruck: 


(a) rationale Ausdrücke in 1 und x (vgl. Abschnitt 8), 
(b) rationale Ausdrücke in 1, x, Var +b, ver +d, 


(c) rationale Ausdrücke in 1, x, Ya2+ax+Bß, 


(d) rationale Ausdrücke in 1, sin, cost. 


Einzelheiten finden Sie in der Literatur |MANGOLDT-KNOPP, Bd. 3], [|KAMKE). 


11.2 Nicht in geschlossener Form integrierbare Funktionen 
u? sinz e” i 1 1 
"2 x: ker’ /lI-csz vi+tr 
Diese Funktionen lassen sich nicht in geschlossener Form integrieren, vgl. dazu 
IMANGOLDT-KNOPP, Bd. 3]. 








Das hat u.A. die Konsequenz, dass sich die Bogenlänge eines Ellipsenstückes 
nicht formelmäßig angeben lässt und die Differentialgleichung ü + w” sinu = 0 
des mathematischen Pendels keine geschlossen darstellbare Lösung besitzt. 





11.3 Schlussbemerkungen 


Natürlich sind die Funktionen 11.2 über jedes Stetigkeitsintervall integrierbar, 
nur gibt es eben keinen geschlossenen Ausdruck für die jeweilige Stammfunktion. 


Mit Computerhilfe (z.B. mit den Programmpaketen MATLAB, MAPLE und MA- 
THEMATICA) lässt sich jedes bestimmte Integral numerisch beliebig genau be- 
rechnen; wir werden später einfache Näherungsverfahren diskutieren (Stichwor- 
te: Keplersche Fassregel und Simpson-Regel). 











Ferner weisen wir auf Programme der Computeralgebra hin, welche in praktisch 
allen Fällen, in denen dies möglich ist, Stammfunktionen formelmäßig angeben 
(z.B. MAPLE und MATHEMATICA). 


Zur Herleitung von Gesetzmäßigkeiten in der Physik kann aber auch im Compu- 
terzeitalter auf die exakte Bestimmung von Integralen, sei es durch geschlossene 
Ausdrücke oder durch Reihen, nicht verzichtet werden. 
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812 Vertauschung von Grenzprozessen, uneigentliche 
Integrale 


1 Problemstellungen, Beispiele 


1.1 Worum geht es? 





Die Notwendigkeit strengerer Betrachtungsweisen in der Analysis ergab sich 
Ende des 18. Jahrhunderts anläßlich folgender Frage, die für die weitere Ent- 
wicklung der mathematischen Physik eine Schlüsselrolle spielte: 


Gegeben sei eine stetige Funktion f:: [0,Z|— R mit f(0) = f(L) =, z.B. 
die Gestalt einer an den Enden eingespannten Saite zu einem Zeitpunkt. Lässt 
sich f in eine Sinusreihe 





Fa) ), an sin 
n=1l L 


entwickeln ? 





EULER hielt einer solchen Vorstellung entgegen, dass eine Reihe, deren Glieder 
analytische Funktionen sind, selbst wieder analytisch sein müsse. Daher komme 
eine solche Entwicklung für „physikalische Funktionen“, z.B. solche mit Ecken 
nicht in Frage. 





Diese Auffassung ist nur bedingt richtig. Eigenschaften der Reihenglieder wie 
Differenzierbarkeit oder Integrierbarkeit müssen sich keineswegs auf die Grenz- 
funktion vererben; hierfür sind Zusatzbedingungen erforderlich. Wir formulieren 
die Fragestellungen zunächst für Folgen: 





Gegeben eine Folge von Funktionen fı, f2,... auf einem Intervall /, für die 
(2) = lim nl) 
N—OooO 


für alle x € I existiert. 


(a) Unter welchen Voraussetzungen folgt aus der Differenzierbarkeit der fn die 
Differenzierbarkeit der Grenzfunktion f und 


Fa) = lim fn(@)? 
N—CoO 
(b) Wann folgt aus der Integrierbarkeit der fn die von f und 
g-- In [ 
nr. 


Für unendliche Reihen 


009 


f&) = 2 urle) 


k=Ü 
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lauten die entsprechenden Fragen: 


(a) Folgt für C'-Funktionen u; die Differenzierbarkeit von f und 


f(x) = >, u,(2) (gliedweise Differenzierbarkeit) ? 
k=0 


(b) Folgt aus der Integrierbarkeit der u, auch die von f und 


[ je), [ ur  (gliedweise Integrierbarkeit) ? 
z k=0'J7 





Über die Partialsummen fn(x) = > )ur(x) werden die beiden letzten Fragen 
k=0 


unmittelbar auf die ersten zwei zurückgeführt. 


1.2 Zwei Beispiele 


(a) Die Grenzfunktion einer konvergenten Folge von CO” -Funktionen braucht 
nicht einmal stetig zu sein. Das zeigt das Beispiel 


He): u zei]; 
Die fn sind beliebig oft differenzierbar, und es gilt 


0 für O<r<I1WV, 


1 fr 2], 


Fn(z) > fix) = | 


(b) Im Allgemeinen sind Integration und Grenzübergang nicht vertauschbar. 





Für die nebenstehend skizzierten steti- 
gen Funktionen fn gilt 


im MIe)=0 n 
N—00 
In 
Für £=0 ist das klar. Für er >0 silt 
fn(x) = 0, sobald n > 2/x. Ferner ist 
1 
in dz = 1, somit 
0 0 1.2 
rn rn 


1 1 
en 


2 Gleichmäßige Konvergenz von Folgen und Reihen 


2.1 Die Supremumsnorm wurde in 811:2 für reelle Funktionen eingeführt. 
Im Hinblick auf Potenzreihen fassen wir diese Definition hier etwas allgemeiner: 
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Sei im Folgenden D eine beliebige Menge (wir denken zunächst an Teilmengen 
von C). Eine Funktion f : D — C heißt beschränkt auf M C D, wenn die 
Menge {|f(xz)| |x € M} beschränkt ist. Ist dies der Fall, so heißt 


Ifllar = sup {fl ze M} 





die Supremumsnorm von f bezüglich M. 


Wie in 811:2 gelten die folgenden Eigenschaften der Norm: 


IIf||ar =O genau dann, wenn f die Nullfunktion ist, 
IcfIIm lfm für ce, 
If+gllu s Ilm + Ialla- 


2.2 Gleichmäßige Konvergenz 


Für auf M beschränkte Funktionen f und fn ist die folgende Begriffsbildung 
von grundlegender Bedeutung: 





Die fn konvergieren auf M gleichmäßig gegen f, wenn 
rl 0% für na. 

Wir sagen auch: 
fn(z) > f(x) gleichmäßig für veM, 

kurz 


fa —> f gleichmäßig auf M. 


BEISPIEL. Ist f : [a,b] — R integrierbar, so gibt es eine Folge von Treppenfunk- 
tionen £n, die auf [a,b] gleichmäßig gegen f konvergieren, vgl. 811:2.3. 


2.3 Das Verhältnis von gleichmäßiger zu punktweiser Konvergenz 


Von der gleichmäßigen Konvergenz ist die punktweise Konvergenz auf M 
fn(z) — f(x) für jedes ze M 


wohl zu unterscheiden. 
Aus der gleichmäßigen Konvergenz fn > f auf M folgt die punktweise. 


Das ergibt sich sofort aus 


ne) = F)| < In = All für jedes ze M. 
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Die Umkehrung gilt jedoch i.A. nicht: 


BEISPIEL. Setzen wir 
Mle)=r" und Je)=Tl er geM=ß,1|, 

so konvergiert fn auf M punktweise gegen f nach 1.2. Jedoch gilt 
ie aet er<eTet, 


Beachten Sie, dass die fn auf jedem Intervall [0,r| mit r < 1 gleichmäßig gegen 
Null konvergieren: 


Ir = Flo, = sup{x”" |0<x2<r}=r"—0 für no. 
BEMERKUNG. Punktweise Konvergenz auf M bedeutet: Für jedes x € M gibt 


es zu vorgegebenem e > 0 ein (im Allgemeinen von x abhängiges) n. = n. (x), 
so dass 


If) - Alz)| <e für n>nele). 
(In unserem Beispiel ist n > logx/loge zu wählen.) Bei gleichmäßiger Konver- 


genz kann n; unabhängig von x gewählt werden. 


2.4 Das Rechnen mit gleichmäßig konvergenten Folgen 


(a) Konvergiert eine Folge (fn) gleichmäßig auf M, so ist sie gleichmäßig be- 
schränkt, d.h. es gibt eine Konstante C mit 


ia 2 & jur n=1 2.22: 

(b) Aus der gleichmäßigen Konvergenz 
nf mg auf M 

folgt die gleichmäßige Konvergenz auf M von 
afn +bgn > afr+rtbg für abe, 
In'9n— '9; 
ml fl. 


Geben Sie die Beweise nach dem Muster von 32:6. 








2.5 Aufgaben 
(a) Warum ist die Folge (fn) in 1.2 (b) nicht gleichmäßig konvergent ? 
(b) Ist die Folge hn mit hn(2) = X[_n,n] punktweise konvergent auf R? 


(c) Sei f(x) = e”!*!, A. wie in (b) und fn = fhn.. Zeigen Sie, dass fn — f 
gleichmäßig auf R. 
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2.6 Gleichmäßige Konvergenz von Reihen, Majorantenkriterium 





Die reell- oder komplexwertigen Funktionen fo, fı, ... seien auf einer Menge 
D definiert, und es sei M eine nichtleere Teilmenge von D. Die Reihe 





> f(x) mit den Partialsummen s„(z) = >> Tel) 


heißt gleichmäßig konvergent auf M, wenn die Partialsummen s„ auf M 
gleichmäßig gegen eine Funktion konvergieren. 


Majorantenkriterium. Eine Reihe I, fr(x) konvergiert gleichmäßig auf M, 
k=0 
wenn sie eine konvergente Majorante mit konstanten Gliedern besitzt, d.h. wenn 


Re) &% fürslie DEM und k=012..- 


gilt und die Reihe ) an konvergiert. 
k=0 








Der Nachweis der gleichmäßigen Konvergenz einer Reihe wird so gut wie immer 
durch die Angabe einer Majorante mit konstanten Gliedern geführt. 


BEWEIS. 


Für jedes feste x € M konvergiert die Reihe ), f(x) nach dem Majoranten- 
k=0 
kriterium 87:5.2; den Grenzwert nennen wir f(x). Für m>n gilt 





d-e= | L ha|<S D IH L a. 
kentl kent+l kent+l 


Nach dem CAucHY-Kriterium 87:5.1 gibt es zu vorgegebenem e >0O ein no, 
so dass 


m 
>», ar<e füralen>no undalle m>n. 
k=n-+1l 


Dann silt für m>n>no undallexe M 
Ism(2) <- sn(z)| < e, 


also für f(x) = lim sm (x) 
M—OO 


If) - sn(z)| <e fürall n>no undalle ze M. 
Damit ist ||f — sa||r Se für n>no. D 


00 


BEISPIEL. >> si ) konvergiert gleichmäßig für alle xe R, denn 
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1 1 | 
| 2 sin(nz) | _ 2 und p> 2 konvergiert nach 87:1.3 (c). 


2.7 Gleichmäßige Konvergenz von Potenzreihen 


009 
Hat eine Potenzreihe I, an(z—- 20)" den Konvergenzradius R > 0, so konver- 
n=0 
gieren die Reihen 
0,0) 0,0) 1 
>, an(z-20)” und ),nan(z- 20)" 
n=0 n=l 


gleichmäßig auf jeder Kreisscheibe |z—- zo|<r mit O<r<R. 





BEMERKUNG. Für die volle Kreisscheibe |z — z0| < R liegt im Allgemeinen keine 
gleichmäßige Konvergenz vor. Wir wollen uns dieses für Potenzreihen typische 
Konvergenzverhalten anhand der geometrischen Reihe klar machen. Mit 











Ge een 
I u 
gilt für |] <1 
n-+1 n+l1l 
2 12| 
=, = & 








Für reelle z mit O0<z<]1 gilt dabei das Gleichheitszeichen. Damit haben wir 
für jedes fester mit O<r<1l 





n-1 


sup IF) = n()| | el<r} u .. 


& 





also gleichmäßige Konvergenz für |z| <r. Für r — 1 wird die Konvergenz im- 
mer schlechter. Auf der offenen Einheitskreisscheibe |z| < 1 ist |f(z) - sn (z)| 
sogar unbeschränkt. 

BEWEIS. 

(a) Nach 810:2.3 konvergiert die Reihe 


Y» u|r” für U<r<aH. 


n=0 
Für |z — zo| < r liefert die Abschätzung 


lan (2 20)" | < lan|r" 


(0,6) 

die gleichmäßige Konvergenz von ), an (2—- 20)" nach dem Majorantenkrite- 
n=0 

rium. 
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(b) Wir wählen ein omit r <o< R. Nach (a) konvergiert die Reihe 
Y. |; 
n=0 


Deren Glieder bilden also eine Nullfolge und sind insbesondere beschränkt: 


lan|o" <C für alle n. Für |2 — zo| <r haben wir die Abschätzung 


rn 
Ina (z- 20)" "| <an|r = — jan| 0" (2) < 0 g" 


mit.ger)o=1: 


Die Reihe ), Zr ed = - >,.ng” konvergiert nach $7:2.3 (b). 
n=1l n=1l 


Damit ergibt das Majorantenkriterium die gleichmäßige Konvergenz von 


009 
Ynan(lz2-2) für k-ol|<r. 


n=]l 


(c) Der Konvergenzradius der letztgenannten Reihe ist R: Einerseits konver- 





00 
siert I nlan|r””" für jedes r < R, wie wir gerade gesehen haben. Andererseits 
R=l 


gilt für |w| > R die Abschätzung |nan wet > n |w|”"| an w”|, und die Reihe 


0,6) 

>, jan w”| ist divergent nach Definition des Konvergenzradius. 
n=0 

2.8 Der Weierstraßsche Approximationssatz 


Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktion ist dort gleichmäßiger 
Limes einer geeigneten Folge von Polynomen. 


Der Beweis wird sich im zweiten Band im Zusammenhang mit Fourierreihen 
ergeben. Für einen direkten Beweis siehe [BARNER-FLOHR 1, pp. 322-326]. 





3 Vertauschung von Grenzübergängen 
3.1 Stetigkeit der Grenzfunktion 
Der gleichmäßige Limes einer Folge stetiger Funktionen ist stetig: 


fan CD, fa f gleichmäßig auf I — fEC(N. 


BEWEIS. 


Zu gegebenem e>0 gibtesein ke N mit || f — fr|| < e. Sei zo € I. Dann 
gibt es wegen der Stetigkeit von fr ein ö>0 mit 





Ifr(&) — fr(xo)| <e fürall zEeI mit |e- ol <d. 
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Für diese x gilt dann 


If) - Flzo)| = |fle) - Frl) + Frl) - Fr(Xo) + Fr(xo) - Fxo)| 


IN 


If) - Fla)l+ Fra) - Fr(zo)| + |fr (20) — F(zo)| 


IN 


2|f - Fr||r + |Fr(&) — Fr(zo)| < 2e+e = 3e. = 


3.2 Vertauschung von Integration und Grenzübergang 


Gegeben sei eine Folge von integrierbaren Funktionen fn : [a,b > R. Konver- 
giert diese Folge gleichmäßig gegen eine Funktion f, so ist auch f integrierbar, 
und es gilt 


b 


[ f(«) de lim IA%@) dx 


N—0o 
[07 


BEWEIS. 





Nach Voraussetzung gibt es zu jedem fn eine Treppenfunktion 9, mit || fn — £n|| < 
l/n, also gilt 


IF nl = If nt FR en Ss IF Fall+ fr = Pnl| > 0 
für n — ©. f ist somit als gleichmäßiger Limes der Treppenfunktionen 2 
integrierbar. 


Die Vertauschbarkeit von Limes und Integral folgt aus 
b b b b 
ft-Ir|=\SU-R|s SI -AlsB-Alf-Al- 0 


[67 


für n — X. D 


3.3 Gliedweise Integration von Reihen 
Sind die fn über la,b] integrierbar, und konvergiert die Reihe 
(2) = > Fn(®) 
n=0 
gleichmäßig auf la,b|, so ist f über [a,b] integrierbar, und es gilt 
b 


[fla)de = % [Inla)de. 


a n=0 a 
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BEWEIS. 
Mit 


N 
SN — Y, I 
n=0 


folgt nach 3.2 
b b N b ob 
Eee Eee 


wegen der Linearität des Integrals. Oo 


3.4 Aufgabe 
1 . ä 
Stellen Sie ai durch eine Reihe dar, und berechnen Sie [ ea dx auf zwei 





0 
Stellen genau. Beachten Sie, dass sich eine Leibniz-Reihe ergibt. 


3.5 Vertauschung von Differentiation und Grenzübergang 


Konvergiert eine Folge fı, f2,... von C'-Funktionen auf I in folgendem Sinne: 


fn — f punktweise in I, 
f. — g gleichmäßig auf jedem kompakten Teilintervall von TI, 


so ist f in I stetig differenzierbar und f' = 9, d.h. 


d 
7 na) = lim nl) 
BEWEIS. 


Sei zo € I. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt 


fn(&) = fnlzo) + [ Falt) dt. 
zo 
Lassen wir in dieser Gleichung n gegen Unendlich gehen ! Nach der Vorausset- 
zung gilt fn(x) — f(x), fn(xo) > f(xo), und wegen der gleichmäßigen Konver- 
genz f,, — 9 auf [xo, x] bzw. [x, xo] erhalten wir 





f(2) = fxo) + [s@)dt. 


TO 





Nach 3.1 ist g stetig in /, denn jeder Punkt von / liegt in einem geeigneten kom- 
pakten Teilintervall von /. Nach dem Hauptsatz ist f daher C'-differenzierbar, 
und es gilt f' = g. D 
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3.6 Gliedweise Differentiation von Reihen 


Eine aus reellen Funktionen fn bestehende Reihe 
(2) = > Fn(®) 
n=U 


konvergiere für alle x € I. Wenn alle fn stetig differenzierbar sind und wenn 
die gliedweise differenzierte Reihe 


> fı() 


auf jedem kompakten Teilintervall von I gleichmäßig konvergiert, so ist auch f 
stetig differenzierbar, und es gilt 


f'(@) = > @). 


BEWEIS durch Anwendung von 3.5 auf die Teilsummen, vgl. 3.3. 
FOLGERUNG. Hat eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten 


009 


fi) = 2 anl® - 20)" 
n=U0 
den Konvergenzradius R>0, so ist f in |xo — R,xo + R| beliebig oft differen- 
zierbar, und es gilt dort 


09 (0,0) 


f(&)= $nan(z - 20)”, f(@)= Inn - 1)an(x - 20)" ?, usw. 


n=]l n=2 





Das ist die Behauptung 8 10:3.1, deren Beweis noch ausstand. 


BEWEIS. 

Jedes x € |£o -— R,xo + R| liegt in einem geeigneten Intervall [xo -r,xo + r|] 
mit r < R. In diesem konvergieren die abgeleiteten Reihen gleichmäßig nach 2.7. 
Somit folgt die Behauptung aus 3.6. OD 








3.7 Aufgaben 





(a) Zeigen Sie die C'-Differenzierbarkeit von 


ud 6 
= — sin — EL. Der<1. 
ea Dee sin mit O<xz< 


(b) Geben Sie den Wert der Reihe Yn“x” für —1<x< 1 in geschlossener 
n=l 


Form an, vgl. $10:3.3 (a). 
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4 Uneigentliche Integrale 


4.1 Vorbereitende Beispiele 
(a) Die Fläche unter nn jur 


Wir betrachten im R? die unbe- 
schränkte Menge 


I 
M=l@ylazı,0o<y<sz} 


also die Fläche unter dem Graphen von 


1 2 3 4 T 
über dem Intervall |1, oo[ (Fig.). 


Wir schreiben der Fläche M auf folgende Weise einen Flächeninhalt A(M) zu 
Zunächst bestimmen wir 





a 1 
-— mr &>1 
Ss 





und stellen fest, dass dieser Ausdruck für s — oo den Grenzwert 1 besitzt. Es 
ist daher vernünftig, A(M) durch 


Ss 


AM) = im [ & =1ı 


Ss—x9 x 


zu definieren. 


(b) Die Fläche unter I für 0O<xz<b definieren wir analog durch 
® 








= Jim [ar = =: lim (2vb - 2/s) = 2vVb 
&e+0F s—0+ s—0+ 


(c) Der Fläche unter der Hyperbel 1 über dem Intervall |1,o0[ lässt sich kein 
Flächeninhalt zuordnen. Denn es gilt 


dr 2 
JE = 10 + für s— ©. 
E 
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4.2 Integration positiver Funktionen über halboffene Intervalle 


(a) Wir betrachten zunächst Intervalle / = [a,b| mit a <b< x. Die Funktion 
f:T Ri sei über jedes kompakte Teilintervall [a, s| integrierbar. (Dies ist 
z.B. der Fall, wenn f auf / stetig ist.) Das unbestimmte Integral 


F(s) = | fla)de 


Sen 


ist dann monoton wachsend. Bleibt F(s) für s — b— beschränkt, so nennen 
wir f über / integrierbar. Für integrierbare Funktionen definieren wir das 
Integral durch 





b 


1 7(2)d = in [ fa) 


s—b 
a a 


Dabei stützen wir uns auf den 


Satz. Ist F auf I = Ja,b| (a <b< oo) monoton wachsend und beschränkt, so 
existiert lim F(s) (bzw. lim F(s) im Fall b= x). 


s—b— s—0o 
BEWEIS. 
Wegen der Beschränktheit von F existiert A = sup{F(s) 
gebenem e > O0 gibt es ein so € [a,b| mit A-e < F(s 
Monotonie von F' gilt dann 





| s ı\ b[}. Zu ge- 
0) < A. Wegen der 
A-e<F(s)<A, d.h. |JA-F(s)|<e fürall s> so. 


Im Fall b = & ist dies nach 88:1.8 (d) bereits die Behauptung. Im FallbeER 
bedeutet dies |JA-F(s)|<e für 0<|b-s|=b-s<ö:=b-s. D 





b 
Statt „f ist über / integrierbar“ sagen wir auch „, [ f existiert bzw. konvergiert“ 


[67 


b b 
oder „ [ f < &o“. Ist f nicht integrierbar, so heißt das Integral Bi f divergent. 


(b) Für Intervalle / der Form |a, b], bzw. |-0, b] betrachten wir 


b 


F(s) = | fe) dr, 


Ss 


falls f : 7 — R, über jedes Intervall [s,b] C I integrierbar ist. Wir definieren 
in analoger Weise, falls F' beschränkt ist, 


a) | f(z)dx:= lim fa) 


s>at, 
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(b) F Fea)deı= Im | fla)de: 


S—-00 
Ss 


Die Integrale (a),(b) werden auch uneigentliche Integrale genannt. 


i 
4.3 Beispiel 2 > x”. ia dx existiert genau dann, wenn a > -—|1. 
0) 


Ä 





1 
In diesem Fall ist der Wert des Integrals es 


(0,0) 
AR oe 
os existiert genau dann, wenn a >1. 
x 


1 





Ä 


In diesem Fall ist der Wert des Integrals ze 


4.4 Integration positiver Funktionen über offene Intervalle 


Es sei 7 = Ja,b| mit -o <a<b<o und f:I—R, lokal integrierbar, 
d.h. über jedes kompakte Teilintervall von / im Sinne von 8% 11 integrierbar. 
f heißt (uneigentlich) über I integrierbar, wenn für ein geeignetes xo € I die 
beiden Integrale 





[r@) de und | f(e)d« 


konvergieren. Wir setzen dann 


[fo)ar := J fla)dr + [ Fa)dr. 





Beachten Sie: Existieren die beiden genannten Integrale für ein zo € I, so 
existieren sie beide für alle xo € I, und ihre Summe ist jedesmal dieselbe [üAl. 





4.5 Positiver und negativer Teil einer reellen Funktion 





Ist M eine beliebige nichtleere Menge und f: M — R, so setzen wir 
f(x) falls f(x) > 0, f(x) falls f(x) <O, 
FH(&) := F-(&) = 





0 sonst, 0 sonst. 
Dann ist f+ >0, f- > 0, und es gilt [üAl: 
I=- IH I; A=f-t/F-. 
Skizzieren Sie f+, f- für f(x) = sint. 
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4.6 Das Integral für Funktionen beliebigen Vorzeichens 


Sei / ein halboffenes oder offenes Intervall, und f:I—R sei lokal integrierbar 
in I (vgl. 4.4). Dann sind auch f+ = 3(|f|+ f) und f- = z(|f| - f) lokal 
integrierbar. f heißt über / integrierbar, wenn f+ und f- über / uneigentlich 
integrierbar sind (nach 4.3 bzw. 4.4). In diesem Fall setzen wir 


[f@) de = [Fr(a)dx - [S-(a) de. 
I I I 
Definitionsgemäß ist mit f auch |f| integrierbar, und es gilt 
[If(@)|dz = SFr(2) de+ [F-(z) de. 
I I T 


Wir deuten das Integral wieder als die Fläche zwischen dem Graphen von f und 
der x-Achse, (Anteile unterhalb der Achse negativ gerechnet). 


Die Berechnung des Integrals geschieht wie in 4.3 und 4.4, z.B. gilt 
[ f(a)de = lim [ fle)de, 
& S—0O 2 


falls f über [a, o0| integrierbar ist. Aus der Existenz des rechtstehenden Grenz- 
wertes folgt aber nicht die Integrierbarkeit von f. Zum Beispiel existiert 


Ss 


. sint T 
lim gen 
SsS—009 sb 2 


0 








IBARNER-FLOHR 1, pp. 418, 433], während der Absolutbetrag des Integranden 
nicht über R integrierbar ist ([üA], vgl. Bd. 2, 812: 2.1). Dass wir, anders als in 
der Literatur oft üblich, mit der Integrierbarkeit von f auch die von |f| verlan- 
gen, hat folgenden Grund: Diese Eigenschaft hat auch das Lebesgue-Integral, 
auf das wir uns im Band 2 ganz wesentlich stützen. Von diesem sind das Re- 
gelintegral und das hier definierte uneigentliche Integral Spezialfälle. 








4.7 Die Hauptkriterien für Integrierbarkeit 


Sei / ein offenes oder halboffenes Intervall und f : 1 — R lokal integrierbar 
in I. (Das ist zum Beispiel der Fall, wenn f stetig oder in jedem kompakten 
Intervall stückweis stetig ist.) 


f ist genau dann über I (uneigentlich) integrierbar, wenn eine der beiden fol- 
genden Bedingungen erfüllt ist: 


(a) Beschränktheitskriterium. Es gibt eine Zahl C > 0 mit 


E 
JS \f@)ldz < C 


& 


für alle kompakten Teilintervalle [a,ß] CT. 
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(b) Majorantenkriterium. Es gibt eine positive, über I integrierbare Funk- 
tion g mit 


If(x)| < g(x) für alle ze I. 


BEWEIS. 
(a) Ist f über / integrierbar, so sind f+ und f- über I integrierbar. Dann gilt 


ß ß 
ey Jia), 
a I a I 


für alle [@,ß] C I und daher 
ß ß ß 
Iırl = [hr +J[S- <s JS fr + IF- =, (0, 
a a a I 2 
Umgekehrt: Gibt es eine Konstante C mit 
ß ß ß 
1 A Eee, 
für alle kompakten Teilintervalle [a, 3] von I, so folgt insbesondere 


ß ß 
ImeX, IE 





und daher die Integrierbarkeit von f+ und f- nach dem Muster 4.2. 
(b) Ist f über / integrierbar, so existiert | |f(x)|dx nach 4.6. Wir wählen als 


I 
Majorante g(x) = |f(x)|-. Hat umgekehrt f die Majorante g, so gilt 


ß ß 
SIft@)lde < [g(a)de < [g(e)dx 
a & I 
für alle [@, 8] C I, also ist f integrierbar nach (a). 


4.8 Für die Praxis wichtige Majoranten 


(a) fer In 


+00 


» (Er 


00 


ei für A>0. 


>|- 
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Denn es gilt [-&r = Aalchand Io > 5 u 48. 
0) 
+00 
(c) jet de = Var. 
— 00 


22 


Eine integrierbare Majorante für f(x) = e2°° erhalten wir durch 


gl) =1 für |z|<1 und g(r):=e? ur el: 
Die Integrierbarkeit folgt daher aus (a). Dass das Integral den Wert Y2r hat, 
können wir erst in 823:8.4 zeigen. 


4.9 Aufgaben 


Konvergieren die folgenden Integrale ? Wenn ja, geben Sie deren Wert an: 


(0,0) 00 


| (b) [werde & Ew, (a) @. 


0 1 1 





4.10 Rechenregeln für uneigentliche Integrale 


(a) Sind f und g über I integrierbar und a,bER, so ist auch af+bg über I 
integrierbar, und es gilt 


Jtaf+bg)=ajf+b][g. 


I 
(b) Ist f über I integrierbar, so gilt 


If fa)az | < [If(a)lde. 


5 Substitution und partielle Integration, Gamma-Funktion 


5.1 Substitution 


Stellvertretend für die anderen Fälle sei der Fall I = [a, o| betrachtet. 





Sei f stetig für x > a und über [a,o0[| integrierbar. Ferner sei p € C' [b, | 
mit o(b) =a, p(z)>0 füralle z>b sowie lim p(xz) =+oo. Dann gilt 
Oo 


T @)d = ] Fe W)o at. 
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BEWEIS. 
Die gewöhnliche Subsitutionsregel liefert 


(5) 


[ If@)lde = [If e@))le/(e) de 


a 


Da die linke Seite der Gleichung beschränkt bleibt, gilt das auch für die rechte, 
also ist |f o p| p’ integrierbar. Somit gilt 





Ss (0,6) 


00 (5) 
[1 = im [1 = im fürone = froor m 


S—0O 
[07 [07 


Oo 


5.2 Zum Verhalten integrierbarer Funktionen im Unendlichen 


Für jede über Rı integrierbare Funktion f gilt 
(a) ‚am I sole; 


I>R 
(b) lim f(z) = 0, falls f zusätzlich C'-differenzierbar und f’ über [0, oo| 
E—OO 


integrierbar ist. 


(c) Entsprechendes gilt für die Integration über R_-. 


BEMERKUNG. lim „| f(2) = 0 gilt 
1.A. nicht ohne zusätzliche Bedingun- 





gen an f. 3 
Als Gegenbeispiel betrachten wir die 
skizzierte Wolkenkratzerfunktion f, bei 9 
der auf jeder Grundlinie 

[nun + 3n”°] 


ein Rechteck der Höhe n steht. Die 
Funktion f ist zwar unbeschränkt für 


xt — 00, aber wegen 1 - 3 
N+1 
I A 4 
det = - is = —_— 
/ nn 2 2) n? “ 2 2) n? 


über Rı integrierbar. Durch Abrundung der Ecken lässt sich f in eine C'- 
Funktion abändern, die das gleiche Grenzverhalten zeigt. 





BEWEIS. 
[6'0) R 


(a) Aus [|fI= im [If] folgt 
(0) 


0 
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© R 
[ Ifl= JIr- [fl >90 für Roms. 
z>2R 0 0 


(b) Unter den genannten Voraussetzungen existiert der Grenzwert 


lim f(x) = lim ( f(0) + [fG) dt) = f(0) + [r® dt. 


T—00 —>Ooo 0 


009 


Wäre lim f(x) #0, so würde | |f(x)| dx nicht konvergieren. 
Oo 0 
(c) ergibt sich analog. D 


5.3 Partielle Integration 
(a) Für f,ge C'(R) seien fg, f'g und fg’ über R integrierbar. Dann gilt 


+00 , +00 , 
Ifo=-J[Fs. 
(b) Unter entsprechenden Voraussetzungen für f,g € C' (fa, o|) gilt 
[fg = -fa)gla) - [FF 
BEWEIS. 
(b) Partielle Integration ergibt 
b 


[fs = f(b) g(b) - fla)gla) - [Sg 


Da (fg) = f'g+ fg’ integrierbar ist, folgt nach 5.2 (b) 


lim f(b) g(b) = O ( und „im Fa) g(a) = 0 im Fall (a) ) 


b— oo 
Die Behauptung (b) folgt für b — 00; aus (b) folgt (a) für a — —ox. Q 


5.4 Aufgaben 


(a) Zeigen Sie mittels partieller Integration, dass 


+Xx 1.2 +x 1_2 
[ x’e 2” de = [ e 2” de. 
—o0 


00 


(b) Geben Sie die beiden Integrale 
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+00 
e *’sinzdxt und [ e Ylel cosrd« 


00 





für y> 0 formelmäßig an. Beachten Sie dabei die Bemerkungen von 8 11:6.5 (c). 


5.5 Die Gamma-Funktion 


ist definiert durch das uneigentliche Integral 
Boa) eo 20. 
0 


a) Dieses Integral konvergiert für >O. 


ec) El) =1, Fz+]1) = zEle) fr >30; odlso Tat], = 
(4) = vr 


BEWEIS. 


(a) 

(b) Die Gamma-Funktion ist differenzierbar auf R>o. 
( 

(d 





(a) Jedes & > O liegt in einem geeigneten Intervall [r, R| mit r > 0. Wir geben 
im Hinblick auf (c) gleich eine Majorante g(t) für t”"'e”* auf einem solchen 
Intervall an, nämlich 


a vi für0<t<1 
Au— 
. ie wre 1: 


1 

Dann existiert [ g(t) dt nach 4.3. Da e“ stärker wächst als jede Potenz von t, 
0 

gibt es eine Konstante C mit le‘ | =. 0 bzw tre”®| < 1/(Ct?), somit 


ist g auch über [1, | integrierbar. 


(b) Wir zeigen, dass I’(x) für x >0 durch das Integral 


I(z) = [ logt- 1"! .e”' dt 
0 


gegeben ist, dass also die Differentiation unter dem Integral ausgeführt werden 
darf. Die Konvergenz dieses Integrals ergibt sich nun ähnlich wie in (a): Sei 
DEIrFr<ZE<E und 


la. et 
iz loet«te® ri. 


Dann ist G eine Majorante für den Integranden von /(x) in |[2r, Rl. Wegen 


lim logt-t" =0 gibt es eine Konstante C' mit 
t—0+ 
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ei <crt" Sir O<E<L, 
also ist G über ]0, 1] integrierbar. Wegen logt <t für t>1 ist G(t) <t**!e”' 
für t>1, also ist G auch über [1, ©o| integrierbar. 
Sei jetzt O<h<ö mit ö=x-2r. Dann gilt 

T(z+h) -T(«) ler] 

ae 


0 


— log ) erde: 


Nach dem Satz von Taylor ist 


2 
e’ -1-y= Ze mit 9 €]0,1[, also 
hlogt _1 1 ji 
—— - logt| = 5 h (lost)? eve! < zZ hlH(t) mit 








Alt) 


(logt)"t° für0o<t<i 
(logt)"t? fürt>1. 


Das folgende Integral existiert aus denselben Gründen, wie sie für G geltend 
gemacht wurden, und wir erhalten 


— I(x) a Hit)t—tetdt — 0 für AO. 


T(x+h) -T(x) 
h 





a, 


(c) T(1) = [e”’dt=1 ergibt sich durch partielle Integration 
0 
ß 8 ß 
[red = -tHet +2[ te tdt 
und anschließenden Grenzübergang & > 0+, B — +. 
(d) Die Substitutionsregel liefert mit t = 5x” 
v2# 1 ,,2 
Ze tdt = f V2e 2” de. 
v2« 
Für &—0+, ß — +00 ergibt sich nach 4.8 (c) 


(3) = Va fe} de = ı)n: D 
0 


2 
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813 Elementar integrierbare Differentialgleichungen 


1 Die lineare Differentialgleichung y’ = a(z)y + b(x) 
1.1 Die Abnahme des Luftdrucks mit der Höhe 





Der Luftdruck p(h) in der Höhe h über dem Meeresspiegel wird verursacht 
durch das Gewicht der über einem Quadratmeter lastenden Luftsäule. Nehmen 
wir konstantes spezifisches Gewicht o an, so besteht die Beziehung 


p(h-Ah)—-p(h) = oAh. 


Da aber o von der Höhe abhängt, 0 = o(h), gibt diese Gleichung die Verhältnisse 
nur angenähert wieder. Für Ah — 0 ergibt sich als strenge Beziehung 


mn. p(h-Ah)-p(h) 
De Rn u 





-o(h). 





Wir legen die ideale Gasgleichung zwischen o, p und der Temperatur 7T' zugrunde: 





db=& T mit einer geeigneten Konstanten «a. 


(a) Betrachten wir die Temperatur als konstant, so erhalten wir mit :=«a/T 
die Differentialgleichung 


p’(h) = -Pplh). 


Unter der Voraussetzung p(h) > 0 können wir diese in die Form 


logp(h) + £h) 





d 
— 7 | 
bringen. Es folgt logp(h) + ßh = const., also logp(h) + ßh = logp(ho) + Bho 
oder 


p(h) = p(ho)e ?*""o) (Barometrische Höhenformel) . 


Diese Beziehung ist wegen der Annahme 7 = const nur in kleinen Bereichen 
korrekt. 


(b) In Wirklichkeit fällt die Temperatur mit der Höhe. Die einfachste Modell- 


annahme T(h) = To—-bh führt auf die Differentialgleichung der Standardatmo- 
sphäre 


p(h) 


4 = m nn 


Es stellt sich die Frage, ob eine solche Beziehung die Funktion p(h) schon fest- 
legt, vorausgesetzt, wir kennen einen Funktionswert p(ho). 
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1.2 Die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
Die zuletzt gestellte Frage ordnet sich folgender Problemstellung unter: 
Zu gegebener stetiger Funktion a : 1 — R und gegebenen Anfangswerten zo € I, 
yo ER ist eine C!-Funktion y: I —R gesucht mit 
y(z) = a(z)y(x) für zEI, 
y(zo) = yo. 





Das ist das Anfangswertproblem (AWP) für die homogene lineare Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung 


y‘(2) = ala) ya). 


Für diese schreiben wir auch kurz 


Aufstellung einer Lösungsformel: Sei yo > O und y eine Lösung von y’ = a(x)y 
mit y(Xo) = yo. Dann ist auch y(x) > 0, solange x nahe bei co liegt, vgl. 88:2.3. 
Aus der Differentialgleichung 


T T 


= ve) rch Integration a = y(t) 
a(t) = folgt durch Integrat / Da = [E dt. 








TO TO 


Nehmen wir im zweiten Integral die Substitution s = y(t) vor und beachten 
y(xo) = Yo, so erhalten wir 


IK de = / 2 — logy(x) - logyo = , 
5 Yo 
To Y0 


also 


y(z) = we” mit A(x) = [ alt) at. 
zo 


Im Fall yo < O ergibt sich dieselbe Lösungsformel [öA]. 


SATZ. Das Anfangswertproblem 
y = al«)y, 
y(zo) = yo 


besitzt genau eine Lösung auf dem Intervall I. Diese ist gegeben durch 


y(z)= we" mit A(x) = [ alt) dt. 
zo 
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BEMERKUNG. Die Lösung dieses Anfangswertproblems ist also entweder iden- 
tisch Null (triviale Lösung), oder sie hat keine Nullstellen. Das angegebene 
Lösungsverfahren liefert somit alle nichttrivialen Lösungen. 


BEWEIS. 


(a) Die angegebene Formel liefert eine Lösung, denn es gilt 
y‘(2) = wei A(z) = wet”alz) = ylz)a(z), 


y(xo) = Yo 
wegen 


A(zo) =; 





(b) Die angegebene Lösung y ist die einzige: Denn ist z:T—R eine weitere 
Lösung des Anfangswertproblems, so gilt für u(z) := z(x)e 


ua) = (EA) _ 2a) ala)e ie) 
- Road) te, 
Also ist u konstant: u(x) = u(xo) = z(to) = yo. Damit gilt 
z(x) = u(z) ee") = pe). D 


BEISPIEL. Das Anfangswertproblem für die Differentialgleichung der Standardat- 
mosphäre lautet 


p (x) =—ıo an (a,b positive Konstanten), 


p(0) = po. 
Diese ist vom eben behandelten Typ mit 


Q& 


aa) = ST 


Die Stammfunktion A(x) von a(x) mit A(0) = 0 ist für x < To/b 


a DE DE 


also ergibt sich die Lösungsformel 


on (®) 


4 
b 


bxz 


p(z) = pe po( T, 
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1.3 Die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


Diese ist von der Gestalt 


y(2) = alz)y(z) + br), 


in abgekürzter Schreibweise 


y = a(z)y+ b(x) 
mit gegebenen stetigen Funktionen a,b auf einem Intervall 7. 


Bei der Lösung dieser Differentialgleichung machen wir Gebrauch von der Lö- 
sungsformel für die zugehörige homogene Differentialgleichung y' = ay. Von 
dieser wissen wir nach 1.2, dass sämtliche Lösungen die Gestalt 


y(2) = ce”) 


haben, wobei A(x) irgendeine Stammfunktion von a(x) und c € R eine Kon- 
stante ist. 


Wir versuchen nun, Lösungen der inhomogenen Differentialgleichung durch den 
Ansatz 


y(2) = c{a)e“” 





zu gewinnen, wobei c eine geeignete C'-Funktion auf I ist. Dieser auf LAGRAN- 
GE zurückgehende Trick wird Variation der Konstanten genannt. 


Für die so angesetzte Funktion y ergibt sich 
y(z) = C’(z)e*”) + c(z)a(x)e”'” 
— C(z)e") + alz)y(x). 
Die Differentialgleichung y’(x) = a(z)y(x) + b(x) ist genau dann erfüllt, wenn 
c(z)e*”) =b(x) füralle zeEI, 
oder, hierzu äquivalent, wenn 
(2) =e""p(x) für alle zeI 
bzw. 


cz) = yo + [er d(s) ds 


TO 


mit zo € I und einer Integrationskonstanten yo. Für y(x) = c(x)e*” gilt 
dann y(xo) = c(to) = yo. Die Variation der Konstanten führt uns zu folgendem 
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SATZ. Das Anfangswertproblem für die inhomogene lineare Differentialgleichung 


y =a(z)y+b(x), 


y(zo) = Yo 


besitzt auf dem Intervall I genau eine Lösung, und diese ist gegeben durch 


y(z) = yoe’ + [er 9748) H(s) ds mit A(z) = | alt) dt. 
zo 


TO 


BEMERKUNG. Es ist nicht notwendig die fertige Lösungsformel auswendig zu 
lernen. Besser ist es, sich das Lösungsverfahren zu merken: 


e Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung y’ = ay. Hierbei 
erhalten wir y(z) = ce"). 


e Variation der Konstanten mit dem Ansatz y(x) = c(x)e!®. 


BEWEIS. 


Dass die angegebene Formel eine Lösung des Anfangswertproblems liefert, ist 
leicht nachzurechnen [üAl. 





Zum Nachweis der eindeutigen Lösbarkeit setzen wir 


er [er 9749) Hs) ds = et) [et b(s) ds. 


TO zo 
Dann gilt wegen . ei) — a(x) ei) 
w(x) = alz)w(2)+b(z), w(zo)=0. 


Für jede Lösung z des inhomogenen Anfangswertproblems ist u = z — w eine 
Lösung der homogenen Differentialgleichung vw’ = a - u mit 


ulzo) = z(to) - w(xo) = yo. 
Nach der Eindeutigkeitsaussage 1.2 folgt 
A(zx) 


ulx) = yoe 


also 


z(2) = u(z)+w(xz) = ve’ + [er 9749) H(s) ds. 


TO 
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1.4 Aufgaben 

Lösen Sie die Anfangswertprobleme 

(a) y’(@) = Ayla) +ce'”, y(0) = yo. 

(b) y’(@) = Ayla) + (ex +d)e”, y(0) = yo. 


2 Zwei aufschlussreiche Beispiele 
2.1 Die spezielle Riccati-Gleichung 
Wir betrachten das Anfangswertproblem 


| y’(2) = 2uy“(®), 


y(0) = y>0. 


Für eine Lösung y dieses Problems gilt wegen y(0) > 0 auch y(t) > O in einer 
geeigneten Umgebung von 0. In dieser Umgebung silt dann 


— un y(0) = yo. 





Integration und Substitution s = y(t) liefern 


y(z) 





/ 
= 2 [ra = (Ya - SE 08 
y°(t) Yo Yl®) 
0 0 yo 
Durch Auflösung dieser Gleichung nach y(x) erhalten wir 
_ yo 
y(&) = 1-%x? 2 


Es ist leicht nachzurechnen, dass diese Formel für |x| < 1/,/yo auch wirklich 
eine Lösung liefert. Offenbar lässt sich die Lösung nicht über das Intervall 


ne | BE | 
vyo yo 
hinaus fortsetzen, denn y wird an den 
Intervallenden unbeschränkt (Fig.). 
SCHLUSSFOLGERUNG. Bei einer Dif- 


ferentialgleichung der Form 


(2) = alz)y(®) 








kann es geschehen, dass die Lösungen 
nicht auf dem vollen Definitionsinter- -1/,/90 0 1/./9o 


vall von a(x) existieren. 
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2.2 Der auslaufende Becher 

(a Am Boden eines zylindrischen 
Bechers mit Durchmesser 2R befindet 
sich ein kreisförmiges Ausflussrohr mit | 2R | 
Durchmesser 20 (Fig.). Die Höhe des 

Wasserspiegels zum Zeitpunkt 0 sei ho. 


Gesucht sind der Wasserstand h(t) zum 
Zeitpunkt t und die Auslaufzeit T. 





Beim Auslaufen eines kleinen Volu- h(t) 
mens AV nimmt die potentielle Ener- 
gie um gAVh(t) ab; die kinetische 
Energie nimmt um zv(t)"AV zu, 
wo v(t) die Ausflussgeschwindigkeit 
zum Zeitpunkt t ist. Würde keine Ar- 
beit gegen die Zähigkeit geleistet, so lie- 
ferte der Energieerhaltungssatz v(t) = 2 
2g h(t) (Torricelli-Gesetz). In Wirk- 
lichkeit werden nur etwa 60% der potentiellen Energie in kinetische umgesetzt, 


das ergibt v(t) = a1/ghft) mit @ = 0.6 V2 0.85. Offenbar gilt 








hd _ 
vd) RR’ 


somit 


2 
hit) = -2cı/hl) mit 2c = u 


(b) Wir lösen das Anfangswertproblem 
h= -2cvVh, h(0)=ho>0 


nach dem schon bewährten Muster: Für eine Lösung h gilt, solange sie positiv 
ist, 
h(r) 


—2c = 
h(r) 





Integration von 0 bis t und Substitution s = h(r) ergibt 
h(t) 


ee Te 


0 


— 2ct 





h(t) 


2/8 
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Lösen wir diese Gleichung nach h(t) auf, so erhalten wir 
h(t) = (V’ho - ct) ie 
C 


Die Auslaufzeit ist also T= Yho/c. Was geschieht für größere t? Der physi- 
kalische Ablauf wird offenbar beschrieben durch 


| (Vio-ct) für 0<t<T, 
h(t) = 


0 ir >27. 





Hierdurch ist eine C'-differenzierbare z 
Lösung gegeben. Aus der Figur und 

der vorangehenden Rechnung entneh- 

men wir: Durch den Zustand zu irgend- 

einem Zeitpunkt ist das zukünftige Ver- 

halten eindeutig festgelegt. Bei leerem 

Becher lässt sich aber die Vergangen- 

heit nicht mehr rekonstruieren. Das be- ho 
deutet: 


Das Anfangswertproblem T fe: 3 
h= -2cVh, hito) = 0 


ist nicht eindeutig lösbar ! 


3 Die separierte Differentialgleichung y’ = a(x)b(y) 


3.1 Vorbemerkung zum Existenzbereich der Lösung 


Gegeben seien stetige Funktionen a: I—R, b:J— Rund mEI, y€&J. 





Das Anfangswertproblem für die separierte Differentialgleichung (Diffe- 
rentialgleichung mit getrennten Variablen) lautet: 


Gesucht ist eine C'-Funktion y: Io — J auf einem Teilintervall /o von I mit 
y(z) =alz)b(y(x)) für zelo, 
y(zo) = yo. 


Dabei muss selbstverständlich zo € Io und y(x) € J für alle x € Io gelten. Jede 
solche Funktion heißt Lösung des Anfangswertproblems (AWP). Die separierte 
DG schreiben wir kurz in der Form 
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Y 


Hier kann 5b in nichtlinearer Weise von 
y abhängen. In diesem Fall ist damit 
zu rechnen, dass das Existenzintervall 
Io der Lösung nicht das volle Defini- 
tionsintervall / von b ist, siehe Bei- 
spiel 2.1. Eine andere typische Situa- 
tion dieser Art zeigt die Figur. Diese 
stellt die Lösung eines Anfangswertpro- 
blems dar, das wir in 3.8 (a) stellen. 








Wir nennen eine Lösung y: Io > R —, = 
maximal definiert (maximal), wenn to 

sie nicht als Lösung auf ein umfassen- 

deres Intervall fortgesetzt werden kann. 


Das AWP heißt eindeutig lösbar, wenn für je zwei Lösungen 
yı:Iı >R, ya:la—>R 
stets yı(lz) = yalx) für x € IıNla gilt. Das muss, wie wir im Beispiel 2.2 gese- 


hen haben, nicht immer der Fall sein. Beachten Sie: Gleichheit zweier Lösungen 
beinhaltet Gleichheit der Definitionsbereiche. 





3.2 Das Lösungsverfahren für das Anfangswertproblem 


y(z) = a(z)b(y), y(zo) = yo: 


Ähnlich wie bei der linearen DG y’ = a(x)y integrieren wir die DG zunächst 
unter der zusätzlichen Bedingung, dass b keine Nullstellen in J besitzt. Dann 
gilt für jede Lösung y: Io — J des Anfangswertproblems 


T T 


Y() — alt), also ee — IK dt. 





b(y(t)) 


TO TO 


Die Substitution s = y(t) im linken Integral führt zusammen mit y(xo) = Yo 
auf 


[. z ER dt. 





Dies stellt eine Gleichung für y(x) dar. Das wird deutlicher, wenn wir diese 
Gleichung in der Form 


(+) Biyle)) = Al) 
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schreiben mit den Stammfunktionen 


1 
A RB 
zung festes Vorzeichen, also ist B streng monoton und damit injektiv. 


y(xz) ist durch (*) eindeutig bestimmt, denn B’(y) = hat nach Vorausset- 


Wir haben jetzt noch die Gleichung (x) nach y(x) aufzulösen, was in vielen 
Fällen formelmäßig möglich ist. Für die Fälle, wo die explizite Auflösung nicht 
möglich ist, sichert der folgende Satz 3.3 die Existenz einer Lösung. 


Genau nach diesem Muster waren wir auch beim Beispiel y’(x) = 2xy*(x) 
vorgegangen, vgl. 2.1. Dort war zo =, 


I 1 
A ct) = x“ ; B = —--—- + — 
() W)=-7+ 
und die Auflösung der Gleichung B(y(x)) = A(x) ergab 


Yo 


er; 


BEMERKUNGEN. 


(a) Es ist auch hier nicht notwendig, sich die Lösungsformel zu merken, sondern 
nur das Verfahren. 





(b) In der Leibnizschen Differentialschreibweise stellt sich dieses kurz und knapp 
so dar: 


T 


Y _ alx BE Mi [du _ a\T)AX 
a SI) = zu = ar Ian = Jalalan. 


TO 





Diese Merkregel wird durch die vorangegangene Herleitung gerechtfertigt. 


3.3 Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz für b(y) #0 
Gegeben seien stetige Funktionen auf offenen Intervallen 


a:I>R, 5b:J—R 


und Zahlen zo € I, yo € J. Ferner sei b(y) #0 für alle ye J. Dann besitzt 
das Anfangswertproblem 
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y = alz)b(y), 
y(zo) = yo 

eine Lösung y, die mindestens in einer Umgebung |xo — 6,20 + ö| definiert ist. 
Diese ergibt sich nach dem in 3.2 beschriebenen Verfahren. 


Weiter ist das Anfangswertproblem im Rechteck I x J eindeutig lösbar im Sinne 
von 3.1. 

BEWEIS. 

(a) Die Eindeutigkeit wurde in 3.2 festgestellt. 


(b) Gemäß 3.2 setzen wir 


T 


Aa) = [attar, I I für el, yEed. 


TO Y0 
A und B sind C'-Funktionen mit A(zo) = B(yo) = 0. Da B’(y) = 1/b(y) 
nach Voraussetzung festes Vorzeichen hat, ist B streng monoton und besitzt 
nach dem Umkehrsatz 89:5.1 eine C'-differenzierbare Umkehrfunktion B!. 








(c) Es gibt ein e > O mit ]-s,e|l C B(J), sonst wäre wegen der strengen 
Monotonie von B der Punkt yo = B”'(0) ein Randpunkt von J. 

(d) Es gibt ein ö>0 mit Alz) e |-e,el für ze Io := |xo — 6,0 + ö|. Dies 
folgt aus der Stetigkeit von A an der Stelle xo und A(zo) =. 

(e) Damit ist y(z) = B’'(A(x)) für x € Io definiert und löst dort das An- 
fangswertproblem: Zunächst einmal ist y(xo) = B”'(A(xzo)) = B”'(0) = yo. 
Weiter ist y C'-differenzierbar nach (b). Aus der Gleichung B(y(x)) = A(x) 
für x € Io folgt schließlich 


d d 








—- — A —- —B — B' ' — / 
alz) = = Ala) = —, Blyul®)) (vear))y (®) a) ? (2), 
d.h. y erfüllt die Differentialgleichung. Oo 
BEISPIEL. 
_.c0S% _ 
Y . 1+cosy’ y(0) 0. 


Das Integrationsverfahren 3.2 führt auf die Gleichung 


y(z) +siny(x) = sinx [üA]. 


Diese Gleichung lässt sich nicht explizit, d.h. formelmäßig nach y(x) auflösen. 
Jedoch sichert der Existenz- und Eindeutigkeitssatz die Existenz einer eindeutig 
bestimmten lokalen Lösung. 
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3.4 Der Fall einer isolierten Nullstelle von b 


Das Anfangswertproblem 


y = ala)b(y), y(xo) = yo 
wird im Fall d(yo) = 0 durch die konstante Funktion y = yo gelöst, wie sich 
sofort verifizieren lässt. 


Das Beispiel 2.2 (b) zeigt, dass in diese konstante Lösung noch weitere, nicht 
konstante Lösungen des Anfangswertproblems einmünden können. 





Solche Phänomene werden ausgeschlossen, wenn wir an die Funktion 5b die 
stärkere Forderung der stetigen Differenzierbarkeit stellen: 


Satz. Ist unter den bisherigen Voraussetzungen die Funktion b zusätzlich C' - 
differenzierbar auf J und ist yo eine isolierte Nullstelle von b, so ist die konstante 
Funktion yo die einzige Lösung des Anfangswertproblems 

y =a(z)b(y), y(xo) = yo. 
Dabei heißt yo isolierte Nullstelle der Funktion b, wenn b(yo) =0 und b(y) 0 
für O<|y- yol <e mit geeignetem e>0. 


BEWEIS. 





Angenommen, eine weitere Lösung y mündet im Punkt (a, yo) in die konstante 
Lösung ein. Es reicht, von den vier möglichen Fällen die Einmündung von rechts 
oben her zu betrachten, also 


ve) =y und ya)>yw für a<r<sartd6. 


Da y an der Stelle a stetig ist, können wir ö so klein wählen, dass mit dem 
obengenannten e 


yo < y(z) <ym+, für a<r<ard. 


Wir setzen ß = @ +6, y = y(ß) und integrieren die Differentialgleichung 
gemäß 3.2 von ze ]a,ß] bis £: 


I# z Tara. 
yv(z) x 


Durch Grenzübergang x — a+ ergibt sich die Existenz des Grenzwertes 


2. ß 


ß 
ds 
li u |] = t. 
m b(s) m, [atı) = IRCK, 


y(z) x 
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Das ist aber unmöglich: Nach dem Mittelwertsatz gilt 
|d(s)| = |b(s) - b(yo)| = |5(W) (s- vo)| < L(s- yo) mit 


L= max { |’ (s)| | Yo <s<yo+e} 





Wegen des festen Vorzeichens von b(s) in yo <s<wyo+e folgt 


7 Y Y 
ds ds 1 ds 
—_— | = > — x für to0o+. OD 
/ 21 wen 4 / s— yo 


ve) ve) ve) 








3.5 Der globale Existenz—- und Eindeutigkeitssatz 
Das Anfangswertproblem auf Ix J 


y = al«)b(y), 
y(zo) = yo, 
ıst für beliebig vorgegebene zo € I, yo € J eindeutig lösbar und besitzt eine 


maximale Lösung y : Io — J auf einem offenen Intervall Io, falls folgende 
Bedingungen erfüllt sind: 


a ist stetig auf dem offenen Intervall I, b ist C' -differenzierbar auf dem offenen 
Intervall J und besitzt dort höchstens endlich viele Nullstellen. Wir erhalten die 
maximale Lösung y und ihr Definitionsintervall Io wie folgt. 


Im Fall b(yo) =0 ist Io = I und y konstant gleich yo. 
Im Fall b(yo) # 0 sei Jo das größte, yo enthaltende Teilintervall von J ohne 
Nullstellen von b, und es seien 


T 


Aa) = [att)ar, I für zEeI, yo € Jo. 


co Yo 


Weiter sei Io das größte Teilintervall von I mit zo € Io und A(Io) C B(Jo)-: 
Dann ıst die maximale Lösung y : Io — Jo ist eindeutig bestimmt durch die 
Gleichung 


B(y(z)) = Al@) für zelo. 


BEWEIS. 
(a) Im Fall b(yo) = 0 ist die konstante Funktion y: I — J, 2 > yo eine 
maximale Lösung. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus 3.4. Sei also b(yo) #0. 


(b) Nach Wahl von Jo hat 1/b dort ein festes Vorzeichen. Daher ist die Stamm- 
funktion B : Jo — Ko := B(Jo) streng monoton und besitzt eine C'-Um- 
kehrung B’! : Ko — Ju. Nach 88:2.3 ist Jo offen, d.h. kein Punkt von Jo 
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kann Randpunkt von Jo sein. Dass Ko ein Intervall ist, folgt aus dem Zwischen- 
wertsatz; die Offenheit von Ko folgt wie im Beweis 3.3. 


(c) Für eine Lösung y mit y(xo) = yo gilt y(z) € Jo, also b(y(xz)) #0. Denn 
wäre y(xı) ein Randpunkt von Jo, also b(y(zı)) = 0, so wäre y konstant nach 
3.4. Nach dem Beweis 3.3 erfüllt die Lösung y auf ihrem Existenzintervall also 
die Gleichung B(y(x)) = A(x). Daraus folgt die 


(d) Eindeutigkeit. Sind yı : Iı — Jo, ya : Ia — Jo zwei Lösungen, so folgt 
für ze IıNTa nach (c) B(yı(z)) = B(ye(x)), also yı(z) = ya(x) wegen der 
Injektivität von B. 


(e) Existenz einer maximalen Lösung. Nach Wahl von Io gilt A(Io) C B(Jo) = 
Ko. Somit ist durch y: Io — Jo, 2 > B”!(A(x)) eine C'-Funktion gegeben, 
die nach den Überlegungen im Beweisteil 3.2 (e) das Anfangswertproblem löst. 
Für jede andere Lösung Y : I — J des AWPS gilt nach (c) yT ) < Jo und 


mm 


A(xz) = B(y(x)) für x € T, somit A(T) C B(Jo). Es folgt IC Io. 

(f) Io ist offen. Angenommen, das ist nicht der Fall, z.B. /o = |a, $]. Für die 
maximale Lösung y: Io — Jo sei y= y(ß). Dann hat das AWP 2’ = a(x) b(z), 
z(8) =Yy nach 3.3 (e) eine in einer Umgebung ]|3 — 6,8 +6ö|l (ö > 0) definierte 
lokale Lösung z. Diese muss nach (d) in |3 — 6, 8] mit y übereinstimmen. Somit 
lässt sich y zu einer auf |«, 8 + ö| definierten Lösung fortsetzen im Widerspruch 
zur Maximalität von Jo. DO 





3.6 Bemerkungen. Ist die Gleichung B(y(z)) = A(z) explizit nach y(x) 
auflösbar, so gibt der letzte Satz das Verfahren zur konkreten Bestimmung der 
maximalen Lösung. In den anderen Fällen liefert er zunächst nur eine theore- 
tische Existenzaussage. Dennoch ist er auch von großer praktischer Bedeutung. 
Denn nachdem erst einmal die Lösbarkeit des Anfangswertproblems gesichert 
ist, kann eines der gängigen numerischen Verfahren zur näherungsweisen Be- 
rechnung der Lösung angesetzt werden; Näheres dazu in |HAIRER-N@RSETT- 
WANNER|. 











3.7 Beispiel. Das Anfangswertproblem y’ = x (1 -- u y(-v2r)=1. 
Heri JeJ=eh=eR ud 
1 





A(z) = z (2 — 2m) 
Bey) = / 7 — — arctany —arctanl = arctany — ® 


1 


Der Wertebereich des Arcustangens ist |-3, 5 |, wir haben also 


B(Jh)= | Sr, Im |: 
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Die Bedingung A(x) € B(Jo) führt auf 


x” el2,&[, also VE<lel<y$ 


Das größtmögliche Intervall /o mit zo = -v2r € Io und A(Ilo) C B(Jo) ist 


Die Auflösung der Gleichung 


arctan y(x) — wa (x“ = 2) 


nach % liefert 


2 
T IT R IT T 
va) = (5-3) für = „uce De 


3.8 Aufgaben 


(a) Bestimmen Sie die maximale Lösung für das Anfangswertproblem 
2 








y = eh y(0) = n (vgl. die Fig. in 3.1). 
(b) Gegeben ist die DG 
, cos« 
y—- 
cos y 





In welchen Bereichen sind die beiden Anfangswertaufgaben lösbar bzw. eindeu- 
tig lösbar ? 


) u0=F, MW yOW)=-r. 
Machen Sie die Probe! 
(c) Geben Sie die maximale Lösung des Anfangswertproblems 


y = cosz-siny, ,y(0) = n an. 


4 Zurückführung auf getrennte Variable 


Differentialgleichungen vom Typ 


er ac +by+tc 
de+ey-+f 
lassen sich durch Substitution auf eine DG mit getrennten Variablen zurück- 
führen. Wir zeigen dies für zwei Spezialfälle. 
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(a) Die DG y’ = F(ax+by+c) mit bZ£0. 
Für jede Lösung y erfüllt u(z) =axz +by(x)+c die DG 
ul(z) =a+by(z) =a+bF(u(z)). 
Das ist eine DG der Form uw’ = g(u). Erfüllt umgekehrt u diese DG, so löst 
y(z) = + (u(z) - ax —c) die ursprüngliche DG [üA]. 
(b) Die Differentialgleichung y' = F(£) 
Sei FEC(R) undyeC' (R>o) eine Lösung der DG y’ = F(%) . Setzen wir 
(2) 


0 — ‚ sogilt u (x) = 5 (F(u(&)) _ u(x)) 


Das ist eine separierte DG. Erfüllt umgekehrt u diese DG, so ist y(xz) = zu(«) 
eine Lösung der ursprünglichen DG [üAl. 


Beachten Sie: Aus jeder Lösung y € C' (R>o) entsteht durch z(x) = -y(-x) 
mit 2 <0 eine Lösung z auf R<o [UA]. 


5 Wegweiser: Differentialgleichungen in Band 1 und Band 2 


(a) Weitere Differentialgleichungen erster Ordnung: In Kapitel VI, $24 werden 
Differentialgleichungen der Form 


d 

7, a y@@)) = Pia, yle)) +Q(z,y(x))y (x) = 0 

(exakte Differentialgleichungen) und verwandte Differentialgleichungen unter- 
sucht. 


(b) Die Schwingungsgleichung &(t) + ax(t) + bx(t) = f(t) als Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung wurde in 810 behandelt. 


(c) Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten werden 
im Rahmen der linearen Algebra behandelt: in 818: 5.2 Systeme erster Ordnung 
und in 820:5 die Differentialgleichungen gekoppelter Systeme von Massenpunk- 
ten in linearisierter Form. 


(d) Nachschlagewerk über gewöhnliche Differentialgleichungen. Die meisten be- 
kannten Lösungen und Lösungsmethoden sind bei [KAMKE]| in systematischer 
Form zusammengestellt. 





(e) Für die allgemeine Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen, für de- 
ren qualitative Theorie und für singuläre Differentialgleichungen 2. Ordnung 
verweisen wir auf Band 2, Kap.Il. 


m 


Check for 


Kapitel IV — 
Lineare Algebra 


814 Vektorräume 


1 Wovon handelt lineare Algebra ? 


1.1 Lineare Gleichungen 


Ausgangspunkt der linearen Algebra sind lineare Gleichungen 


Do)=% 





verschiedenster Art. Wir geben zunächst Beispiele, stellen anschließend fest, was 
diese gemeinsam haben und formulieren dann die Problemstellungen. 


(a) Lineare Gleichungssysteme wie zum Beispiel 


21 + m - Ismy 
‚ kurz L(u)=v, mit 


—/Xı -5xta + 3x3 = Y2 


ZA >2tı + a —- X 
u=| x |, v= . ; Ziu)= \ ö =\. 
X3 y2 —Txı -9X2 + 3x3 


Gegeben ist v, gesucht sind alle Lösungen u. 
(b) Schwingungsgleichung. Gegeben v(t) = coswt. Gesucht sind alle C*- 
Funktionen u mit 
utau+bu=v. 
Wir können auch diese Gleichung in die Kurzform L(u) = v bringen. 
(c) Potentialgleichung 
an + au) = yi2,Yy), kurz Au =%. 


2 
Dabei soll — (x, y) die zweite Ableitung von u(x,y) nach x bei konstantem y 





bedeuten, entsprechend ist die zweite partielle Ableitung nach % definiert. 


(d) Wellengleichung. Im Zusammenhang mit der schwingenden Saite sind 
Lösungen u der Gleichung 


Fu 1 Hu 
32 — 2 52 — 0, kurz L(w) — 0, 
gesucht. 
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Was haben diese Probleme gemeinsam? 


In allen Beispielen hat die Abbildung L:u+> L(u) die Eigenschaft 








L(aıuı + a@au2) = aıL(u) + aoaL(u2) mit u,aa ER. 


Wir sagen: L ist eine lineare Abbildung. 


Problemstellungen: Gibt es Lösungen u”? Wenn ja, sind diese eindeutig be- 
stimmt ? Wenn nicht, was lässt sich über die Gesamtheit der Lösungen sagen ? 


Ohne die Frage nach der Lösbarkeit untersuchen zu müssen, können wir über 
die Struktur des Lösungsraums {u | L(u) = v} Folgendes sagen: 


e Die homogene Gleichung L(u) = O besitzt immer die (uninteressante) Lösung 
u = 0; diese heißt die triviale Lösung. 


e Sind uı und u2 Lösungen der homogenen Gleichung, so ist auch jede Line- 
arkombination oder Superposition 


AıUı + A2U2 


eine Lösung. Wir sagen: Die Lösungen bilden einen Vektorraum. 





e Ist uo eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung L(u) = v, so erhalten 
wir sämtliche Lösungen der inhomogenen Gleichung in der Form 


Ur u, 


wobei u die Lösungen der homogenen Gleichung durchläuft. 


Diese Ergebnisse haben wir für die Schwingungsgleichung schon bewiesen, vgl. 
810:4.4 und 4.6; sie ergeben sich genauso für beliebige lineare Gleichungen. 





1.2 Die Wahl geeigneter Koordinatensysteme 


In der Vektorrechnung haben wir für die euklidische Ebene bzw. für den Raum 
ein Koordinatensystem ausgezeichnet und ein für allemal festgehalten. Die Be- 
schreibung geometrischer Sachverhalte erfolgte dann mit Hilfe von Koordinaten- 
spalten bezüglich dieses Systems. 





Für viele Fragestellungen ist es aber von entscheidender Bedeutung, das Ko- 
ordinatensystem zu wechseln und passend zu dem vorliegenden Problem aus- 
zuwählen, etwa bei den Hauptträgheitsachsen einer Kreiselbewegung. Eine wich- 
tige Frage ist dann die nach dem Transformationsverhalten einer Größe bei 
Wechsel des Bezugssystems. 








Wir wollen in Zukunft deutlich unterscheiden zwischen den eigentlich interes- 
sierenden geometrischen und physikalischen Objekten und deren verschiedenen 
Koordinatendarstellungen. Dementsprechend werden wir soweit wie möglich ei- 
ne koordinatenunabhängige Formulierung der Theorie bevorzugen. 
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2 Vektorraäume 





2.1 Definition. Eine nichtleere Menge V heißt Vektorraum über R bzw. 
über C, wenn auf V eine Addition und eine Multiplikation mit Zahlen aus R 
bzw. C erklärt ist, so dass die von der Vektorrechnung her geläufigen Rechen- 
regeln gelten. Diese lauten: 





Mit u und v gehört auch u + v zu V. Ferner enthält V ein ausgezeichnetes 
Element 0, und es gilt 


(A) utv)tw=urlw+tuw), 


(A) utv=vH+u, 
(As) u+0o=u, 
(As) die Gleichung u + x = v besitzt stets genau eine Lösung «. 


MitveV,aER (bzw. ae Ü) gehört auch © - u zu V, und es gilt: 
(Sı) (a+tß) u=a-urtPp:u, 

(5a 
(53 
(54 


Die Elemente von V nennen wir Vektoren. 


a-(u+vV)=autav, 
a-(P-u)= (aß) u, 
1: 


uU. 


) 
) 
) 
) 








Die Elemente des jeweils zugrundeliegenden Zahlkörpers R oder C nennen wir 
Skalare. Solange die Theorie für R und C gemeinsam formuliert werden kann, 
bezeichnen wir den jeweils zugrundeliegenden Zahlkörper einheitlich mit K und 
sprechen von einem Vektorraum über K. Meistens schreiben wir au statt a-u. 
Das bezüglich der Addition neutrale Element 0 heißt der Nullvektor. Für die 
Zahl Null schreiben wir 0. 





Die eindeutig bestimmte Lösung x der Gleichung u+ x = O0 wird wie üblich 
mit —u bezeichnet; die Lösung der Gleichung u+ x = v heißt wieder ze =v —-u. 


2.2 Die Beispiele IR” und C” 
(a) R” ist ein Vektorraum über R. Dies wurde in 85:3.5 und 86: 1.2 festgestellt. 


(b) Ganz analog ist 


e"=[2- | 21,...,2m € C } 


Zn 


ein C-Vektorraum ( = Vektorraum über C) mit den Verknüpfungen 
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A4t+% a2ı 
z+w = ‚ az= (dee). 


Zn t Wn OZn 


Die Gleichheit zweier Vektoren ist wie im R” definiert. 


Die beiden Fälle R” und U" fassen wir unter der Bezeichnung IK” zusammen, 
wo IK wahlweise R oder U bedeuten kann. 








IK als Vektorraum. Wir interpretieren die Zahlen von K gleichermaßen als 
Vektoren und als Skalare. Die Multiplikation mit Skalaren ist dann die gewöhnli- 
che Multiplikation von Zahlen. Es ist leicht zu sehen, dass die Vektorraumaxio- 
me erfüllt sind; sie sind in den Körperaxiomen enthalten. Wir fassen diesen 
Vektorraum als Spezialfall des K” für n = 1 auf. 


2.3 Der Folgenraum 


Wir bezeichnen komplexe Zahlenfolgen (z„) mit 


2 (1, Bye) 





Die Menge der komplexen Folgen mit der Gleichheit (zı, 22,...) = (wı, wa,...) 
— x=wr (k=1,2,...) und den Verknüpfungen 


(21,22, 260) + (wı, wa, ...) = (zı + wı,22 + wa, Ba) 


ee a) ee (020, 8) 


wird zu einem U-Vektorraum, dem Folgenraum über U. 


2.4 Funktionenräume 





Ist M eine nichtleere Menge, IK einer der Zahlkörper R oder Ü, so wird 
FAMK)={f|f:M->K} 
mit der üblichen Gleichheitsdefinition und den Verknüpfungen 


F+g:2> fie) + ge) 
a:-f:zrafle) 
ein Vektorraum über K, wie leicht nachzuprüfen ist. Die Beispiele K’” und der 


Folgenraum sind Spezialfälle: Wir können eine Funktion f : {1,...,nr > K 
durch den Spaltenvektor 


fü) 





€ K” charakterisieren und umgekehrt. 


f(n) 
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Eine Folge (z,) ist gegeben durch eine Abbildung 


f:N-K; n+ fin) = m: 





Die Rechenregeln im IK” bzw. im Folgenraum entsprechen dabei den Rechenre- 
geln in F(M,K) [üAl. 

Weitere Vektorräume erhalten wir anschließend durch Betrachtung von Teilräu- 
men von F(M,IK). Zunächst aber noch einige 





2.5 Bemerkungen zu den Vektorraumaxiomen 


(a) In diesen Axiomen ist alles enthalten, was wir vom Rechnen im IR” her 
kennen, insbesondere die Rechenregeln 





0-u=0, (-1)-u=-u, a-0=0 
[öA], vel:81:34. 


(b) Keines der Axiome ist überflüssig. Die Forderung 1-u = u soll beispielsweise 


sicherstellen, dass die Addition im Vektorraum und die Addition im Zahlenraum 
zueinander passen: 





utu=1-u+l-u=(1+1)-u=2-u, 
utu+tu=(u+tu)+u=2-u+1l-u=3-u usw. 


Definieren wir im R? die Addition wie üblich, die Multiplikation mit reellen 
Zahlen & dagegen durch 


Mn 
T2 u 0 
so sind alle Vektorraumaxiome erfüllt mit Ausnahme von 1-u=u. 


2.6 Lineare Algebra und Geometrie 





Die Vektorraumaxiome sind zunächst algebraische Rechenregeln, die in be- 
stimmten Bereichen gelten, z.B. im Folgenraum. Genauso wie wir im IR” mit der 
Vektorrechnung bestimmte geometrische Vorstellungen verbinden, wollen wir es 
auch bei allgemeinen Vektorräumen halten. Wir sprechen wieder von der „Gera- 
den“ {a+tv | te K} durch den „Punkt“ a mit Richtungsvektor v # O oder von 
der durch zwei linear unabhängige „Vektoren“ u und v „aufgespannten Ebene“ 
E durch den „Punkt“ a: 








E={10+3su4%| SstcK}; 


dabei wird lineare Unabhängigkeit wie im IR” definiert, siehe Abschnitt 5. 


In vielen Fällen, besonders bei Vektorräumen mit Skalarprodukt, macht die 
geometrische Interpretation die algebraischen Rechnungen erst durchsichtig und 
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vermittelt die Intuition zur Schaffung neuer Begriffe und für Beweisansätze. Dies 
gilt mit Einschränkungen auch für komplexe Vektorräume. Der Standpunkt, 
Funktionen als Vektoren aufzufassen und geometrische Vorstellungen soweit wie 
möglich auf Funktionenräume zu übertragen, hat sich für die moderne Analysis 
als äußerst fruchtbar erwiesen. 


3 Teilraume 


3.1 Definition. Ist V ein K-Vektorraum (K steht für R oder C), so nennen 
wir eine nichtleere Teilmenge U einen Teilraum oder Untervektorraum von 
V, wenn mit u,v auch jede Linearkombination au + Bv für aß € K zu U 
gehört. Gleichbedeutend damit sind die Bedingungen 





ueU,aeKkK = aueEeU, 
uveU = UVEU, 





die oft zum Nachweis der Teilraumeigenschaft dienen. Aus der ersten folgt 0 = 
0-vweU. 


Ein Teilraum U ist mit den von V geerbten Verknüpfungen selbst wieder ein 
IK-Vektorraum, weil 0 € U gilt, die Verknüpfungen nicht aus U herausführen 
und die Vektorraumaxiome insbesondere für alle Vektoren aus U erfüllt sind. 


3.2 Beispiele und Aufgaben 
(a) {0} ist immer ein Teilraum von V, ebenso V selbst. 


(b) Die Lösungen x = (tı,...,2n) € R” der Gleichung 


aıtıTt a2X%2 + ... HAn&n = 0 





bilden einen Teilraum des R” [üAl. 


(c) Der Durchschnitt beliebig vieler Teilräume von V ist wieder ein Teilraum 
von V [üAl. 


(d) Daher bilden auch die Lösungen x € R” des homogenen Gleichungssystems 


teil, 
0512, 2. a Sl, 
AmıXıt ... + Amn&n = 0 


einen Teilraum von R” nach (b) und (c). 


(e) Wann ist für zwei Teilräume U1,Ua des R* auch U1UU> ein Teilraum ? 
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3.3 Beispiele reeller Funktionenräume 
Für ein Intervall /CR bilden nach 2.4 alle Funktionen 

u:I—>R 


einen Vektorraum V über R. 





Jede nichtleere Teilmenge U von V mit 
uveU — au+ßvVveU für aBßeR 


ist ein Teilraum von V, also für sich selbst genommen ein Vektorraum über R. 
So erhalten wir folgende Beispiele von R-Vektorräumen: 





(a) Die Menge C(I) der stetigen Funktionen f:I—R. 
b) Die Menge C*(T) der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. 


( 
(c) Die über das Intervall / integrierbaren Funktionen. 
( 


d) Die Lösungen u € C!(T) der DG üft) = aft) - u(t). 


3.4 Die komplexen Funktionenräume C*(T) 


Für ein Intervall / bilden die Funktionen 
f=-u+iw:IC 


einen Vektorraum über Ü. 


(a) f heißt k-mal stetig differenzierbar, wenn u und v k-mal stetig differen- 
zierbar sind. Die Gesamtheit dieser Funktionen bildet einen Vektorraum über CO; 
wir bezeichnen diesen mit C*(I,C), oder kurz mit C*(T), wenn klar ist, dass es 
sich um komplexwertige Funktionen handelt. Für den Vektorraum der stetigen, 
komplexwertigen Funktionen schreiben wir dann C(T) oder C°(T). 





(b) Die komplexwertigen Lösungen y der Schwingungsgleichung 


Ytay+by-= 0 





bilden einen Teilraum von C* (R), vgl. $10:4.3. 


3.5 Polynome 


(a) Die Polynome p:z + a +qa1%+ ... +4nx” mit Koeffizienten aus K=R 
oder C bilden einen Vektorraum über K, bezeichnet mit Px. Denn die Summe 
zweier Polynome ist wieder ein Polynom, und mit p ist auch ap ein Polynom. 








(b) Die Polynome vom Grad <n bilden einen Teilraum. 
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4 Linearkombinationen, lineare Hülle, Erzeugendensystem 


4.1 Linearkombinationen und Aufspann 
Jeder Vektor der Form 
Aavı +... +Anln = ), Arvr Mit a1,...,‚m€K 
k=1 


heißt Linearkombination der Vektoren vı,...,Un € V. Dabei ist, wie im Fol- 
genden immer, V ein Vektorraum über K. Die Menge aller Linearkombinationen 
aus v1,...,%n heißt ihr Aufspann oder ihre lineare Hülle, bezeichnet mit 





Span tu; 0}. 
Der Aufspann ist ein Teilraum von V [üal. 
Den Raum 


DU Span Asa! 


bezeichnen wir auch als den von vı,...,v, erzeugten Teilraum und nennen 
die Vektoren v1,...,%n ein Erzeugendensystem für U. 
BEISPIELE. 


(a) Für jeden Vektor v #0 des R° ist 
Span{v} = !tv|teR} 


die Ursprungsgerade mit Richtungsvektor v. 


(b) Sind u und v linear unabhängige Vektoren des R°, d.h. gilt weder u= av 
noch v = ßu, so ist 


Span {u,v} = {su+tv|s,teR} 


die von u und v aufgespannte Ebene durch den Ursprung. 


(c) Setzen wir p(x)=x" (k=0,1,...,n), so ist 


Span {po,Pı,.-:,Pn} 


der Vektorraum der Polynome vom Grad <n. 


4.2 Die lineare Hülle einer Menge M 





Für nichtleere Teilmengen M eines Vektorraumes V bezeichnet 
Span M 
die Menge aller Linearkombinationen aus je endlich vielen Vektoren aus M. 


Span M heißt auch hier Aufspann oder lineare Hülle von M und ist ein 


Teilraum von V für]. 
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BEISPIEL. Im Funktionenraum F(K,K) seien p; wieder die Potenzen x + x“. 


Dann ist Span {po,pı,...+ der Vektorraum Px aller Polynome mit Koeffizien- 
ten aus K. 


4.3 Aufgabe. 

(a) Für jede von Null verschiedene Zahl a € K ist 
Span 10,0,.:-,0.} = Span faV1,%;-::405} : 

(b) Für beliebiges a € K gilt 


Span {v1,va2,...,Un} = Span {vı + av2,V2,...,Un}. 


5 Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit 


5.1 Vorbemerkung. In 85 und 86 wurden zwei Vektoren a,b des RR” linear 
abhängig genannt, wenn einer von ihnen ein Vielfaches des andern ist. Drei 
Vektoren a,b,c nannten wir linear abhängig. wenn wenigstens einer von ihnen 
eine Linearkombination der übrigen ist. Das Prüfen auf lineare Abhängigkeit 
wäre nach dieser Definition wegen der notwendigen Fallunterscheidungen etwas 
umständlich. Die folgende Definition ist besser zu handhaben. 


5.2 Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit 





Vektoren vı,...,Um eines IK-Vektorraums V heißen linear abhängig (l.a.), 
wenn es Skalare aı,...,an € K gibt, die nicht alle Null sind, so dass 
HU FA in el. 


Andernfalls heißen sie linear unabhängig (l.u.). 
Lineare Unabhängigkeit ıst genau dann gegeben, wenn aus 
a1vı +... + Antn = 0 


notwendig aı =... = An = 0 folgt. 





Für n = 1 besagt die lineare Unabhängigkeit eines Vektors vı einfach vı # 0. 
Die hier gegebene Definition besagt dasselbe wie die von 86: 








SATZ. Für n > 2 sind die Vektoren vı,...,%m, genau dann linear abhängig, 
wenn wenigstens einer von ihnen eine Linearkombination der übrigen ist. 


BEWEIS. 
(a) Gilt aıvı +... + Antn = 0 und ist am #0, so folgt 
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(b) Ist einer der Vektoren vı,...,%n Linearkombination der übrigen, etwa 
v1 = WV2 +... + Ann , so folgt 


(-1)vıta2aV%R +... +Qntn = 0, 


also lineare Abhängigkeit wegen aı =-1#0. m 





Definition. Eine beliebige nichtleere Teilmenge M von V heißt linear un- 
abhängig, wenn je endlich viele Vektoren aus M linear unabhängig sind. 





5.3 Beispiele 
(a) Im IK” sind die Einheitsvektoren 


1 0 0 
0 l 0 
ei. = 0 . © = 0 , , Een 0 


0 0 1 


linear unabhängig. Denn aus aıeı +... + nen = O0 folst 


a1 
=), als eine; 
An 
(b) Die durch po(z) = 1, pı(z) = T,...., Pn(x) = x” gegebenen Polynome 


sind linear unabhängig. Denn aus a@0po +... + AnPn = 0 folgt, dass 
wo+taL+... +anE" 


für alle x € R verschwindet. Aufspalten in Real- und Imaginärteil und Koefhi- 
zientenvergleich nach 83:7.1 liefern & ==, =. 








Die Menge M = {po,pı,...}+ ist daher eine linear unabhängige Menge im Vek- 
torraum Px der Polynome. 


5.4 Prüfen auf lineare Unabhängigkeit im IK” 
Sind die Vektoren 


1 0 3 
[0 Da Be 
ee EEE u Ze en EZ ee 
0 _2 2 
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des R* linear unabhängig ? Dazu ist zu prüfen, ob die Gleichung 
zZzıu+r2v+X3w =0, 
in Koordinaten 
%1 + 3t3 = 
2 0 13 = 
-ı+ 2 -Axz = 


— 212 + 213 = 





nur die triviale Lösung zı = ta = 3 = O besitzt. Aus den ersten beiden 
Gleichungen folgt 


mie, 9 Sta: 


Setzen wir dies in die restlichen Gleichungen ein, so sind diese identisch erfüllt, 
insbesondere ergeben die Werte 





eine Lösung des Gleichungssystems. Damit haben wir 
—3utVv+w=0; 


die Vektoren u, v und w sind also linear abhängig. 

Wir halten fest: Das Prüfen auf lineare Abhängigkeit von Vektoren Vı,...,Vm 
des IK” führt auf ein homogenes System von n linearen Gleichungen für m 
Unbekannte. 

5.5 Aufgaben 


(a) Bilden die Vektoren vı,...,vm ein Orthonormalsystem im R”, d.h. gilt 
(v;i,vr) = dir (vgl. 86:4.1), so sind sie linear unabhängig. 


(b) Zeigen Sie, dass die durch 


(1+2)° 


x) = Mr 


.. a2) = log (1 + 22° + x“) ‚ h(x&) =log(1+x) 
gegebenen Funktionen f,g,h € C [0,1] linear abhängig sind. 
6 Vektorräume mit Basis 


6.1 Basen. Ein geordnetes n-Tupel 
Bel) 
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von Vektoren des K-Vektorraums V heißt eine Basis von V, wenn sich jeder 
Vektor v € V als eine Linearkombination 


v = 01Vı + m2Vvoa +...+ Ann 


mit eindeutig bestimmten Koeffizienten aı,...,«an darstellen lässt (Basisdar- 
stellung von v). 


Die durch v eindeutig bestimmten Zahlen aı,...,«@n heißen die Koordinaten 
von v bezüglich der Basis P, sie werden zu einem Koordinatenvektor 


O1 
VB = |: 
On 
zusammengefasst. 
SATZ. B= (v1,...,Um) ist genau dann eine Basis, wenn vı,...,Um ein linear 


unabhängiges Erzeugendensystem ist. 


BEWEIS. 
(a) Sei B= (vı,...,%mn) eine Basis. Nach Definition gilt 


V = Spanlvi;.:..504}: 


Aus aıv1 +... +Antn = 0 =0-v1+...+0:0n folgt wegen der Eindeutigkeit der 
Basisdarstellung aı =... = an = 0, also sind die v1,...,%n linear unabhängig. 


(b) Sei v1,...,%m ein linear unabhängiges Erzeugendensystem. Dann ist jeder 
Vektor v € V eine Linearkombination 


vs SU Tre rt le; 
Die Zahlen aı,...,an sind eindeutig bestimmt, denn aus 

v = Pıvı +... + nn folgt (a1 - Pı)vı +... + (an - Bn)Un = 0, 
also aı = ßı,...,@n = Pn wegen der linearen Unabhängigkeit. OD 


6.2 Beispiele 


(a) Die kanonische Basis oder Standardbasis K des IK” ist gegeben 
durch 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 


eı = s e23 = „ee: Een = 


oO 
m 
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(b) Lösungsbasis für die Schwingungsgleichung üÜ+ ay + by = 0. Nach 
810:4.4 gilt: Bilden zwei Lösungen Yı,y2 ein Fundamentalsystem, d.h. ist die 
Wronski-Determinante W # 0, so besitzt jede Lösung y der homogenen Gilei- 
chung eine Darstellung der Form 


y= cıyı + c2ay2 
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten cı,ca .. Daher ist B = (yı,y2) eine Basis 


des Lösungsraumes V der homogenen Gleichung, ebenso B’ = (ya,yı). 


(c) Die Polynome vom Grad < n. Für den Vektorraum Pk der Polyno- 
me vom Grad < n mit Koeffizienten aus K ist eine Basis gegeben durch die 
Potenzen 


Dale |. Dia ed... Dale: 
Jedes Polynom £ > ao +qa1ıC +... +Qanx” hat die Form 
p=00:Po+t ... +@n 'Pn; 


und die Koeffizienten sind nach 5.3 (b) eindeutig bestimmt. 
(d) Geben Sie eine Basis für den Lösungsraum der DG y’ = a(x)y an. 


6.3 Eine Basis für den Vektorraum aller Polynome 


Für den Vektorraum Px aller Polynome mit Koeffizienten aus K bilden die 
Potenzen pr: x + «® (k =0,1,2,...) ein linear unabhängiges Erzeugendensy- 
stem. Wir sagen auch in diesem Fall, dass B = (po, pı,p2,...) eine Basis für den 
Pr ist. Allgemein heißt eine nichtleere Teilmenge B eines Vektorraums V eine 
Basis für V, wenn sich jeder Vektor auf genau eine Weise als Linearkombination 
endlich vieler Vektoren aus B darstellen lässt. 








6.4 Die Dimension eines Vektorraums 
Der Dimensionsbegriff beruht auf dem folgenden 


SATZ. Besitzt ein Vektorraum V eine Basis aus n Vektoren, so besteht auch jede 
andere Basıs aus n Vektoren. 


Die somit von der gewählten Basis unabhängige Kennzahl n des Vektorraums V 
nennen wir die Dimension von V und schreiben 


dimV =n. 


Für V = {0} setzen wir dimV :=0. 


Besitzt ein Vektorraum keine endliche Basis, so bezeichnen wir ihn als unend- 
lichdimensional. 
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In diesem Band beschäftigen wir uns größtenteils mit endlichdimensionalen Vek- 
torräumen. 





Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden 


Hilfssatz. Ist bı,...,b„ ein Erzeugendensystem für V und sind aı,...,Gm 
linear unabhängige Vektoren ın V, so ist m <.n. 





BEWEIS. 

Wir zeigen durch Induktion nach n die äquivalente Aussage: Hat ein Vektor- 
raum V ein Erzeugendensystem bı,...,5n, so ist jede aus m > n Vektoren 
bestehende Kollektion aı,...,adm in V linear abhängig. 

n = 1: bı erzeuge V. Für Vektoren aı,...,‚am (m > 1) gilt dann a; = a;bı 
mit z=1,...,m. Seien nicht alle &; gleich Null, etwa aı # 0. Dann sind schon 


Qaı,Q2 linear abhängig wegen azaı — aıa2 = a@aıbı — aıabı =. 


Die Behauptung sei für n—1 richtig. In V = Span {bı,...,b„} seien Vektoren 
Aly..-,Am (m>n) gegeben. Dann gibt es Zahlen a;r € K mit 


Aa = >, @irdr el.ssil). 
k=1 


Durch geeignete Umnummerierung der a; und b, kann erreicht werden, dass 
aıı # 0. (Wären alle a;, = 0, so wäre jedes a; = 0, also aı,...,Gm linear 
abhängig.) Die m — 1 Vektoren 


10751 QA11Rik — Aiı Ak 





CG = di — aı — br. Versus) 


n 
011 ne 


1 a1 
liegen in Span {ba,...,b„ +, da der Koeffizient von bı Null ist, und es gilt m—1 > 


n—1. Nach Induktionsvoraussetzung sind die c2,...,cm linear abhängig, es gibt 
also Zahlen Aa,..., Am, die nicht sämtlich Null sind, und für die 





m m ni m . 1 m 
0 — >» A;Ci — >» (a - ı ai) = Ars mit A1=-—), A;Qil , 
i=2 i=2 all i=1 a1 ;=2 
und nicht alle A; sind Null. Also sind aı,...,qam linear abhängig. m 
6.5 Basisergänzungssatz 
Ist bı,...,bn eın Erzeugendensystem von V und sind aı,...,Qm linear un- 
abhängige Vektoren ın V, die keine Basis von V bilden, so lassen sich die 
@1,...,Gm durch Hinzunahme geeigneter b, zu einer Basıs von V ergänzen. 


Diesen Satz beweisen wir zusammen mit dem 
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6.6 Basisauswahlsatz. Besitzt ein Vektorraum V # {0} ein endliches Erzeu- 
gendensystem bı,...,bn, so lässt sich aus diesem eine Basis für V auswählen. 


Auf diesen beiden Sätzen und der Invarianz 6.4 der Dimension basieren alle 
weiteren Schlüsse der endlichdimensionalen linearen Algebra. 





BEWEIS. 


Für 6.5 sei A = {aı,...,Qm}, M = [aı,...,4m,b1,-.-,dn}. Wir betrachten 
alle Mengen 5 mit 


ACSCM und V=SpanS$. 





M selbst ist eine solche Menge. Unter ihnen gibt es eine Menge So mit kleinster 
Elementezahl, vgl. $1:6.1. Dann sind die Vektoren von So linear unabhängig, 
d.h. keiner der Vektoren von So lässt sich durch die übrigen ausdrücken: 





(a) Wäre ein b, € So Linearkombination der restlichen Vektoren von So, So 
wäre So nicht minimal. 


(b) Wäre ein a; € So Linearkombination der übrigen Vektoren von So, SO 
müsste dabei irgend ein 5b, einen von Null verschiedenen Vorfaktor haben, da 
@1,...,Gm linear unabhängig sind. Dieses b, wäre dann eine Linearkombination 
der restlichen Vektoren von 50 , und wir wären wieder bei (a). Also enthält So 
ein linear unabhängiges Erzeugendensystem, das heißt nach 6.1 eine Basis. 





Für den Beweis des Basisauswahlsatzes 6.6 wiederholen wir diese Argumentation 
mit A=Ml, Mehdi beh U 


FOLGERUNGEN. 

(a) In einem n-dimensionalen Vektorraum bilden je n linear unabhängige Vek- 
toren eine Basıs. 

(b) Hat ein Teilraum W von V die gleiche endliche Dimension wie V, so ist 
V=W. 

BEWEIS. 

(a) Ist eine unmittelbare Folge des Basisergänzungssatzes [üAl. 

(b) Sei A= (aı,...,Qn) eine Basis für W und B = (bı,...,bn) eine Basis 
von V. Wäre W ein echter Teilraum von V, so wäre A keine Basis für V, ließe 


sich also durch Hinzunahme geeigneter b;. zu einer Basis für V ergänzen. Damit 
wäre dimV >n. Oo 








6.7 Aufgabe 


Warum bilden die Polynome aı(2) =1+x+x2”, az(x) = 3x” — 2 keine Basis 
für den Vektorraum P%, aller Polynome vom Grad < 2? 





Ergänzen Sie aı,ao durch Hinzunahme einer der Potenzen 1,x,x” zu einer 
Basis für P4. (Nachweis der Basiseigenschaft nicht vergessen !) 
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1 Beispiele linearer Abbildungen 


1.1 Lineare Abbildungen 


Eine Abbildung L : V — W zwischen Vektorräumen V,W über demselben 
Körper K heißt linear, wenn 





L(aıuı + a@2Uu2) = aıL(uı) + a2L(u>) 





für beliebige Vektoren u1,u2 € V und Skalare aı,aa € K. 


Es ist üblich, bei linearen Abbildungen meistens 
Lu statt L(u) 


zu schreiben. Lineare Abbildungen werden oft auch lineare Operatoren ge- 
nannt, vor allem bei unendlichdimensionalen Räumen. Im Fall W = K sprechen 
wir von Linearformen oder linearen Funktionalen auf V. 


Wie schon in 814 erwähnt, gilt ein Hauptinteresse der linearen Algebra den 
linearen Gleichungen Lu = b, wobei L eine lineare Abbildung ist. 





Einfache Eigenschaften linearer Abbildungen L[: 
(a) LO=0. 
(b) Z(u+v) =Lu+Lv, L(au) = a: Lu. 


Umgekehrt folgt aus diesen beiden Gleichungen die Linearität von L. 


(c) L ( > arur ) = Y Lip. 
k=1 Kl 
Die erste Gleichung müsste genaugenommen LOv = Ow lauten. Diese ergibt 
sich aus ZLO=L(0:-0+0:0)=0-L0+0-L0=0. 
(b) ist eine einfache [ÜA]; (c) ergibt sich durch Induktion aus (b). 








1.2 Beispiele 

(a) Die einfachsten linearen Abbildungen sind 
der Nulloperator : 0:V->W, um0 und 
die Identität auf V: 1=1v:V-V, uru. 


(b) Der Ableitungsoperator. Für ein Intervall I ist 


D= 4 :uruw, CN CT 





eine lineare Abbildung. 
(c) Der Differentialoperator der Schwingungsgleichung. Für a,bER ist 
ur Iu=ütaüt+bu, CR) CR) 


ein linearer Operator. 
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(d) Das Integral: Ist I ein Intervall und V der Vektorraum aller über I inte- 
grierbaren Funktionen, so liefert 


ur Lu= [u(e)d« 
T 


eine Linearform auf V. 


1.3 Beispiele aus der ebenen Geometrie 


(a) Orthogonale Projektion auf eine Gerade. Sei |al| = 1 und g = Span {a}. 
Nach 8 6:: 2.4 ist die orthogonale Projektion eines Vektors x auf g gegeben durch 
rel ax 3, 


Zeigen Sie, dass P linear ist. 


(b) Drehung in der Ebene. Die Drehung D. um den Ursprung mit dem Winkel «a 
ordnet jedem Punkt x = (rı,x2) den Bildpunkt 


tı COS@ — Xasin«& 
Dix = 


tısin&@ +X2COosa@ 


zu. Das ergibt sich am einfachsten durch komplexe Rechnung: Nach 85:11.1 
gilt für Dax = (yı,Yya) 


(yı +iyg) = e'* (xı +ixa) = (cosa +isina)- (xı + ira) 


—= (21 cosa@a — zasina) +i(xı sina+xacosa). 





Zeigen Sie, dass D. eine lineare Abbildung ist. 


(c) Spiegelung an einer Geraden. Sei 
g = Span{a} eine Ursprungsgerade 
in der Ebene und a ein Vektor der 
Länge 1. Die Spiegelung 5, an der Ge- 
raden g ordnet dem Punkt x den Bild- 
punkt 


9X = x+2(Px-x) 


zu, wo Px die orthogonale Projektion 
von x auf g ist (Fig.). 


Nach (a) gilt also 





X = 2(a,x)a-x, 


und S, ist linear [üA]. 
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2 Die Dimensionsformel 


2.1 Kern und Bild einer linearen Abbildung 

Für lineare Abbildungen L:V >> W gilt: 

(a) BildL := {Lu|weVt} ist ein Teilraum von W. 

(b) KernZ := {ueV |Lu=0t ist ein Teilraum von V. 
(c) L ist genau dann injektiv, wenn Kern L = {0}. 


BEWEIS. 


(a) Wegen 0 = LO ist Bild / nicht leer. Gehören vı = Luı und va = Lua zum 
Bild von ZL, so gilt aıvı + @ava = aıLuı + aaLua = L(aıuı + aau2) € Bild L. 


(b) Wegen LO = 0 ist Kern nicht leer. Gehören u1,u2 zu KernL und sind 
a1,a2 €EK, so gilt L(aıuı + @au2) = aı Lu + aaLua = aı -0+a@2:0=0, 


(c) Sei L injektiv. Dann hat die Gleichung Lu = 0 nur eine einzige Lösung u, 
nämlich u = 0. Also ist Kern Z = {0}. 


Ist umgekehrt Kern L = {0}, so folgt aus Luı = Lua wegen der Linearität von L 
die Gleichung L(uı — ua) = Lu — Lua = 0, also uı — ua € KernZ und damit 
u —-Uu2 = 0, d.h. uı = ua. Also ist L injektiv. m 


FOLGERUNG. Die Lösungen der homogenen Gleichung Lu = O0 bilden einen 
Vektorraum. 





Es sei nochmals an das Beispiel der Schwingungsgleichung erinnert: Die Lö- 
sungen von Lu=ü+aü+bu=0 bilden einen Vektorraum der Dimension 2. 





2.2 Dimensionsformel 


It L:V — W eine lineare Abbil- 
dung und V ein Vektorraum endlicher 
Dimension n, so gilt 


L 
V 7? W 


dim Kern ZL + dimBild/Z = n. 


Die Dimension des Bildraumes heißt 


der Rang von L. BildE, 
Die Dimensionsformel ist fundamental j 


für die Theorie linearer Gleichungssy- 
Kern L 








steme, vgl. 816. Die nebenstehende Fi- 
gur beschreibt die Situation symbo- 
lisch. 


N 
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BEWEIS. 


Im Fall Z = 0 ist KernL = V und dimBildZ = dim{0} = 0 nach Definition 
6.4. Somit stimmt die Dimensionsformel. 


Sei jetzt LZ0 und m := dimKernL. 


Wegen L #0 gilt m < n. Im Fall m > 0 wählen wir eine Basis (bı,...,bm) für 
KernL und ergänzen diese gemäß 8 14:6.5 zu einer Basis (bı,...,Dm,...,n) 
von V; im Fall m =0 wählen wir irgend eine Basis (bı,...,b„) für V. 


Wir zeigen, dass 
(basis ss sd) 


eine Basis für BildL ist. Da diese aus n — m Vektoren besteht, ist damit die 
Dimensionsformel bewiesen. 








(a) Zunächst gilt BildL = Span {Lbm+i,...,Lbn}. Denn einerseits enthält 
BildZL mit den Vektoren Lbm+i1,...,Lb„ auch deren Aufspann. Andererseits 


gilt für u= ), zubr wegen Lbr = 0 für k<m 
k=1 


Iu = > bb; = > ze Lbr, + > x; Lbr 
k=1 k=1 k=m+1 


>», Zub; € Span Lhasa bb 
k=m-+1 


(b) Zum Nachweis der linearen Unabhängigkeit der Lbm+i,...,Lb„ ist zu 
zeigen: 


nr 


> et Fe sent: 
k=m+1 
Sei also >, bb, = 0: Für > > &kbr bedeutet das Lu = 0 wegen 
k=m+1 k=m+1 


der Linearität von L, d.h. ve KernL. 


Im Fall m =0 folgt u= 0, somit ), br =0. 
k=m-+1 
Im Fall m > 0 gibt es Zahlen yı,...,Yym mit 


>; 2EDE = uU I, Un be: 


k=m+1 k=1 


In beiden Fällen folgt aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung von u 


In ae U. [ 
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3 Verknüpfung linearer Abbildungen 

3.1 Der Vektorraum L(V, W) 

Sind Li,La2 :V — W lineare Abbildungen und aı,a2 € K, so ist auch 
aıLı+taalae : ur aıLıu+t aalau 

eine lineare Abbildung von V nach W [öA]. 


Damit bilden die linearen Abbildungen L:V — W ihrerseits einen IK-Vektor- 
raum, bezeichnet mit L(V,W). 


Im Fall V=W schreiben wir £L(V) statt L(V,V). 





3.2 Die Hintereinanderausführung linearer Abbildungen 
Für zwei lineare Abbildungen zwischen K-Vektorräumen 


T S 


U>V-oW 





ist die Hintereinanderausführung SoT :U — W wieder eine lineare Abbildung 
Val. 


Wir schreiben meistens ST statt So T.. Beachten Sie die Reihenfolge! 





4 Lineare Abbildungen und Matrizen 


Für den Rest dieses Paragraphen sei V immer ein Vektorraum der Dimension n 
und W ein Vektorraum der Dimension m, beide über demselben Körper K. 





4.1 Beschreibung von linearen Abbildungen mit Hilfe von Basen 
Sei (v1,...,Um) eine Basis von V. 


(a) Eine lineare Abbildung L:V — W ist durch Kenntnis der Bildvektoren 
Lviı,..., Lvn vollständig beschrieben. 


(b) Zu vorgegebenen Vektoren bı,...,bn € W gibt es genau eine lineare Abbil- 
dung L:V->W mit 


Dieb su, 20, =D: 


BEWEIS. 
(a) Besitzt u € V die Basisdarstellung 


u=), vu (are K), 
k=1 
so gilt 


lu = > Tk Lv; R 
k=1 
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(b) Zu gegebenen bı,...,bn € W ist eine lineare Abbildung L: V — W gesucht 


mit in =bk (k=|1,...,n). Gemäß (a) muss Lu für u= ), zu € V 
ki 
durch Lu := > x&#b, definiert werden. Der Nachweis, dass die so erklärte 
k=1 
Abbildung L linear ist, sei den Lesern als überlassen. 





4.2 Die Matrix einer linearen Abbildung bezüglich gegebener Basen 
Wir wählen Basen 
A014.) Ur y%, De turn, n) Br WW 


Zur Beschreibung einer linearen Abbildung L:V — W reicht es nach 4.1 aus, 
die Bilder Lvi,...,Lv„ anzugeben. Bezüglich der Basis B besitzt jedes Lvr; 
eine Basisdarstellung 


m 
Lo = ), MrWi 
el 


mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a;rz. Wir ordnen diese in einem recht- 
eckigen Schema 





qa11 da12 a din 
a21 0422 = Ad2n 
Ami Am2 .  Amn 


an und nennen dieses Schema die Matrix von L bezüglich der Basen A 
und B, bezeichnet mit M&(L). 


Matrizen werden (bei fest gewählten Basen) mit lateinischen Großbuchstaben 
abgekürzt, üblich sind die Schreibweisen 
a1ıl "Alm 
A = 2 — (Ak)mxn, kurz (ai). 
Ami '''  Amn 
Wir sprechen von einer m x n-Matrix (m Zeilen, n Spalten). Die a;, heißen 
Koeffizienten, Komponenten oder Einträge von A. 


Zwei Matrizen A= (air), B = (b;r) des gleichen Formats mxn heißen gleich, 
wenn dr, eb+ Wraiele:- mike Ts: 


MERKE: Die Spalten von A= MÄA(L) enthalten die Bilder der Basisvektoren 
in Koordinatendarstellung bezüglich B; für die k-te Spalte von A gilt 
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= (LvR)g (Koordinatendarstellung von Lvr bezüglich B). 


Umk 


4.3 Quadratische Matrizen 


(a) Im Fall V= W werden wir in der Regel im Bild- und Urbildraum dieselbe 
Basis B wählen; statt M&(L) schreiben wir dann Mg(L). 


(b) Die identische Abbildung 1:V — V,u > u besitzt als Matrix Me&(1) 
bezüglich jeder Basis P von V die Einheitsmatrix 


So © 
|, | = Gm mitm f} Arize 
00 San 
Meistens schreiben wir E statt Pn. 
0. Se 
(c) Zur Nullabbildung 0 gehört die Nullmatrix O = |: Br 
Gb. er 


(d) Drehungen im IR?. Wir verwenden die kanonische Basis K = (eı,e2). 
Bei der Drehung D. um den Ursprung mit Drehwinkel «& ergibt sich 


Dseı = or Dae2 = ) (vgl. 1.3 (b)), also 


sin« COS « 


sin« COS «& 


Mx(D«) = (ns u 


(e) Spiegelung an einer Geraden. Sei a = (2) ein Vektor der Länge 1, 
g=Span{a} und 


Ix = $S,;x = 2(a,x)a-x, vgl. 1.3(c). 


Die Matrix von L bezüglich der kanonischen Basis ergibt sich durch 


2a =1 2 
Leı = 2aıa-eı = ı ‚ Le = 2ma-e& = eier 
2a1ıa2 2a5 — 1 


2a1a>2 I — 1 


2 _ 
Mx(L) = 5 1  2aıaa ) 
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Eine der Spiegelung L besonders gut angepasste Basis ist durch B= (a,b) 
gegeben, wo b der zu a senkrechte Vektor (7) ist. Es gilt 





La=a=1-a+0-b, Lb=-b=0-a-l1l-b. 


Also hat Mg(L) die einfache Gestalt (6 = 


Wir dürfen also nicht den Fehler machen, aus La= a und Lb = —b auf die 


Matrix ( u. 
a2 


a2 


) zu schließen. Die letztere Matrix wäre MÄ(L)! 


(f) Der Ableitungsoperator D = d/dx auf PL, dem Vektorraum der reellen 
Polynome vom Grad < 2, hat bezüglich der Basis B = (po, pı,p2) der Potenzen 
pr(x) = x“ die Matrixdarstellung 


010 
Ms(D)=|0 0 2]. 
000 


4.4 Linearformen auf V. Wir wählen eine Basis B = (vı,...,vn) von V. 
Als kanonische Basis für den eindimensionalen Vektorraum IK wählen wir die 
Zahl 1. 


Jede lineare Abbildung L:V — K besitzt dann die 1 x n-Matrix (Zeilenma- 
trix) 





M5(L) = (Lvn,...,Lvn). 





Hat beispielsweise der Vektor a € R” die Komponenten aı,...,dn und ist 
L(x) = (a,x), so hat L bezüglich der kanonischen Basen in R” und R die 
Zeilenmatrix (a1,Q2,...,Qn). 


4.5 Berechnung des Bildvektors (Matrix-Vektor-Multiplikation) 


Sei MA(L) = A = (air) x, ; Die Koordinatendarstellungen des Vektors u V 
und seines Bildvektors Lu seien gegeben durch 





Tı g1 


Wa=|:1=%, (Du) = 


| 
< 


In Yon 


Dann bestehen die Gleichungen 


Ve oe eb: 
k=1 


9 Matrizenrechnung 307 


Wir fassen diese Gleichungen in die Kurzform 
VvV=AxX: 


Die so definierte Matrix-Vektor-Multiplikation ergibt sich nach dem folgenden 
Schema: 


41 aa **+* Min 
1 
T2 
di- Ga == Im Yı = HıTCı + Qi2T2 + -.. + AinTn 
In 
Ami Am2 u Amn 





Zur Berechnung von y; = (Ax), denken wir uns den Vektor x über die i-te 
Zeile gelegt und bilden die Summe der Produkte übereinanderstehender Koef- 
fizienten. 





BEWEIS. 


Für v=21ıV1 +... + Intn gilt 


iu = xıLvVı + ... + £nLvin 
= ZIılaıwı tazıwa +... + AmıWm) 
+ 22 (a12wı + a22W2 + ... + Am2Wm) 
+ £n (aımwı +amW2 +... + AmnWm) 
_ wı (aıızı +a12X2 + ... +41nn) 
+ wa (azızı + a22X2 + ... + A2nn) 
+ Um (Amı£ı + QGm2%2 + ... + Amnin). D 


BEISPIEL. Rechnen Sie nach, dass 


—1 2 1 0 . 
1 —1 0 1 
2 1-3 1 


5 Matrizenrechnung 


BR wM 
| 
Pr 
| 
m wo 
Sr 


5.1 Zielsetzung 


Wir wollen für lineare Abbildungen S,T: V — W mit Matrizen A = MA(S), 
B = MÄ#(T) die Matrix von AS+uT berechnen; diese werden wir mit AA+uB 
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bezeichnen. Ferner wollen wir für lineare Abbildungen mit 


7 S 


U>V-oW 


die Matrix der Hintereinanderausführung ST bestimmen. Diese bezeichnen wir 
mit A-B = M{(ST), wobei B= MZ(T) und A= Mg(S). Schließlich sollen 
Rechenregeln für diese Verknüpfungen von Matrizen aufgestellt werden. 





5.2 Summe und Vielfaches von Matrizen 


Die linearen Abbildungen $S,T:V —W seien bezüglich der Basen A für V,B 
für W durch die m x n-Matrizen 


MA(S) = A= (air), MAlT)=B= (bie) , 


dargestellt. Dann bestehen folgende Matrix-Darstellungen: 
(a) Die Matrix von S+T ist gegeben durch 


AB ee (5: 
(b) Die Matrix von AS (AEK) ist gegeben durch 
AAN Ach). 


(c) Die Matrix von AS + uT ist demnach (Aa;r + ubir). 


BEWEIS. 








Wir beweisen die letzte Behauptung, die beiden ersten sind darin enthalten. Sei 
A= (v1,...,%m) und B= (wı,...,Wm). Die Matrix C = (ci) der Abbildung 
AS + uT bezüglich dieser Basen ist nach 4.1 eindeutig bestimmt durch 


ASt ED. ee > uw KRelssn): 
i=1 
Nun ist aber 


(AS+uT)vr = ASUr + uT vr 


= A) Wi SE), bus = ), A000) Wr. Q 
i=1 i=1 i=1 
5.3 Matrizenmultiplikation 
Gegeben sind lineare Abbildungen 


Tr S 


U>V-oW 





zwischen den Vektorräumen U,V,W über K mit den Basen 
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A Bi,saislr): ir U, 
De Virsl) Aue V, 
CE (Win) WW: 
Die zu diesen Basen gehörigen Matrizen seien 
A = Mg(5), B= MA(T). 
Die Matrix von ST bezüglich der Basen A und C bezeichnen wir mit 


Ixn * 


Dann sind die Koeffizienten der Produktmatrix gegeben durch 


Cik — 2, sy bir (Eee Igel Kel.sseD), 
gel 


BEMERKUNGEN. 
(a) Als Merkregel und zur praktischen Berechnung dient das folgende Schema: 





a1ıı *"'  Aıim 

bıı bin ei = Cie 
dil °°"  QAim = Cik 

bmi Dmn a1 "Cm 
a1 en Alm 


(b) Die k-te Spalte von A - B entsteht durch Matrix-Vektor-Multiplikation 
Ab;., wobei b;. die k-te Spalte von B ist. 


(c) Statt A- B schreiben wir auch AB. 


BEWEIS. 
Nach Definition der c;r gilt 


(+) STur = S(Tu) = ), cm. 
1 


Wir berechnen nun S(Tu,) für festes k. Dazu geben wir die Basisdarstellung 


von Tu, an: 


Tu, = >, yjv; mit Um bjk 
3-1 


nach Definition der Matrix B. Daraus ergibt sich 
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s(Tu) = LuSv. 
j=1 
Nach Definition der Matrix A gilt 
l 
$Y; = >> Aiz5Wi, 
i=1 


also 


m 


S(Tur) zer Yan = — > ae — > Dem jk 


| | al |! 7 


nach Definition der y;. Vergleich mit (x) ergibt die behauptete Formel für die 
C;jk wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung. Oo 


5.4 Beispiele. Rechnen Sie die folgenden Ergebnisse nach: 


| 
(a) Für A = e = = und B = 1 3 gilt 
-1 1 


309 0-5 9 
AB = ( 8 2 und BA = 1-2 3]. 
13-6 


1 1 
(b) Für A = (i,-i,1) und »-( i ) gilt AB = (1,3). 
1 14 
BA macht aus Formatgründen keinen Sinn! 
5.5 Rechenregeln 


(a) Bei fest gewählten Basen A von V und B von W gibt es zu jeder m x n- 
Matrix A genau eine lineare Abbildung L:V —W mit 


A = MA(L). 


(b) Die m x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K bilden einen IK-Vektorraum 
der Dimension n - m. 


(c) Für die Multiplikation (sofern aus Formatgründen möglich) gilt 
A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz), 
A(B+C)=AB+AC, (A+B)C= AC+BC (Distributivgesetze). 


BEWEIS. 
(a) folgt direkt aus 4.1 (b). 
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(b) Die Vektorraumeigenschaft ist leicht nachzuprüfen. Eine Basis bilden alle 
diejenigen m x n-Matrizen, bei denen ein Koeffizient Eins ist und alle anderen 
Null sind. 





(c) Die Distributivität ergibt sich direkt aus der Formel 5.3 für c;x. Zur Assozia- 
tivität: Seien R,S,T die zu A, B,C gehörigen linearen Abbildungen bezüglich 
der jeweiligen Basen. Dann ist A(BC) die Matrix von R(ST) = (RS)T, und die 
letztere Abbildung hat die Matrix (AB)C. D 





5.6 Die Algebra der n x n-Matrizen 


Bei fest gewählter Basis B = (vı,...,%mn) von V gehört zu jeder linearen Ab- 
bildung T € £L(V) eine quadratische Matrix A = Me&(T) mit der k-ten Spalte 
(T vRr)g. Umgekehrt entspricht jeder n x n-Matrix A genau eine lineare Ab- 
bildung T € £(V) mit M&g(T) = A. Nach Definition der Matrixoperationen 
gilt 





Me(aS + BT) = aMg(5)+PMs(T), Ms(ST) = Me&(5): Me(T). 


Damit korrespondieren die Verknüpfungen von linearen Abbildungen mit denen 
der Matrizen. Wir fassen die Rechenregeln zusammen: 





(a) Die n x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K bilden einen IK-Vektorraum 
der Dimension n?, bezeichnet mit M(n,K). 


(b) Die Multiplikation ist assoziativ und distributiv. 
(c) Es gilt (aA): (BB) =aß- AB. 


(d) Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation, nämlich die Einheitsma- 
trix En, vgl. 4.3 (b). 


(e) Die Multiplikation ist fürn > 2 nicht kommutativ: 





Gegenbeispiel: 


0 1 0 0 1 0 0.0 
(f) Die Multiplikation ist fürn > 2 nicht nullteilerfrei, das heißt im Allgemeinen 
folgt aus AB=0Onicht A=0 oder B=(. 





Gegenbeispiel: Für die Matrix A in (e) gilt A?=A-A=0. 


Die Mathematiker fassen diese Eigenschaften so zusammen: 


Die Menge M(n,K) der n x n-Matrizen über K bildet eine nichtkommutative 
Algebra mit Einselement. 


312 815 Lineare Abbildungen und Matrizen 


6 Invertierbare lineare Abbildungen und reguläre Matrizen 


6.1 Linearität der Umkehrabbildung 


Ist eine lineare Abbildung L: V— W bijektiv, so ist die Umkehrabbildung 
L':W-V ebenfalls linear. 


BEWEIS. 


Seien wı,wae € W und a1ı,a2 € K. Wegen der Bijektivität von L gibt es 
eindeutig bestimmte Vektoren uı,u2 € V mit 


wı = L(un), wa = L(u>) bzw. ur = L'(w), ua = L”" (ws) : 
Wegen der Linearität von L folgt 
L(aıuı + @au2) = aıL(un) + ao2L(u2) = aıwı + aawa2, also 


L(awı + a2Wwa) = 01Ui $+wUua = aıL "(wı) + aaL (wa) j U 


6.2 Bedingungen für die Umkehrbarkeit im endlichdimensionalen Fall 
Für endlichdimensionale Räume V, W gilt wegen der Dimensionsformel 2.2: 


(a) Eine lineare Abbildung L: V-— W kann nur umkehrbar sein, wenn 


dimV = dimW. 


(b) Haben V und W dieselbe endliche Dimension, so gilt für jede lineare Ab- 
bildung L:V—W: 


L ist bijektiv —> L ıst injektiv —> L ist surjektiv. 


Führen Sie die einfachen Beweise mit Hilfe der Dimensionsformel durch. 
Beachten Sie dabei 2.1 (c): L ist injektiv > KernZ = {0}. 


BEMERKUNG. In unendlichdimensionalen Räumen ist (b) nicht mehr richtig: 
Zum Beispiel ist im Folgenraum 8 14:2.3 der „Rechtsshift“ 


Reli) Fr Or) 
injektiv, aber nicht surjektiv, und der „Linksshift“ 
L: see) 2 (23, as) 


ist surjektiv, aber nicht injektiv für]. 


6.3 Invertierbare Matrizen 


(a) Eine quadratische Matrix Ae M(n,K) heißt invertierbar oder regulär, 
wenn es eine Matrix Be M(n,K) gibt mit 


AB=BA=E. 





Die Matrix B ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt und wird mit A’! 
bezeichnet. 
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(b) Der Vektorraum V über IK besitze die Basis B= (vı,...,Un), und es sei 
A = Ms(L). Regularität von A bedeutet Invertierbarkeit von L; es ist dann 
AT'=Ms(L"'). 

BEWEIS. 

Wir beginnen mit der zweiten Behauptung. Sei A= Mg(L), B= Mes (L7}) und 
E = Mg(1) die Einheitsmatrix. Aus LL"' = L"'L=1 folgt für die Matrizen 
AB=BA=E. 


Sei umgekehrt AB= BA=E. Wir betrachten die linearen Abbildungen 
5S:K"—K”, x+Ax und T:K”"—K”, xrBx. 

Für diese gilt Mx($) = A und M«(T) = B [ÜA]. Nach Voraussetzung gilt 
Mxk(ST)=AB=E, ebenso Mx«(TS)=BA=E, 


also ST=TS=1. Damit ist $ invertierbar, T = S”' und B= Mx«(S”'). Das 
beweist auch die Behauptung (a). Q 


ZUSATZ. Gilt für zwei n x n-Matrizen AB= E, so sind beide invertierbar und 
zueinander ıinvers. 


Denn für die zugehörigen linearen Abbildungen S,T gilt SoT =1, also ist 
S surjektiv und T injektiv [UA]. Damit sind beide Abbildungen nach 6.2 (b) 
invertierbar und es gilt S"'=T, T"' = S. Für die zugehörigen Matrizen folgt 
AT!=B, B’'=A nach (b). Damit ist auch BA=B. 


6.4 Die Inverse eines Produkts 

Sind A, B invertierbare Matrizen, so ist auch AB invertierbar und 
(AB) "= B'A". 

Denn es gilt 
(AB)\(B'"AT')= ABB')AT'=AEA'=AA"=E, 


Die Behauptung folgt aus dem Zusatz 6.3. 


7 Basiswechsel und Koordinatentransformation 


7.1 Übergang zu einer anderen Basis 





Bezüglich einer Basis A = (u1,...,un) von V besitze der Vektor u€ V die Ba- 


nr 





sisdarstellung u= ), zrur.. Gehen wir zu einer neuen Basis B= (vı,..., Un) 
k=1 


über, so besitzt der Vektor u die Basisdarstellung u= ), yrvr . Wie rechnen 
k=1 
sich die beiden Koordinatenvektoren 
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1 yı 


ineinander um? 


Eng mit dieser Frage verbunden ist die nach der Umrechnung der Matrixdar- 
stellungen A= Mı(L), B= Me(L) einer linearen Abbildung Le £(V). Zur 
Untersuchung beider Fragen definieren wir 





7.2 Die Transformationsmatrix S 


Sei $ dienxn-Matrix mit den Spalten (v1)A,-.: , (Un)A , wobei B= (vı,..., Un) 
die neue Basis ist und A = (u1,...,Un) die Ausgangsbasis, d.h. die k-te Spalte 
von S sei der Koordinatenvektor von v;, bezüglich A. (In den meisten Anwen- 
dungen ist A die kanonische Basis.) Nach Definition 4.2 ist also 


S= MZ(). 


SATZ. Die Transformationsmatrix 5 ist regulär. Ihre Inverse ist gegeben durch 


Ss" = MA); 
die Spalten von S”' sind die Koordinatenvektoren (u1)&,...,(Un)ß- 
BEWEIS. 


Wir erinnern uns an die Definition des Matrizenprodukts: Tragen die Vek- 
torräume U,V,W die Basen A,P,C und silt 


U EN V En W, so ist 
MA(LeLı) = Mg(L2): Ma(Lı). 

Durch Spezialisierung U=V=W, Li=I2a=1 und C=.A ergibt sich 
En = MA(1) = Mi(lo1) = M3(1): Mill) = S- MA), 


woraus die Regularität von $S und die Behauptung S"' = MÄ(1) folgen, siehe 
Zusatz zu 6.9. Oo 


7.3 Transformationsverhalten von Matrizen und Koordinaten 
Zwischen den Matrizen B= Mg(L) und A= Mı(L) besteht die Beziehung 


B= ST'AS, 


wobei 5 die Transformationsmatrix 7.2 ist. 
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Für die Koordinatenvektoren x= (u)a und y = (u)e gilt 
x = Sy bzw. y=S’'x. 


Zwei nx n-Matrizen A, B heißen ähnlich, wenn sie zu derselben linearen Ab- 
bildung bezüglich verschiedener Basen gehören, d.h. wenn 


B= ST!AS 


mit einer geeigneten regulären Matrix 5 gilt. 








BEWEIS. 
(a) Nach den Bemerkungen im Beweis 7.2 folgt 


B = Ms(L) = Mg(1L) = Mil): Mg(L) = ST'MZ(L) 
= SS VE (LDI)=S"Mi(lL):MEl) = STAS, 
(b) Für y= (u)s, x= (u)a und S= MZ(1) folgt aus 4.5 
x = (lu), = Mg (1)(u)s = Sy. 
Die Gleichung y = S’'x ergibt sich daraus durch Multiplikation mit S°'. DO 


Für R? seien A = (eı,e2) die kanonische Basis, B = (2eı + e2,2e2 - eı) 
und P die orthogonale Projektion auf Span{2eı tea} (Skizze!). Bestimmen Sie 
der Reihe nach 


S, S7', B=Meg(P), A=Mı(P). 


816 Lineare Gleichungen 


1 Problemstellungen und Beispiele 


1.1 Lineare Gleichungssysteme 


Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen für n Unbekannte, (kurz ein 
m x n-Gleichungssystem) hat die Form 


a11%ı + aı2aX2 +... + Ainkn = bi, 
azaızı + ao2X2 +... + Aanfn = ba, 
U ee 


Gegeben sind hierbei die Koeffizienten a; € K und die Zahlen b. € K auf der 
rechten Seite. Gesucht sind alle Vektoren x = (Xı,...,%n) € K”, welche diese 
Gleichungen erfüllen. 
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Mit Hilfe der Matrix-Vektor-Multiplikation 815:4.5 können wir das System in 
die kompaktere Form 


Ax=b 


bringen; dabei ist 


a11 ''" din ii bı 


Ami ''* Amn In De 


1.2 Beispiele für lineare Gleichungssysteme 


(a) Schnitt zweier Ebenen. Eine Ebene im R° ist gegeben durch eine Gleichung 
a1Xı +a2x2+asıa = b (vgl. $6:5.2). Der Schnitt zweier Ebenen führt demnach 
auf ein 2 x 3-Gleichungssystem. 


(b) Basisdarstellung. Ist A = (aı,:--,an) eine Basis des K”, so führt die 
Bestimmung der Basisdarstellung 


u = 21a + ::: #243 





eines vorgegebenen Vektors u auf ein n x n-Gleichungssystem. 


(c) Das Nachprüfen der linearen Unabhängigkeit von m Vektoren des IK” führt 
nach 8 14:5.4 auf ein homogenes n x m-Gleichungssystem Ax =0. 


1.3 Allgemeine lineare Gleichungen 


Gegeben ist eine lineare Abbildung L:V — W undein Vektor be W. Gesucht 
sind alle Lösungen u € V der linearen Gleichung 





Lu =-b. 


Im Fall b = 0 heißt die Gleichung homogen; ist die „rechte Seite“ b nicht not- 
wendig der Nullvektor, so sprechen wir von einer inhomogenen Gleichung. 
Beispiele wurden in 8 14:1.1 gegeben. 





Die linearen Gleichungssysteme ordnen sich diesem allgemeinen Konzept als 
Spezialfall unter mit V=K”, W=RK" und L:x+ Ax. 


2 Allgemeines zur Lösbarkeit und zur Lösungsmenge 


2.1 Eindeutige und universelle Lösbarkeit der Gleichung Lu = v 


(a) Ist Z injektiv, so hat die Gleichung Lu = b für jedes be W höchstens eine 
Lösung u. Wir sprechen dann von eindeutiger Lösbarkeit der Gleichung 


3 Rangbedingungen 3.7 





Lu = b. Die Ausdrucksweise „eindeutig lösbar“ wird in der Mathematik im- 
mer im folgenden Sinn gebraucht: Wenn die Gleichung überhaupt eine Lösung 
besitzt, so ist diese eindeutig bestimmt. Nach 815:2.1 ist die eindeutige Lösbar- 
keit der Gleichung Lu = b äquivalent zu Kern (L) = {0}, d.h. dazu, dass die 
homogene Gleichung Lu = O0 nur die triviale Lösung u = O besitzt. 


(b) Ist L: V — W surjektiv, so hat die Gleichung Lu = b für jedes be W 
mindestens eine Lösung u. Wir sagen dann „Die Gleichung Lu = b ist univer- 
sell lösbar“. 





Ist L:V — W bijektiv, so ist die Gleichung Lu = b universell und ein- 
deutig lösbar, d.h. die Gleichung Lu = b besitzt für jedes bE W genau eine 
Lösung u=L°!b. 


2.2 Struktur des Lösungsraums 


(a) Die Lösungsmenge Lo der homogenen Gleichung ist ein Teilraum von V, 
namlich KernL. 


(b) Ist uo eine Lösung der inhomogenen Gleichung Lu = b, so ist die Lösungs- 
menge Lv dieser Gleichung gegeben durch 


I» = wH+tLo := {uo+ul|lueLo}. 


Beides ergibt sich unmittelbar aus der Linearität von L vel:8 14: 1,1. 


Eine Teilmenge 





w+tU={[w+tuluvelüt, 


die aus einem Teilraum U von V durch Verschieben um einen Vektor uo hervor- 
geht, heißt affiner Teilraum von V. £, ist also entweder leer oder ein affıner 
Teilraum. 





3 Rangbedingungen 


3.1 Der Rang einer Matrix 


Für einem x n-Matrix A = (air) mit Koeffizienten aus K sind folgende drei 
Zahlen gleich: 


(a) Die Maximalzahl linear unabhängiger Zeilenvektoren (Zeilenrang), 
(b) die Maximalzahl linear unabhängiger Spaltenvektoren (Spaltenrang), 


(c) die Dimension des Bildraumes der linearen Abbildung 
x Ax, K’-Rk”, 


die wir der Einfachheit halber wieder mit A bezeichnen. 


Diese Zahl nennen wir den Rang von A (Rang A, vgl. $15:2.2). 
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BEWEIS. 


Wir zeigen, dass der Spaltenrang gleich der Dimension von Bild A ist. Die Spal- 
ten von A sind 


Aeı,...,Aen. 


Sie bilden ein Erzeugendensystem für Bild L, wie wir uns schon bei der Dimen- 
sionsformel klargemacht haben. Nach dem Basisauswahlsatz können wir aus ihr 
eine Basis für Bild L auswählen. Die Länge dieser Basis ist aber definitionsgemäß 
der Spaltenrang von A. 


Dass Zeilenrang und Spaltenrang übereinstimmen, ergibt sich anschließend im 
Rahmen des Eliminationsverfahrens 4.6. Oo 


3.2 Beispiele und Aufgaben 


1 -2 A O0 5) 
(a) Die Matrix (-: 1 -1 2 hat den Rang 2, denn die beiden 
=] =] a 


ersten Zeilen sind linear unabhängig, und ihre Summe ergibt die dritte. 





1 2 3 4 
(b) Bestimmen Sie den Rang von 1 -2 -3 31.» 
—1 6 . =2 


a11 "din 
(cl) Sei A = “ Bu u. mit von Null verschiedenen Diagonalelementen 
0 Ö 
All,...,Ann. Zeigen Sie, dass Spaltenrang und Zeilenrang jeweils gleich n sind. 
q11 ... (din ... Alm 
(d) Dasselbe für B = ne mit 11022 :'" Ann A. 
0 Ann ' Anm 


3.3 Die Rangbedingungen 


Hat V die Dimension n, W die Dimension m, so ist die lineare Abbildung 
L:V —W genau dann injektiv, wenn RangL=n und genau dann surjektiv, 
wenn RangL= m. 

Demnach ist das lineare Gleichungsproblem Ax = b eindeutig lösbar genau 
dann, wenn Rang A=n und universell lösbar genau dann, wenn Rang A = m. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Dimensionsformel 815:2.2 [üA]. 
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4 Das Eliminationsverfahren für lineare Gleichungssysteme 


4.1 Herstellung der Zeilenstufenform 


Wir erläutern das Verfahren an einem Beispiel. Für die allgemeine Durchführ- 
ung verweisen wir auf |FISCHER, 1.5]. 


Es sollen alle Lösungen des folgenden Gleichungssystems bestimmt werden: 


Axa + Axt3 + 3a - 2x5 = 16 

321 - 3%2 +3123 + La -2rs = —2 

2x2 + 2x3 + 32a — As = 14 

Axı - z2 - 913 - 21ı - 5 = — 
1. Schritt: Die Reihenfolge der Gleichungen ist für die Lösungsmenge unerheb- 
lich. Wir stellen die Gleichungen so um, dass in der obersten Zeile (Kopfzeile) 
der Koeffizient von xı von Null verschieden ist, dies erreichen wir durch Vertau- 


schen der ersten und der zweiten Zeile. Um unnötige Schreibarbeit zu vermeiden, 
stellen wir das umgestellte Gleichungssystem gleich schematisch dar: 




















I 3 1: 2 | =2 
0 A A 3 —2| 16 
0 2 2 3 —4| 14 
4 -1 -9 -2 -1|-93 





2. Schritt: Normierung der Kopfzeile. Multiplikation einer Zeile mit einem von 
Null verschiedenen Faktor ändert die Lösungsmenge nicht. Wir multiplizieren 
die erste Zeile mit — 3 und erhalten 





1 2 2 
I 1-13 5| 3 
0 a A 3 -2|16 
G % 3 3% —4| 44 
a ee le 


3. Schritt: Elimination von zı aus allen Gleichungen bis auf die erste. Wir 
subtrahieren das Vierfache der Kopfzeile von der letzten und erhalten 


1 2 2 
3 3 
0 a aA 3 -2| 16 
0 3 —4 14 
05-5. -3 -2|-# 
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Dass sich bei dieser Operation die Lösungsmenge nicht ändert, wird in 4.6 ge- 
zeigt. Die erste Zeile und die erste Spalte bleiben im Folgenden unverändert. 
Wir schleppen sie nicht weiter mit und betrachten nur noch das Restschema. 





A. Schritt: Normierung der Kopfzeile im Restsystem. Durch Multiplikation der 
ersten verbleibenden Zeile mit N erhalten wir das Restsystem 





3 1 
ri | 4 


22 3 | 14 
2 11 23 
= 0 =, =, 


5. Schritt: Elimination von x2 aus den letzten beiden Gleichungen. Wir subtra- 
hieren das Zweifache der Kopfzeile von der zweiten und addieren das Fünffache 
der Kopfzeile zur dritten. Ergebnis: 


11 3 -3|4 
002 -3[6 

37 32 Sr 
00 5 -*«l® 


6. Schritt: Die Koeffizienten von x3 sind zufälligerweise Null. Wir lassen im 
Folgenden alles unverändert bis auf das Restsystem 





3 

> -3[|6 
37 _37 | 37 
12 6 3 


7. Schritt: Normierung der Kopfzeile ergibt 





1 —2| 4 
37 37 | 37 
wm. 8:8 
8. Schritt: Elimination von xı. Subtraktion des 7 -Fachen der Kopfzeile von 





der letzten ergibt das Schema 


ı 2 
0 0 


4 
0 





9. Schritt: Die Zeilenstufenform. Wir fassen das Ergebnis der Umformungen 
schematisch zusammen: 


11-13 3[3 
01 1 3 -3[|4 
0 0 1 -2|4 
0000 0]|0 
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Diesem Schema entsprechen die umgeformten Gleichungen 
1 2 
%ı 72020030 3lır 305 = 


3 1 
2 t+X%3 + 7% 05705 = 


"> How 


za —- 2% = 


4.2 Auflösung der Gleichungen in Zeilenstufenform 


In den zuletzt notierten Gleichungen sind zwei Unbekannte frei wählbar, bei- 
spielsweise £3 und x5. Wir setzen £3 = Ss, 25 = t willkürlich fest und rollen die 
Gleichungen von hinten her auf. 


Aus der letzten folgt xz4ı = 4 + 2t. Setzen wir dies in die vorletzte Gleichung 
ein, so erhalten wir &2 =1-s--t. 





Gehen wir damit in die erste Gleichung, so erhalten wir &ı = 1+2s+t. Damit 
ergibt sich der allgemeine Lösungsvektor 


1 2 1 
1 —1 —1 
> 01 +s I] +t 0 
4 0 2 
0 0 1 





Dass alle diese Vektoren das ursprüngliche System befriedigen, wird in 4.6 be- 
gründet. Die Lösungsmenge ist also eine zweidimensionale Ebene im fünfdimen- 
sionalen Raum. 


4.3 Mögliche Endergebnisse, Zahl der Freiheitsgrade 


(a) Die komprimierte Stufenform. Bei der Automatisierung der Elimination 
ist der Fall vorzusehen, dass im Restsystem die erste Spalte Null wird. Wir 
vertauschen diese dann mit einer nachfolgenden, von Null verschiedenen. Gibt 
es keine solche mehr, so beenden wir das Verfahren und erhalten als Endschema 


oder 





Im ersten Fall kann n = m, im zweiten r = m sein. Vertauschen von Spalten 
läuft auf eine Umnummerierung der Unbekannten hinaus, die in einer Indexliste 
zu verwalten ist. 
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Nach 3.2 (c), (d) sind der Zeilenrang und der Spaltenrang der Matrizen links 
vom Strich jeweils gleich der Anzahl der Stufen. 





(b) Die erste der beiden Stufenformen entsteht im Fall der eindeutigen Lös- 
barkeit (Rang(A) = n). Notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit des zu- 
gehörigen Gleichungssystems ist das Verschwinden der letzten Komponenten 
Cn+1,:.:,Cm der umgeformten rechten Seite. 














(c) Letzteres gilt auch für die zweite der oben skizzierten Zeilenstufenformen. 
Haben wir hier r Stufen, d.h. Rang A = r, so können wir im Falle der Lösbar- 
keit genau n — r Unbekannte frei wählen; die restlichen sind dann eindeutig 
bestimmt. In der Physik sprechen wir auch von n— r Freiheitsgraden. 


4.4 Simultane Elimination bei mehreren rechten Seiten 
Gegeben sind A und bı,...,b;. Gesucht sind Vektoren xı,...,xx mit 
Axı — bi, 2. , Axk — b.. 


Wir brauchen das Eliminationsverfahren für die Matrix A natürlich nur ein- 
mal durchzuführen. Daher ist es zweckmäßig, die Matrix B mit den Spalten 


bı,...,b, zu bilden und das Eliminationsverfahren gleich für das Schema 
A|B 
durchzuführen. 


4.5 Zur Berechnung der inversen Matrix 


wenden wir gemäß 4.4 das Eliminationsverfahren auf das Schema A | E an, wo 
E die Einheitsmatrix ist. Es ergibt sich ein System A’ | E’ in Stufenform. Für 
die nun notwendige Auflösung nach 4.2 ergibt sich eine weitere Vereinfachung, 
wenn wir wie im folgenden Beispiel verfahren. 


Für 
0 1 -1 
A, 1 3 2 
2 -1 2 


führt das Eliminationsverfahren nach Vertauschung der ersten beiden Zeilen auf 
Folgendes Schema A’ | E’ in Stufenform 











193 2|0 1 0 
01 -1|1 0.0 
0.0 117 -=2 1 








[üA]. Subtraktion der mit 3 multiplizierten zweiten Zeile von der ersten ergibt 
das Schema 
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1 0 9 | <3 1 0 
01 —-1 1 0.0 
0.0 1 = =2 


Addieren wir nun noch die dritte Zeile zur zweiten und subtrahieren wir an- 
schließend ihr Fünffaches von der ersten, so erhalten wir 


1 0 013° I. =5 
0 10 8 2 1 
Vu | 12 1 


Denken wir uns das Auflösungsverfahren 4.2 durchgeführt, so erkennen wir, dass 
die rechte Matrix des Schemas die gesuchte Inverse ist. 


4.6 Begründung des Eliminationsverfahrens 

SATZ. Bei jeder der elementaren Umformungen 

e Vertauschung zweier Zeilen 

e Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl 
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen 

bleiben erhalten 

(a) die Lösungsmenge, 

(b) der Zeilenrang und 

(c) der Spaltenrang. 


FOLGERUNG. Aus (b) und (c) ergibt sich der zu 3.1 noch fehlende Nachweis von 
Zeilenrang = Spaltenrang, denn dies gilt für Stufenmatrizen nach 3.2 (c), (d). 


BEWEIS. 


(a) Jede Lösung x des ursprünglichen Gleichungssystems erfüllt auch das um- 
geformte System. Da sich jede elementare Umformung durch eine entsprechende 
rückgängig machen lässt, ist das umgeformte Gleichungssystem also äquivalent 
zum ursprünglichen. 








(b) Nach 3.1 ist der Zeilenrang die Dimension des Aufspanns der Zeilenvekto- 
ren. Dieser Aufspann wird aber durch Zeilenvertauschung nicht geändert, und 
nach 8 14:4.3 auch nicht bei den anderen Umformungen. 


(c) Da die Lösungsmenge des homogenen Systems Ax = O0 unverändert bleibt, 
ändert sich die Dimension des Kerns einer Matrix bei elementaren Umformungen 
nicht. Es gilt aber nach der Rangformel 3.1 und der Dimensionsformel 


Spaltenrang (A) = dimBildA=n- dimKern A. D 
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4.7 Aufgaben. (a) Basisdarstellung. Gegeben sind die Vektoren 


6 7 1 1 
aı = 4 ; a2 — 3 , a3 — —2 und b= 2 : 
2 1 1 3 


Zeigen Sie, dass A = (aı,a2,a3) eine Basis für R° ist und geben Sie die Basis- 
darstellung (b).ı an. 


(b) Geben Sie alle Lösungen x € C” des Gleichungssystems Ax = b mit 
1 ai di 2 
A = / ı 2ıH+1 und »- (2-1) 
1 -2 3-1 1-2 

(c) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix 

20 -1 
1 1 0 
1 
ıı 4 


(d) Geben Sie alle Lösungen des homogenen Systems Ax = 0 und des inhomo- 
genen Systems Ax = b für 


3. 1-7 08 Q 
3 2 9 1 13 
A=|-3 4-2 -1|, b= | -ı 
3 771% 2 
2 15-108 2 


5 Interpolation und numerische Quadratur 
5.1 Das Interpolationsproblem 
Gegeben sind Stützstellen 


To << Dis. < Tr 


und Zahlenwerte Yo,Y1,...,Yn € R. 
Gesucht ist ein Polynom p vom Grad < 


n mit 
p(z0) = yo, --- ‚P(£n) = Yn- v vı  Iye ya 
Wir formulieren diese Aufgabe als li- 
1 2 33 %4 


neares Gleichungsproblem: zo ı& 
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Auf dem Vektorraum PR der reellen Polynome vom Grad < n definieren wir 


die Abbildung 
p(xo) 
LEePr => RT, Ip 
p(&n) 
Diese ist offenbar linear. Die Interpolationsaufgabe lautet dann: 


Gegeben y = ), Yrer+ı € R”*!. Gesucht ein Polynom pe PL mit Lp=y. 
k=0 


5.2 Die Interpolationsaufgabe ist universell und eindeutig lösbar. 
Dazu haben wir zu zeigen, dass L bijektiv ist. Für die Injektivität beachten 
wir: pe Kern L bedeutet 


p(xo) = plzı) =... = Plan) = 0, 


d.h. phat n+1 verschiedene Nullstellen. Wegen Grad (p) < n folgt darausp = 0. 
Die Surjektivität ergibt sich aus der Dimensionsformel: 


dimBildL = dimPRr -dimKernL =n+1-0 = n+l. 


5.3 Bestimmung des Interpolationspolynoms 


Die Lösung p der Aufgabe Lp=y ist gegeben durch p = L’'y. Dabei ist die 
Abbildung L”! linear (vgl. 815:6.1) und durch die Wirkung auf die kanonische 
Basis eı,...,en+ı eindeutig bestimmt: 


a, = L""(yeı aa + Yn En+1) = yL'eı FF sa I en A 


Die Polynome £; := L”'(ex+1) heißen Lagrange-Polynome. 
Definitionsgemäß gilt L(2;) =0 für j#k und (ar) =1. 
Da £, die Nullstellen x; mit 5 # k besitzt, gilt 





Ix(z) = a || (& -2;) mit einer geeigneten Konstanten cz. 


mo 


ne 
37 
Die Konstante c;, ergibt sich aus der Bedingung 


= Lu) = (Ck I] (2% =). 
jFk 


Somit ist die eindeutig bestimmte Lösung p der Interpolationsaufgabe Lp=y 
gegeben durch 
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Bere Y utile) mit £(z) = 1 


5.4 Keplersche Fassregel und Simpson-Regel 





(a) Zur näherungsweisen Berechnung von 


IJ® dx 


a 





betrachten wir die Stützstellen zo = a, xı = > (a+b) und x2 = b. Ferner setzen 

wir yo = f(xo), yı = f(xı) und ya = f(x2) und bestimmen das Polynom p 

vom Grad <2 mit p(xo) = yo, p(x&ı) = yı, p(x2) = ya. So erhalten wir einen 
b 


Näherungswert für [ f(x) dx durch 


[07 


b-= 
Jpta)da = —— (w+An +). 


[67 


Bestätigen Sie dies durch formelmäßige Durchführung der Interpolation. 


Für die Keplersche Fassregel wird häufig auf KEPLERSs Inhaltsbestimmung von 
Weinfässern verwiesen (Nova stereometria doliorum vinariorum 1615). Die Fassre- 
gel tritt dort jedoch nicht explizit auf. 


b 
(b) Eine sehr brauchbare Näherung für f f(x) dx liefert die Simpson-Regel: 





Das Intervall [a,b] wird in n gleich große Intervalle zerlegt, und auf jedes dieser 
Intervalle wird die Keplersche Fassregel angewendet. Setzen wir 





1 
h= 5 (b-a) ünd 2, =a+kh (keBß,..:,2n); 


b 
so ergibt sich für [ f(x) dx der Näherungswert 


— 


ws 


n—1 | 
(fa) + f(b) +2 (ar) +4) Flzartı)) 
k=1 k=0 
Für C*-Funktionen f beträgt der Fehler 
5 
f'’(8) mit einem deJa,b|. 


I - | f(a)de = 


IMANGOLDT-KNOPP, Bd. 3, Nr. 49]. 
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6 Die Methode der kleinsten Quadrate 


6.1 Ausgleichsgeraden 


Zwischen Messgrößen X,Y wird eine 
Beziehung der Form 


Y=a+bX 


mit unbekannten Parametern a,b ver- 
mutet. Das Experiment ergibt für 
(X,Y) Wertepaare 


21) , (ie) 





Wegen der unvermeidbaren Messfehler 
liegen die Punkte (xx, yx) nicht alle auf 
einer Geraden. 

Wir bestimmen eine Ausgleichsgerade durch diese Punktwolke nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate (Fehlerquadrate): Für eine beliebige Ge- 
rade g mit der Gleichung y=a-+bx sei 








(a,b) := > (a + bar — yr)” 
k=1 


die Summe der vertikalen Abstandsquadrate der Punkte (xx,yr) von der Ge- 
raden g. Wir wollen im Folgenden a, b so bestimmen, dass dieses Fehlerquadrat 
@(a,b) minimal wird. 





6.2 Ausgleichsparabeln. Zwischen den Messgrößen X,Y wird ein quadrati- 
scher Zusammenhang 


YeatiX 2X” 





vermutet; gemessen werden die Paare (xı,Yı),---, (£m, Ym). Die Methode der 
kleinsten Quadrate besteht hier darin, a,b,c so zu wählen, dass 


3 (a + ber + ck — yr) — Min. 
ki 


Wir behandeln die Aufgaben 6.1, 6.2 als Spezialfall der folgenden Problemstel- 
lung. 


6.3 Überbestimmte Gleichungen und kleinste Quadrate 


Gegeben ist eine mx n-Matrix Amit m > n = Rang A und ein Vektorye RR”. 
Dann ist das Gleichungssystem Ax = y im Allgemeinen unlösbar, wenn nicht 
gerade y in Bild A liegt (zu viele Bedingungen an die Unbekannten). 
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Wir suchen als Kompromisslösung einen Vektor u mit Komponenten u1,...,Un , 
welcher die Gleichung Au = y zwar nicht exakt, aber doch „so gut wie möglich“ 
erfüllt. Wie oben verlangen wir, dass das Abstandsquadrat 


lAu-yl? = D(D anur - vi)” 


i=l k=1l 








minimal wird. 


BEISPIELE. Bei der Ausgleichsgeraden bzw. der Ausgleichsparabel ist 


2 


1 x&ı l ı % 
l 2a ln x 
A= bzw. A = 
li, Di 1 &m £ 
und 

A a 
u = (5) bzw u= |b 
C 


Als notwendige Bedingung für ein Minimum ergibt sich: Die Ableitung dieses 
Ausdrucks nach u; bei festgehaltenen uı1,...,Uj-1,Uj+41, --- ‚Un , bezeichnet 
mit — ‚ muss Null sein. Für 7 =]1,...n muss also gelten 

J 


n m n 


I 2 I (Yan - u u) = 2 Val! 2 nun — 


rn m m 
= 2 Yu Dayaı- 2% aut. 
k=1 i—1l i—1l 
Definieren wir die zu A transponierte Matrix A’ von A durch 
811. 021.031. #*: Ami 
0.12 092 Q32 Hrn as Am2 
7 
A — r . R . ’ 
QAin QA2n A3n Amn 


dann sind bj = Y\aijair die Koeffizienten von A’A, und Y)a,jyi ist die 
i=1 i=1 
j-te Komponente von A’y. 


Die notwendigen Bedingungen lassen sich jetzt so zusammenfassen: 


A’Au = A’y 


329 


Das sind die Gaußschen Normalgleichungen. 


In 820:4.7 und 822:4.6 wird gezeigt, dass diese universell und eindeutig lösbar 
sind und dass die Lösung u den Ausdruck || Au — y|” zum Minimum macht. 


817 Determinanten 


1 Beispiele 

1.1 Die 2 x 2-Determinante 

Nach 85:6.2 ist das lineare Gleichungsproblem 
a11%ı + aıara = bi, 
a21%ı + a22X2 = b2 


genau dann universell und eindeutig lösbar, wenn die Determinante der zu- 
gehörigen Matrix, im Folgenden bezeichnet mit 





a1 qaı2| 
= 411422 — 012A21, 
a21 0422 








von Null verschieden ist. Dies ergab sich durch Elimination und bleibt somit 
auch für komplexe Koeffizienten gültig. 


Nach 85:6.3 sind die Vektoren a = he be (3) genau dann linear un- 
abhängig, wenn 





det(a,b) := aıba — aabı 
von Null verschieden ist. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix A hat die Form 
det(aı,a2), wo aı, aa die Spalten von A sind. 
Die so erklärte Determinantenfunktion det hat die Eigenschaften 
(a) x > det(x,b) und y — det(a,y) sind Linearformen, 
(b) det(b,a) = -det(a,b), 
(c) det(ei,e) = 1. 


1.2 Die 3 x 3-Determinante 
Das lineare Gleichungssystem 


a11tı +a12X%2 + aısız = bi, 


a21%ı + Qa22%2 + aa3x3 — ba, 


azıcı + a32X%2 + Qa33X3 — ba 
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bringen wir in die Form 


(x) zıaı tX%2a2+23a3 = b, wobei 


qa11 a12 qa13 bı 
aı — a21 ; a2 = 22 s az = qa23 , b= ba . 
Qq31 A432 A33 ba 


Mit dem Vektorprodukt 86:3.2 ergibt sich wegen 1 xaı =0 =2a2xaa 


&@ıaı xaa +23a3 xaa =bxaa, 


X>aı Xaa +X73aı az =aı Xb. 
Wegen a3xa2a Las3, aıaxao2 _Laı und aı xas Laz folgt 
1) zıaıxa2,as)=(bxa,a3), 
(2) zzlaıxa2a,a3) = (aıxb,as), 


xz3(aı xaz3, a2) = (aı xb,aa). 





Nach 86:5.5 (b) gilt (axc,b)=-(axb,c). Also ergibt die letzte Gleichung 
(3) zslaı xa2a,a3) = (aıxa2,b). 


Das Gleichungssystem (x) ist also genau dann eindeutig (und damit auch uni- 
versell) lösbar, wenn das Spatprodukt 


S$(a1ı,a2,a3) — (aı x a2 ‚az ) 


von Null verschieden ist. Die Lösung ergibt sich dann aus der Cramerschen 


Regel (1),(2),(3). Eine kleine Rechnung ergibt 





S(x,y,Zz) = (xay3 — X3y2)zı + (xsyı - Tıya)za + (tıya — Xayı)z3 . 


Definieren wir $(x,y,2) für x,y,z € C” durch diese Formel, so bleiben die 
oben angestellten Überlegungen auch im Komplexen gültig. 


Folgende Eigenschaften von 5 lassen sich leicht nachprüfen (vgl. 86:5.5): 


(a) S ist linear in jeder der Variablen x,y,z, z.B. 
S(x,y,aızı + a222) = aı S(X,y,Zzı) + a2 S(xX,y,Za), 

(b) bei Vertauschen zweier Argumente ändert sich das Vorzeichen, z.B. 
S(x,2,y) = -S(x,y,z) = 5(2,y,%) = -5(y,2,%), 


(c) S(eı,ea,es3) = 1 für die kanonischen Basisvektoren. 
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2 Definition der Determinante 


2.1 Zum Vorgehen 


Analog zu den oben betrachteten Fällen n = 2, 3 lässt sich für jede nx n-Matrix 
A eine Kennzahl (Determinante) definieren, die Auskunft über die Lösbarkeit 
des Gleichungssystems Ax = b gibt und eine Lösungsdarstellung mittels der 
Cramer-Regel gestattet. Diese kann prinzipiell wie oben als Summe vorzeichen- 
behafteter Produkte von Matrixkoeffizienten dargestellt werden, doch wird ein 
solcher Ansatz für wachsendens n sowohl für die Rechnung als auch beweistech- 
nisch zu kompliziert und unübersichtlich. Wir beschreiten daher einen anderen 


Weg: 


Eine n x n-Matrix A ist durch das n-Tupel (aı,a2,...an) ihrer Spalten ge- 
geben. Wir beschreiben die Determinante von A als Funktion det(aı,...,&an) 
dieser Spalten. Deren Definitionsbereich ist 








K”x...xK” := [(a1,...,..)|ar € K"}. 
SSH EEE 
n-mal 


Von dieser Funktion verlangen wir lediglich die für n = 2,3 angegebenen Eigen- 
schaften (a), (b), (c), sinngemäß auf n Variable fortgeschrieben. Es zeigt sich, 
dass sie dadurch bereits eindeutig bestimmt ist und dass aus (a),(b) und (c) wei- 
tere Eigenschaften folgen: det(aı,...,an) zeigt an, ob die Vektoren aı,...,an 
linear unabhängig sind, gibt bis aufs Vorzeichen das Volumen des von diesen 
Vektoren aufgespannten Parallelflachs und ermöglicht die Orientierung von Ba- 
sen. 





Wir fassen die Determinante also wahlweise als Kennzahl für n x n-Matrizen A 
oder als Funktion von n Vektoren auf, die wir als Spalten einer Matrix deuten. 


Die Existenz einer Determinante mit den verlangten Eigenschaften ergibt sich 
durch rekursive Definition: Die n x n-Determinante wird durch „Entwicklung 
nach Zeilen bzw. Spalten“ auf (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zurückgeführt. 
Dies liefert gleichzeitig ein Berechnungsverfahren. 





2.2 Determinantenformen 
Definition. Eine Abbildung F:K”x---xK"—K (n>2) heißt 


(a) Multilinearform auf K”, kurz n-Form, wenn F in jedem der n Argu- 
mente (Spalten) linear bei festgehaltenen restlichen Spalten ist: 


Fir s OA DV) ES A len  ) FB El Van); 


(b) alternierende Multilinearform auf K”, wenn (a) gilt und wenn F beim 
Vertauschen zweier Spalten das Vorzeichen ändert: 


1 2 UNOrON.; EADIHEN. 0. ERS, = zu 5 22 (OBER. U SUNRHEOER.: V HERREN 5 
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(c) Determinantenform, wenn (a) und (b) erfüllt sind und Ffeı,...,en) =1 
für die kanonische Basis eı,...,en des K” gilt. 


BEMERKUNG. Der Begriff „Determinantenform“ wird in der Literatur nicht ein- 
heitlich verwendet. 


In 1.1, 1.2 haben wir für n = 2 und n = 3 Beispiele von Determinantenformen 
angegeben. 


2.3 Alternierende Formen und lineare Unabhängigkeit 


Für eine alternierende Multilinearform F gilt: Sind aı,...,an linear abhän- 
gig, so folgt F(aı,...,an) =0. Insbesondere ist F(aı,...,an) = 0, falls zwei 
Einträge gleich sind: 4, = a, miti#k. 


BEWEIS. 


Ist F' alternierend, so ergibt sich durch Vertauschen von Einträgen 


(eier leiden a, AO: Fiese el. 


Seien aı,...,an linear abhängig, etwa aı = ), crar. Dann gilt wegen der 
k=2 
Linearität im ersten Argument 
n 
Pläi.-s in) > GR: OD 
k=2 


Das Verschwinden von F’ bei zwei gleichen Argumenten ist typisch für alternie- 
rende n-Formen: 


2.4* Ein Kriterium für das Alternieren einer n-Form 


Gilt für eine n-Form Flaı,...,an) = 0, falls zwei benachbarte Argumente 
gleich sind (ax = ax+ı) , so ist sie alternierend. 


BEWEIS. 
Wegen der Multilinearität gilt 
0=F(...,‚a+b,.a+b,...) 
= F(...,a,a,...)+ F(...,a,b,...)+ F(...,b,a,...)+F(...,b,b,...) 
= Fi s Das) ebd, 





also ändert F' sein Vorzeichen bei Vertauschung benachbarter Argumente. Sind 
a;,ar (j < k) nicht benachbart, so erreichen wir durch sukzessives Vertauschen 
benachbarter Argumente, dass a; und a, die Plätze tauschen; hierzu sind 2s — 1 
Vertauschungen nötig mit s=k-j |ÜA|. Bei jeder Vertauschung wechselt F' 
das Vorzeichen. Es gilt also 


Dee ee) Pleesä) 
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2.5 Der Haupsatz über Determinanten 


(a) Für jedes n > 2 gibt es genau eine Determinantenform auf K”. Wir be- 
zeichnen diese mit det(aı,...,Aan)- 


(b) Hat die nx n-Matrix A = (air) die Spalten aı,...,an € K”, so heißt 


det(aı,...,an) die Determinante von A, bezeichnet mit 
aı1 ‘'' Ain 
Al=detA= | : ., : |, auch |[(ar)l. 
Ani ''*" Ann 


(c) Laplacescher Entwicklungssatz. Die Determinante einer n x n-Matrix 
A = (a;r) lässt sich auf 2n Weisen durch (n — 1) x (n — 1)-Determinanten 
ausdrücken: 


(-1)'"*a;;|A;;| (Entwicklung nach der i-ten Zeile) 


[7]s 


Al=} 


3=1 


(-1)’Fazr|Azr| (Entwicklung nach der k-ten Spalte). 


M- 


1 


J 


Dabei bedeutet A;; diejenige (n—-1)x (n—1)-Matrix, welche aus A durch Strei- 
chen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht. 








Der Beweis erfolgt in 2.7, 2.8, 3.1 und kann bei der ersten Lektüre übergangen 
werden. 


2.6 Beispiele und Aufgaben 
(a) Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhalten wir 


Q11 Q12 Q13 Aa Aa 
11 12 


qa31 32 


a2ı Aa2 Aas| = dıa -+ 033 




















a21ı QA22 
a31 a32 QA33 


—= a13(a21432 — 431022) — Qo3(a1ıQa32 — Q31Q12) + Q33 (a11Q22 — QA21Q12). 
Im Falle reeller Koeffizienten ist dies das Spatprodukt (aı x a2,a3) aus den 


Spaltenvektoren aı,a2,a3, vgl. 1.2. 


(b) Zweckmäßigerweise ist die Entwicklung nach solchen Zeilen oder Spalten, 
welche möglichst viele Nullen enthalten. Im folgenden Beispiel entwickeln wir 
nach der zweiten Spalte: 


j r j 1 3 1 9 
= he aeg 1 1 
Ze 31 0 = 1 
341 0 
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Die zweite Determinante ist nach 2.3 Null wegen Gleichheit zweier Spalten. Die 
erste entwickeln wir nach der letzten Zeile: 











L 1 1 
1 1 1 1 1 1 
21-2 = 3. -1-| 1=>-| I-1.0=-9 
31 0 1 —-2 2 .—2 1 —2 
Die gesuchte Determinante hat also den Wert 9. 
1 8 —1 0 4 
0 2 0 0 3 
(c) Rechnen Sie nach, dass 2 7 0 s 0) = D23, 
6 -3 4 0 1 
0 8 1-4 6 
(d) Beweisen Sie mittels vollständiger Induktion, dass 
a1ıı °'' Alm a11 0 
— i = —= a11'q422 '‘'' Ann- 
0 Ann Ani BarE Inn 
2.7 Der Eindeutigkeitssatz für alternierende n-Formen 
(a) Gilt für eine alternierende n-Form F(eı,...,&n)=0, soitF =. 


(b) Stimmen daher zwei alternierende n-Formen F und G auf der kanonischen 
Basis überein, so sind sie gleich. Insbesondere gibt es höchstens eine Determi- 
nantenform auf IK”. 


BEWEIS. 





(b) folgt unmittelbar aus (a), denn H = F—-G ist eine alternierende n-Form 
mit Hl(eı,...,&n)=0. 


(a) beweisen wir der einfacheren Notation wegen nur für n = 3. Sei also F eine 
alternierende 3-Form mit F(eı,ea,e3) = 0. Wir zeigen zunächst, dass 





F(e,,,‚eu,,®@v;,) = 0 für beliebige vı,v2,v3 € {1,2,3}. 


Dies ist nach 2.3 sicher richtig, wenn zwei Indizes v,,ve für k # £ überein- 
stimmen. Es bleibt der Fall v, # v;, d.h. dass das Tripel (vı,v2,v3) durch 
Umordnung (Permutation) aus dem Tripel (1,2,3) entstanden ist. Eine solche 
lässt sich durch sukzessives Vertauschen zweier Argumente herbeiführen für]. 
Es folgt F(ev,, ,@v,,®v,;) = tFleı,ea,e3) = 0. 








3 3 3 

Für beliebige Vektoren x = )) tker, Y= >, yeer, Z= ), Zmem erhalten wir 
k=1 t{=1 m=1l 

somit wegen der Multilinearität von F 


s. 8 
F(x,y,z) = ), > ) Eryezm F(er,eo,em) = 0. = 
k=12=1m=1 
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2.8 Konstruktion der n x n-Determinante durch Entwicklung nach 
Zeilen 


Hier soll durch Induktion gezeigt werden, dass es zu jedem n > 2 eine Determi- 
nantenform D„ auf IK” gibt. Gleichzeitig soll der Laplacesche Entwicklungssatz 
nach Zeilen bewiesen werden. Der Entwicklungssatz nach Spalten ergibt sich 
in 3:1: 








(a) Für n = 2 liefert Da(A) = aııaaa — a12a21 eine Determinantenform in den 
Spalten von A= (a;r), und das ist nach 2.7 die einzige. 





(b) Induktionsschritt. Wir nehmen an, für n > 3 sei schon eine Determinan- 
tenform D„_ı auf K”"! gegeben. Wir wählen ein beliebiges i € las und 
halten es fest. Für n x n-Matrizen A definieren wir gemäß dem Laplaceschen 
Entwicklungssatz 


() Dn(A) = > ER Dr, 


Wir zeigen, dass D,„ eine Determinantenform in den Spalten aı,...,an von A 
liefert. 





Die Multilinearität von D,„ ist gegeben, wenn jeder der Ausdrücke a;; Dn-ı(A;;) 
eine n-Form liefert. Die Abbildung a; > a; Dn-1(A;;) ist linear, da a; in A;; 
nicht auftritt. Für k # j hängt a;; nicht von a; ab, und nach Induktionsvoraus- 
setzung ist ax — Dn-ı(A;;) linear. Damit hängt a;;Dn-ı(A;;) linear von a, 
ab. Also ist jeder Ausdruck a;;Dn-ı(A;;) eine n-Form in aAı,...,Aan- 


D,„ ist alternierend. Nach 2.4 genügt der Nachweis, dass D„(A) Null wird, falls 
zwei benachbarte Spalten gleich sind. Sei etwa a. = ar+ı. Dann hat A;; für 
j#k,j#k+1 zwei gleiche Spalten, also ist D„-ı(A;;) = 0 nach Induktions- 
voraussetzung und 2.3. Von der Summe (x) bleibt nur noch 


Dee edel); 


Wegen a; = ar-ı gilt aber a;k = a;,r+ı und A;x = A;,x+1. Daher ist D,(A) = 0. 


Für die Einheitsmatrix E ist D„(E) = 1. Denn für j #i hat E,;; die i-te Spalte 
0, und &;; ist die (n— 1) x (n— 1)-Einheitsmatrix, also ist nach Induktionsvor- 
aussetzung D„-ı(Eii) = 1. Es folgt 


Da(E) = DAN 78,Dn-ı(Bi) = (DH Da-ı(Ei) = Da-ı (En). 


(c) Ergebnis. Nach dem Induktionsprinzip gibt es für jedes n > 2 wenigstens 
eine Determinantenform D„ auf K”. Die scheinbare Willkür der Wahl von i 
in (*) erledigt sich mit dem Eindeutigkeitssatz 2.7: Da es höchstens eine n 
Determinantenform geben kann, liefert (*) für jedes i dasselbe. 
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3 Eigenschaften der Determinante 


3.1 Die Determinante der Transponierten 


Es gilt |AT| — |A|. Dabei ist A’ die zu A transponierte Matrix: 

















a11 Q21 '*" Amı a11 Q12 ''" Aim 
= Q12 Q22 '*" An2 Qa21 Q22 ''" A2n 
A = on für A = 
QAin QA2n ''*" Ann Ani An2 ''* Ann 
BEWEIS. 
. a11 Q21 aı1 q12 ; i 
Offenbar ist —= 41122 — Q2ıdı2 = . Sei also n > 2. Es gilt 
a12 Q22 a2ı Q22 
AT — det(zı,...,2n), WO Z1,...,Zn die Zeilenvektoren von A sind. Wir be- 
trachten andererseits D(Zı,...,2n) = |A|, aufgefasst als Funktion der Zeilen 2x. 


Für jedesi € {l,...,n} ist D linear in z,. Das ergibt sich durch Entwickeln nach 
der ö-ten Zeile gemäß 2.8 (x): 





(*) Di Zi4e6, 2) — A| — (1) a;]A:;]. 
3=1 


Bei dieser Entwicklung kommt z; nicht in A;; vor. 


Damit ist D eine n-Form. Ferner ist D(eı,...,e@n) = |E| = 1. Wir zeigen jetzt, 
dass D alternierend ist. Sei 2 = Zk+1. Wir betrachten die Entwicklung (x) für 
ein von k und k + 1 verschiedenes i. Bei dieser ist |A;;| = 0 für jedes j. Denn 





A;; hat zwei gleiche Zeilen, also nicht den vollen Rang n — 1. Somit sind auch 
die Spalten von A;; linear abhängig, und nach 2.3 ergibt sich |A;,| = 0. 


Nach dem Eindeutigkeitssatz 2.7 für Determinantenformen folgt 
Al=D2,:..52,) det...) = 1A". Q 
Beweis des Laplaceschen Satzes über Entwicklung nach Spalten. Wir be- 


achten, dass (AT) — (A;r)" , also I(4”) | = |A,;x.|. Somit folgt mit 2.8 


kj kj 


Ad 


= (1 azrlAsel. u 


jel 








Al=|4°]| = eV’, 
3=1 


3.2 Multiplikationssatz und Folgerungen 
(a) Für nx n-Matrizen A,B gilt |AB| = |A|: |B|. 
(b) Für invertierbare Matrizen A gilt |A|L£0 und 


A| = [4|"°. 
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(c) A ist genau dann invertierbar, wenn |Al#0. Es gilt also 


IAl #0 ==> Das Gleichungssystem Ax=b ist universell und eindeutig lösbar 
——> Die Spalten von A sind linear unabhängig 
—— Die Zeilen von A sind linear unabhängig 


—> RangA=n. 


BEWEIS. 
(a) Sind bı,...,b„ die Spalten von B, so hat AB die Spalten Abı,..., Ab. 
Für festes A und beliebige Matrizen B betrachten wir 

F(bı,...,bn) := det(Abı,..., Ab„) = |AB|. 


F' ist linear in jedem b, als Hintereinanderausführung der linearen Abbildun- 
gen b, > Ab, und a, + detfaı,...,ar,...,an). Ferner ist F alternierend. 
Schließlich gilt mit den Spalten a, = Ae, von A 


Fiei,....,e,) = det...) = 14]. 


Durch G(bı,...,b„) = |Aldet(bı,...,b„n) = |A| - |B| ist ebenfalls eine n- 
Form G gegeben mit G(eı,...,en) = |Al. Nach dem Eindeutigkeitssatz 2.7 
folgt F=G, d.h. |AB| = |Al|: |B|. 

(b) folgt nach dem Multiplikationssatz wegen 1 = |E| = |AA="| = /A|- |A='| 
(c) Ist A invertierbar, so folgt |A| # 0 aus 1 = |E| = |A - A=!| = |A| - |A="]. 
Ist A nicht invertierbar, so sind nach 816:3.3 die Spalten aı,...,an linear 
abhängig, und mit 2.3 folgt |A| = 0. Q 


3.3 Die Determinante einer linearen Abbildung 
S'As| = |Al. 


(b) Für eine lineare Abbildung L:V —V eines endlichhdimensionalen Vek- 
torraums V ist die Zahl |Mg(L)| von der gewählten Basis B für V unabhängig. 





(a) Ähnliche Matrizen haben gleiche Determinante, 





Wir bezeichnen diese Zahl mit det L und nennen sie die Determinante von /[. 


BEWEIS. 
(a) Nach dem Multiplikationssatz 3.2 (a) und nach 3.2 (b) gilt 


Is""As| = |s""|.[As| = |S""|- [4]: 5] = JAl. 


(b) Sind A und B zwei Basen von V,A= Mı(L) und B= Meg(L), so gilt 
nach 815:7.3 B= ST'"AS mit einer Transformationsmatrix $. Nach (a) folgt 
daraus |B| = Is'As| = |Al. D 


Zeigen Sie, dass für lineare Operatoren Lı,L2 : V — V der Multiplikati- 
onssatz det(LıLa) = det Lı - detLa gilt. 
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3.4 Die Matrix der Adjunkten 

Zu gegebener n x n Matrix A = (a;r) wollen wir eine Matrix A* = (a?) 
bestimmen mit der Eigenschaft 

(a) A-A® = A?F-A=|A|-E 


Ist eine solche Matrix A? gefunden, so gilt im Fall der Invertierbarkeit von A 


= ı. A# 
(b) A" = mit 


In Koordinatenschreibweise bedeutet die Forderung (a) 





rn 


>23; Aij a", —— = Yafazı = = Al 6; rel). 


3=1 J= 1 


Für © = k ist insbesondere zu fordern 


za = Yazaf, = A|. 


3=1 
Der Vergleich mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz 2.5 (c) legt nahe, 
af, := (1) Au] für ,k=l,...,n 


zu setzen, genannt die Adjunkte von ax;. 
Bei dieser Wahl ist (c) auch für © # k richtig. Denn nach dem Entwicklungssatz 
ist 


>, ae 20 1a; |Ar;| 








die Determinante derjenigen Matrix, die aus A entsteht, wenn wir die k-te Zeile 
durch die :-te ersetzen. Weil diese Matrix zwei gleiche Zeilen besitzt, verschwin- 
det nach 3.2 ihre Determinante (Spaltenrang < n). Somit ist 








n 


2. Gig a, U fur TER. 


Analog ergibt sich > a ja =0O für ik. 
3=1 
3.5 Die Cramersche Regel 


Für eine invertierbare nx n-Matrie A= (aı,...,an) über K und be K" ist 
die eindeutig bestimmte Lösung des Gleichungssystems Ax = b gegeben durch 


1 0: 
u ee deli sn Be) für = l,.::,0: 


A| 
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Die im Zähler stehende Matrix entsteht also aus A durch Ersetzen der i-ten 
Spalte durch den Vektor b. Für n = 3 liefert die Cramersche Regel (vgl. 1.2) 


bı aı2 aız ı jan bı aı3 | em qı2 bı 
tı = A b2 a22 a23|, 72 = A a2ı bb aa |, 3 = [Al | a2ı a22 ba 
b3 a32 Q33 a3ı b3 a33 a3ı az2 ba 


BEMERKUNG. Zur praktischen Berechnung der Lösung ist die Cramersche Re- 
gel nur für 2 x 2-Gleichungssysteme sinnvoll, denn für n > 3 werden für die 
Determinantenberechnung viel mehr Rechenschritte benötigt als beim Elimina- 
tionsverfahren in 816:4.1, vgl. 3.6. 


Die Cramersche Regel ist jedoch wichtig für den Nachweis, dass die Lösungen 
%1,---,X£n „stetig“ von den Matrixkoeffizienten a; und den b; abhängen. 
BEWEIS. 


Für die eindeutig bestimmte Lösung x des Gleichungssystems Ax = b silt 
nach 3.4 


1 
x= A'b= —AFb, 
A| 
also 
Alzı = Dakbr = D(-N't"  |Arcl 
K=1 k=1 
— det (aı, ... ‚ai-1,b,&+1, Erz ‚an) 
(Entwicklung nach der i-ten Spalte). D 


3.6 Zur Berechnung von Determinanten 


Die Determinante einer n x n-Matrix A ändert sich nicht, wenn ein Vielfaches 
einer Zeile von einer anderen subtrahiert wird [üAl. Durch solche Umformun- 
gen (Elimination ohne Normierung der Kopfzeile) lässt sich A in eine „obere 
Dreiecksmatrix“ D überführen. Nach 2.6 (c) ist |A| = |D| das Produkt der Dia- 
gonalelemente von D. 





ÄUFGABE. 


(a) Bestimmen Sie die Anzahl F„ der auszuführenden Rechenoperationen bei 
Automatisierung dieses Verfahrens zur Berechnung von |A|. (Es ergibt sich ein 
Polynom dritten Grades in n.) 


(b) Bei systematischer Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes sind 
L(n) Rechenoperationen anzusetzen. Bestimmen Sie L(n) (Größenordnung n!). 


(c) Stellen Sie für n= 2,...,10 die Zahlen E(n), L(n) in Tabellenform zusam- 
men. Von welchem n ab ist die Eliminationsmethode weniger rechenaufwändig? 
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A Das Volumen von Parallelflachen 


4.1 Definition 


Unter einem n-dimensionalen Parallelflach oder Parallelotop verstehen wir 
eine Menge der Gestalt 





De en. 


i=1 
und jede aus einer solchen Menge durch Translation hervorgehende. 


Für n=1 ist ein Parallelflach eine Strecke, für n = 2 ein Parallelogramm und 
fürn =3 ein Spat (vgl. 86:5.5). Das Parallelflach 


Peine IxXER I<a<T Mr delLessn 





ist der n-dimensionale Einheitswürfel. 


4.2 Eigenschaften des n-dimensionalen Volumens 


(a) Der Flächeninhalt des von aı = () ‚a2= (2) ER” aufgespannten 
a21 Q22 
Parallelogramms ıst gegeben durch 


laıl| - |a2|| - |singy| = laııa22 — aı2a2ı| = |det(aı,a>2)|, 


vel: 56:3. 


(b) Der Rauminhalt V des von aı,a2,a3 aufgespannten Spats ist nach 8 6:5.5 
gegeben durch |(aı x a2,az )|. Aus 1.2 und 2.6 (a) entnehmen wir 





ve |det(aı, a2,a3) | ; 


(c) Die Einführung eines Volumenbegriffs für n-dimensionale Figuren erweist 
sich sowohl in der Physik (z.B. in der statistischen Mechanik) als auch von der 
mehrdimensionalen Integralrechnung her als notwendig. Wir beschränken uns an 
dieser Stelle auf das Volumen von Parallelllachen und wollen den Volumenbegriff 
aus einfachen plausiblen Grundannahmen ableiten. 





Zunächst soll das Volumen zweier Parallellache, die durch eine Translation 
auseinander hervorgehen, gleich sein, das heißt, das Volumen eines Parallel- 
flaches ao+ P(aı,...,an) soll nur von den aufspannenden Vektoren aı,..., An 
abhängen. Wir bezeichnen dieses mit V(aı,...,an)- 


Für die Funktion V stellen wir die drei Forderungen auf: 


(a) Positive Homogenität in jeder Richtung: 
V(. +3 —1, 04: Ir]; .) = al V(aı, ir ar) 


für jedes = 1,...,n und aER. 
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(b) Cavalierisches Prinzip: 
Ve 88, ) EV las ddr) 


für caeR und i #k. 
(c) Der Einheitswürfel hat das Volumen 1: V(eı,...,&n) = 1. 


Die Eigenschaft (a) bedeutet, dass bei einer Streckung bzw. einer Stauchung 
mit einer positiven Zahl & sich das Volumen um den gleichen Faktor ändert. 





CAVALIERI nützte Folgendes, schon von 
ARCHIMEDES, KEPLER und GALILEO 
verwendete Prinzip systematisch aus: C 
Schneidet jede zu einer Grundebene 
parallele Ebene aus zwei Raumkörpern 
jeweils flächengleiche Figuren aus, so 
sind diese Körper volumengleich. Ihm P 
genügte als Begründung, dass die 
Körper aus den Schnittfiguren aufge- 
baut sind. Demnach wäre ein Spat ein 
Stapel dünner Blätter, dessen Volumen 
sich beim Verrutschen nicht ändert. 

















4.3 Volumen und Determinante 


Es gibt genau eine Funktion V : R"x---xR” — R, welche die Forderungen (a), 
(b) und (c) erfüllt; diese ist gegeben durch 


Vai.) = | detlaise.:, 3] |: 
V(aı,...,an) heißt das n-dimensionale Volumen des Parallelflachs 
a0o+ Plaı,...,&an): 


BEWEISSKIZZE. 
(a) |det(aı,...,an)| hat die Eigenschaften (a),(b),(c) von 4.2 [ÜA]. 
(b) Für eine Funktion V mit den Eigenschaften (a),(b),(c) von 4.2 sei 





Väter) 
F(a1,...,a.u) >= — —————— —— . ddetlaı,...,3.);, 
(a n) Idet(aı,...,an) | (a n) 
falls aı,...,an linear unabhängig sind und Flaı,...,an) := 0 sonst. Zu zei- 
gen ist, dass F eine Determinantenform ist. Um die Linearität von F’ in der 
(0.B.d.A.) ersten Variablen aı nachzuweisen, setzen wir aı = ax-+ y und 


untersuche die drei Fälle 
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(i) &a2,...,&n sind linear abhängig, 
(ii) Ay ist eine Linearkombination von aa,...,An, 
(ii) ax ist eine Linearkombination von ßy,a2,...,an [UA]. 


Dass F alterniert, ergibt sich nach 2.4. Weitere Einzelheiten finden Sie bei 
[SPERNER|. Q 





4.4 Volumenänderung unter affinen Abbildungen 


Eine Abbildung T : R” — R” der Gestalt 


xH Ax+c 





mit einer n x n-Matrix A und einem festen Vektor c € R” heißt affine Ab- 
bildung des R”. 


Für ein Parallellah P=3a0+ P(aı,...,an) ist die Bildmenge unter T', 
T(P) = T(ao) + P(Aaı,..., Aa,), 
wieder ein Parallelflach [ÜA]. Für das Volumen V(T(P)) gilt der 


Satz. Unter einer affınen Abbildung 
T:xH Ax+tc 

wird das Volumen jedes Parallelflachs P um den Faktor | det A| geändert: 
V(T(P)) = |det Al-V(P). 


BEWEIS. 


Wegen der Translationsinvarianz des Volumens erhalten wir aus 4.3 


V(T(P)) = |det(Aaı,...,Aan)|, V(P) = |det(aı,...,an)| = |det Bl, 


wobei B die Matrix mit den Spalten aı,..., a, ist. 

Die Matrix AB hat die Spalten Aaı,..., Aa, , also gilt nach dem Multiplikati- 
onssatz V(T(P)) = |det(AB)| = |det A- det B| = |det A| -V(P). D 
4.5 Aufgabe 


Für Vektoren aı,...,an des R” heißt die Matrix mit den Koeffizienten 
gik = (&,ar) U a NPERER 1, 


die Gramsche Matrix und g = det(g;.) die Gramsche Determinante. 


Zeigen Sie für das Volumen des von aı,...,a„ aufgespannten Parallelflachs 


Vläl..o:,,) ee s/9: 
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5 Orientierung und Determinante 


5.1 Orientierung eines n-dimensionalen Vektorraums 





Zwei Basen A = (a1,...,@n), B= (bı,...,bn) eines reellen Vektorraumes V der 
Dimension n > 2 heißen gleich orientiert, wenn die Transformationsmatrix 
S = Mj(1) eine positive Determinante hat, im anderen Fall entgegengesetzt 
orientiert. 


Im Falln = 1 heißen die Basen A= {a}, B= {b} gleich orientiert, wenn b ein 
positives Vielfaches von a ist, sonst entgegengesetzt orientiert. 





Die Gesamtheit aller Basen von V zerfällt so in zwei disjunkte Klassen gleich 
orientierter Basen. Im R* ist eine dieser Klassen in natürlicher Weise vor der 
anderen ausgezeichnet: Üblicherweise wird die kanonische Basis und alle gleich 
orientierten Basen positiv orientiert genannt. Auf einer Ursprungsebene des R° 
gibt es keine in natürlicher Weise ausgezeichnete Orientierung; man kann die 
Ebene von zwei verschiedenen Seiten her betrachten. Um auch hier einen Ori- 
entierungssinn einzuführen, haben wir eine bestimmte Basis auszuwählen und 
als positiv orientiert festzulegen. 














Allgemein heißt V ein orientierter Vektorraum, wenn eine bestimmte Ba- 
sis P als positiv orientiert ausgezeichnet ist. Dann heißen alle zu PB gleich 
orientierten Basen positiv orientiert, die anderen negativ orientiert. 


Im IR” zeichnen wir immer die kanonische Basis als positiv orientiert aus. 


Das Vektorprodukt zweier linear unabhängiger Vektoren a,b € R” hat die 
Eigenschaft, dass die Basis (a,b,a x b) die gleiche Orientierung hat wie die 
kanonische. Denn für die Determinante ( = Spatprodukt) gilt 


detfa,b,axb) = (axb,aaxb) >0. 


Damit ist nicht bewiesen, dass das Vektorprodukt der Dreifingerregel genügt. 
Die hier gegebene algebraische Charakterisierung der Orientierung beschreibt 
nur einen Teil dessen, woran wir bei der Orientierung des physikalischen An- 
schauungsraumes denken, beispielsweise, dass bei der Kreiselbewegung eines 
starren Systems von Massenpunkten die Orientierung erhalten bleibt. Näher- 
es zur Frage einer „topologischen“ Beschreibung des Begriffs „gleichorientiert“ 
finden Sie bei [G. FISCHER, 4.4]. 














5.2 Orientierungstreue lineare Abbildungen 








Ein bijektiver linearer Operator T eines n-dimensionalen reellen Vektorraumes 
heißt orientierungstreu, wenn 7 jede Basis in eine gleichorientierte Basis 
überführt. 

T ist genau dann orientierungstreu, wenn det >0. 

Denn ist A= (aı,...,qan) eine Basis von V und B= (Taı,..., Tan), so ist die 


Transformationsmatrix S = M&(1) von A nach B im Sinne von 5.1 gerade 
die Matrix MAıa(T), und es gilt det Ma(T) = det’. 
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5.3 Beispiele 


(a) Drehungen in der Ebene sind orientierungstreu. Nach 8 15:4.3 hat die Dre- 
hung D. bezüglich der kanonischen Basis die Matrix 


ee — sına 


j mit Determinante 1. 
sin a COS«Q 





(b) Spiegelungen an einer Geraden der Ebene sind nicht orientierungstreu. 
Nach 815:4.3 (c) hat eine Spiegelung bezüglich einer geeigneten Basis die Matrix 








f E3 mit Determinante —1. 
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1 Diagonalisierbarkeit und Eigenwertproblem 


1.1 Gekoppelte Pendel 


Zwei starre Pendel der Masse m sind 
durch eine Feder verbunden, welche in 
der Ruhelage yı = 0, pa = 0 ent- 
spannt ist (Fig.). Wir dürfen uns ih- 
re Massen in den Schwerpunkten kon- 
zentriert denken. Die Newtonschen Be- 
wegungsgleichungen lauten bei kleinen 














Auslenkungen 
mlöı = -mgpı + k(p2 — pı), 
mlö2 = —mgypa2 — k(p2 — pı). 


Mit den Abkürzungen xı = mioı, &2 = mlgpa, a = E — Z erhalten wir 
das System von Differentialgleichungen 


Iı = -0X +Pß(x2 —-xı), — —-axa - B(x2 - xı). 


Die beiden Differentialgleichungen sind miteinander gekoppelt; keine kann für 
sich allein gelöst werden. Wir schreiben das System in der Form 


ei fe wu p Ä ind 4} 


—N — 


Wir versuchen nun dieses System mit Hilfe einer Koordinatentransformation 
zu entkoppeln. Ist 5 eine zeitunabhängige, invertierbare Matrix, so führen wir 
zunächst wie in 815:7 neue Funktionen yı, ya ein mit 
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vo (I) = 5x. x) = Sr), 

y2(t) 
Für y(t) erhalten wir ein transformiertes System 
.. 2 .. 

Sy(t) = Ze Sylt) = &(t) = Ax(t) = ASytt), 
also 
) 3 =STAsylt). 


Wir suchen nun eine Matrix S, für die S”'AS eine Diagonalmatrix ist: 


en Sl 
S 48 = (dy): 


Dann ist (x) äquivalent zu den Schwingungsgleichungen 


dılt) = Aıyılt), alt) = A2yalt), 


die unabhängig voneinander lösbar sind. Die Bestimmung von $5 und die Lösung 
des Pendelproblems erfolgt in 5.1. Wegen der Tragweite solcher Entkopplungs- 
ansätze (vgl. 5.2 und $20:5) definieren wir: 


1.2 Diagonalisierbarkeit und Eigenwertproblem 


Eine n x n-Matrix A mit Koeffizienten aus K heißt diagonalähnlich (oder 
diagonalisierbar) über K, wenn es eine invertierbare n x n-Matrix $ mit 
Koeffizienten aus K gibt, so dass S”'AS Diagonalgestalt hat: 





kı 0 
STIAS = Se, =: D mit Au... ,AnEecK. 
De 


Sind vı,...,Vn die (linear unabhängigen) Spalten von S, so ist die Beziehung 
ST'AS =D bzw. AS=SD 

äquivalent zu den Gleichungen 
Avı = Aıvi1,..., AYn = AnVn.: 


Die Bestimmung von 5 führt also auf folgendes Eigenwertproblem: Gesucht 
sind alle A € K, für welche die Gleichung Ax = Ax nichttriviale Lösungen x 
besitzt. Jede solche Lösung x # O heißt Eigenvektor von A zum Eigenwert 
A. A ist somit genau dann diagonalähnlich, wenn es eine Basis (vı,...,Vn) 
aus Eigenvektoren gibt. 
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2 Eigenwerte und Eigenvektoren 


2.1 Eigenwerte und Eigenvektoren linearer Operatoren 


In diesem Band entwickeln wir die Eigenwerttheorie nur für den endlichdimen- 
sionalen Fall. Eigenwerte und Eigenvektoren von Operatoren in unendlichdimen- 
sionalen Vektorräumen spielen jedoch für die Lösung linearer partieller Differen- 
tialgleichungen und für die Quantenmechanik in Band 2 eine so tragende Rolle, 
dass wir diese Begriffe hier gleich allgemein fassen sollten. Auch für gekoppelte 
Systeme von Massenpunkten ist es zweckmäßig, Eigenwerte von Operatoren zu 
betrachten (8 20:5.2). 


Sei V ein Vektorraum über K, U ein Teilraum und 7’: U—V ein linearer 
Operator. Im endlichdimensionalen Fall ist immer U = V. Eine Zahl A € K 
heißt Eigenwert von T, wenn es einen von Null verschiedenen Vektor v € U 
gibt mit 


Iv=XAv. 








v heißt dann ein Eigenvektor von T zum Eigenwert \. 


A ist genau dann ein Eigenwert von T', wenn die lineare Abbildung 
u> Tu-Au = (T-Al)u 


nicht injektiv ist, d.h. wenn Kern (T—A1) nicht nur aus dem Nullvektor besteht. 
Wir bezeichnen dann Nx := Kern (T—-A1) als den zu A gehörigen Eigenraum. 
Dieser enthält alle Eigenvektoren zum Eigenwert A und den Nullvektor. 


BEISPIELE. 

(a) Die Identität 1 : u > u besitzt nur den Eigenwert 1; der zugehörige 
Eigenraum ist ganz V. Entsprechend hat der Nulloperator nur den Eigenwert 0. 
(b) Die Spiegelung im R° an der Ebene Span{a,b} besitzt die beiden Eigen- 


werte 
1 mit Eigenraum Nı = Span{a,b}, 


—1 mit Eigenraum N_ı = Span{axb}. 
(c) Die Drehung im R? um den Nullpunkt mit Drehwinkel /2 besitzt keine 


Eigenwerte. Denn kein von Null verschiedener Vektor wird in ein Vielfaches von 
sich übergeführt. 








(d) Im Zusammenhang mit Saitenschwingungen und mit Wärmeleitungspro- 
blemen behandeln wir in Band 2 Beispiele von folgendem (unendlichdimensio- 
nalen) Typ: 

2 


T=-, .U>V mit U={ue [0,1] |u(0)=u(1)=0}, V = C[0,1]. 


AUFGABE. Zeigen Sie, dass T genau die Eigenwerte An =n"n” (ne N) besitzt, 
und dass die Eigenräume N,, eindimensional sind. 
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2.2 Lineare Unabhängigkeit von Eigenvektoren 
(a) SATZ. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhängig: 


Sind Wı,...,Um voneinander verschiedene Eigenwerte von T und vı,...,Um 
zugehörige Eigenvektoren, so sind diese linear unabhängig. 


(b) FOLGERUNG. Sind Wı,...,lm paarweise verschiedene Eigenwerte von T 
und sind B; Basen für N; := Ken (T —- w1l) (=1,...,m), so bilden diese 
zusammengenommen eine linear unabhängige Menge M. 


BEWEIS. 
(a) ist klar für m = 1, da vı £ 0. Sei die Behauptung für m > 1 richtig, und 
für die Eigenvektoren vı,...,Um+ı von T zu den Eigenwerten uı1,...,Ym-+1 
gelte 
(*) aıvı +... + Am+1Um+ı = 0. 
Es folgt 
m-+]1 
0 = (T- um+11)0 = (T- mtl) ( DD arur ) 
k=1 
m-+1l m 
= ), ar(T or — Um+ıVR) = ), Arllir — Umtı)Or 
Kl k=1 
und daher aı = ::-= am = 0 wegen ur # Um+ı für k < m und der voraus- 
gesetzten linearen Unabhängigkeit der vı,...,Um. Weiter liefert Gleichung (*) 


Am+ı =0 wegen Um+ı FD. 
(b) Seien v;, für k=1,...,n; die Vektoren der Basis B; für N, fi =1,...,m), 








also M = {vi |i =1,...,m; k=1,...,n;}. Angenommen 
m n; m N; 
>» na, =, dh n=0 ni DE) SieN.: 
i=1k=1 i=1 k=1 
Keiner der Vektoren w; kann Figenvektor sein, sonst würde sich aus ), wi; = 0 
i—1 
ein Widerspruch zu (a) ergeben. Somit folgt für 1<i<m 
N; 
Deu; ), Giklir , also al Tr Kerl, 
Keil 
wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren v;, von B;. DO 


2.3 Eigenwerte und Eigenräume ähnlicher Matrizen 

(a) Für eine Matrix A € M(n,K) sind die Eigenwerte und Eigenvektoren 
gemäß 1.2 diejenigen des Operators T : K" — K”, x — Ax, den wir im 
Folgenden häufig ebenfalls mit A bezeichnen. 











(b) Sei T: V — V eine lineare Abbildung eines n-dimensionalen IK-Vektor- 
raums V mit Basis A und A= Mı(T) die zugehörige Koeffizientenmatrix. 
Für den Koordinatenvektor x = (v)ı gilt dann Tv = Av > Ax = x. 
Nach 815:6.2 ist die Koordinatenabbildung v — (v).a dimensionserhaltend, 
woraus folgt 
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dim Kern (T’—- 1) = dimKern (A -AXE) = dim{x € K” | Ax = Ax}. 
Da dies für jede Matrixdarstellung gilt, haben ähnliche Matrizen dieselben Ei- 
genwerte, und die zugehörigen Eigenräume haben gleiche Dimension. 





3 Das charakteristische Polynom 
3.1 Das charakteristische Polynom einer Matrix 


SATZ. (a) Für einen x n-Matrix A mit Koeffizienten aus K ist durch 

palx) := det({A-ıE) 
ein Polynom n-ten Grades definiert, das charakteristische Polynom von A. 
Dieses hat die Gestalt 

palz) = (-x)” + (Spur A) (-x)""T+... +detA. 


Dabei ist die Spur von A die Summe der Diagonalelemente von A: 


Spur A u > Akk ; 
k=1 

(b) Eine Zahl AEK ist genau dann Eigenwert von A, wenn 

det{A-AE) = 0, 
d.h. wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms in K ist. 
BEMERKUNG. Im Fall K=C gibt es nach dem Fundamentalsatz der Algebra 
immer mindestens einen Eigenwert. Im Fall K=R braucht das nicht zu gelten; 
für die Matrix A einer ebenen Drehung um m/2 gilt z.B. 


ee) main 


1 
BEWEIS. 








- 2° +1. 





(b) A ist genau dann Eigenwert, wenn die Gleichung (A — AE)x = 0 eine 
nichttriviale Lösung x # O hat; das bedeutet, dass A — AE nicht invertierbar 
ist, also det( A —- AE) = O nach 817:3.2 (c). 


(a) (1) Zunächst bestimmen wir das konstante Glied in pa(z): 
pa(0) = det(A-0:E) = det A. 


(2) Alsdann stellen wir fest: Sind A und B beliebige n x n-Matrizen, so ist 
det({A—-xB) ein Polynom vom Grad <n. Der einfache Induktionsbeweis durch 
Entwicklung nach der letzten Spalte sei dem Leser als überlassen. 


(3) Die restlichen Behauptungen (a) beweisen wir für n > 2 mit der Varian- 
te 81:6.8 des Induktionsprinzips. 


fir ne? ist 


aıı — X Q12 


2 
—= 2” —- (aıı +22) + aııaaa — Q12021 . 
qa21 a2 —%E 


palz) = 
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Die Behauptung sei für alle k x k-Matrizen mit k < n schon richtig und A eine 
n x n-Matrix, n > 3. Entwicklung nach der ersten Zeile liefert 








di =E Q12 . Oi: 
a21 a22 — X A2n n ’ 
= (aıı - 2) Pılz) + 2(-Y ar Pelz) 
k=2 
Ani (An2 I Ann — & 
mit (n— 1)-Unterdeterminanten Pı(x),..., Pr(x). Nach Induktionsannahme ist 
sam. ia A2n 
Aa=| : ...: |=0@0"+ (Zar) a 
(An2 nr Ann — EZ ie 


Ferner sind die Pk Polynome vom Grad < n — 2. Das ergibt sich durch Ent- 
wicklung nach der ersten Spalte, welche x nicht enthält, und durch Anwendung 
der Feststellung (2). 





Damit haben wir insgesamt 


det(A - zE) = (an - 2) ((-a)"1 + ( > axx ) (-2)"2 ) + q(2) 


= (-e)"+( Dark ) (-E)"" + re) 
ki 
mit Restpolynomen q und r vom Grad <n — 2. m 


3.2 Das charakteristische Polynom eines linearen Operators 


Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über K und T € £(V). Hat T 
bezüglich irgend einer Basis A von V die Matrix A, so definieren wir das cha- 
rakteristische Polynom pr von T durch 


pr(z) =palx) = det(A-zE). 
In diese Definition geht die Wahl der Basis nicht mit ein, denn es gilt der 


Satz. Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom. 


BEWEIS. 


Sei A= Mı(T) und B= M&(T). Dann gibt es nach 815:7.3 eine Transfor- 
mationsmatrix $S mit B= S7'AS. Daher gilt 


ps(e) = |B-azE| = |S"'AS-aST'ES| 
= |S"(A-zE)S| = |SI""]JA-zEl-|S| = |A- El = pale) 


nach dem Multiplikationssatz für Determinanten 8 17:3.2 (a), (b). D 
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3.3 Algebraische und geometrische Vielfachheit 


Ein Eigenwert A von 7 hat die algebraische Vielfachheit oder Ordnung *, 
wenn X eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, d.h. wenn 
es ein Polynom qg gibt mit 


pr(2) = (e-A)"g(a) und g(A) #0. 
Wir sprechen in diesem Fall auch von einem k-fachen Eigenwert. 


Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A von T ist definiert als die 
Dimension des zugehörigen Eigenraums Ny. 


BEISPIEL. Für die Matrix 
A 1 
gilt pa(z) = (x — A)”, also ist A zweifacher Eigenwert. Der Eigenraum ist 


Nx = Kern(A-AE)=Kern (\ j — Span {eı}. 


Die geometrische Vielfachheit ist somit 1. Allgemein gilt der 
Satz. Die geometrische Vielfachheit ist höchstens gleich der algebraischen. 


BEWEIS |[FISCHER, S. 171]. 


3.4 Summe und Produkt der Eigenwerte 


Sind Ui,...,Lr die verschiedenen komplexen Nullstellen des charakteristischen 
Polynoms von A, kı,...,kr die entsprechenden Ordnungen, so gilt 


SpurA = kıtı + ... + krlr , 
det A = ut... ur. 


BEweIs: Direkt aus 3.1 (b) und den Vietaschen Wurzelsätzen 85: 10.4. 2 


4 Diagonalisierbarkeit von Operatoren 


4.1 Ein Kriterium für die Diagonalisierbarkeit von Operatoren 





Ein linearer Operator T' eines n-dimensionalen Vektorraumes V über K heißt 
diagonalisierbar, wenn es eine aus Eigenvektoren von 7' bestehende Basis 
B= (v1,...,%n) für V gibt, für die also gilt 








Tvr = ArkUr mit AkLERK für k=],....,n. 
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Das bedeutet für die Koeffizientenmatrix bezüglich dieser Basis 


Aı 0 
Metl)=D= ( an ) 
0 An 


SATZ. T ist genau dann diagonalisierbar, wenn pr über K zerfällt und für jede 
Nullstelle von pr die algebraische und die geometrische Vielfachheit überein- 
stimmen. 

Insbesondere ist ein Operator T sicher dann diagonalisierbar, wenn sein cha- 
rakteristisches Polynom n verschiedene Nullstellen in IK hat. 


BEWEIS. 

(a) Sei T diagonalisierbar, Tvr = Arvr (k=1,...,n) und B= (vı,..., vn) 
eine Basis für V. Die Matrix Mg(T) ist dann die oben angegebene Diago- 
nalmatrix D. Nach 3.2 ist pr(z) = po(x&) = |D-xE]. Seien wı,...,Y%r die 
verschiedenen Nullstellen von pr und kı,...,kr die zugehörigen algebraischen 
Vielfachheiten. Durch eventuelle Umordnung der Basisvektoren können wir er- 
reichen, dass 





1 =... = Ar = Misere Änchetl = 2. = An = für. 


Es genügt zu zeigen, dass dim N, = kı,, denn der allgemeine Fall dim N, = 
k;, kann durch Umnummerierung der Basisvektoren auf diesen speziellen Fall 
zurückgeführt werden. 


Hat der Koordinatenvektor x = (u)g die Komponenten rı,...,&n , so gilt 
u€E Na & (D-wE)x=0 > (Ak -u)err =D) für k>kı 
—r=0 für k>kı > xeSpanfeı,...,ex,}- 
Nach 2.3 folgt dim N,,, (T) = dimKern (D- mE) = kı. 
(b) Seien wı,...,4r die verschiedenen Eigenwerte von T, kı,...,kr ihre 
Ordnungen und dimN,., =k ii =1,...,r), und es gelte = k; = n. Wir 
wählen Basen Bı für N,„,,.:.:,Br für N,,.. Nach 2.2 (b) Bin die Vektoren 


von Bı U:--- U B. ein System von n linear unabhängigen Vektoren und damit 
eine Basis für V. 


(c) Hat T lauter verschiedene Eigenwerte Aı,...,An und sind v1,...,Un jeweils 
zugehörige Eigenvektoren, so sind diese nach 2.2 linear unabhängig, bilden also 
eine Eigenvektorbasis für V. OD 


4.2 Spiegelungen 


Sind bı und ba linear unabhängige Vektoren des R? und ist EP = Span {bı,b>}, 
so hat die Spiegelung 5 an der Ebene E bezüglich der Basis B = (bı, ba», b3; ) 
mit ba3 = bi x ba die Matrix 
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1 0 0 
Mg(S) = |0 1 0], 
00 -1 


also ist 5 diagonalisierbar. 


4.3 Beispiel. Die Matrix 


A 


DD m DD 
DD 
NM NIHrvl- 


hat das charakteristische Polynom pa(x) = (2-x2)’-3(2-x2)+2= 2° -3z+2 
mitz=2-r [üAl. Offenbar ist z = 1 eine Nullstelle. Polynomdivision ergibt 
(2° -32+2)= (z-1)(2°+z-2) [üAl. 

Wegen 2? +2+2=(z-1)(z+2) hat A die Eigenwerte 


yı =1 (zweifach) und wa =4. 


Der Eigenraum Nı zum Eigenwert 1 ist 


Kern (A-1:E)=Kern 


DD m + 
mr »nNl|rvl- 


1 
1 
2 


Diese Matrix hat den Rang 1, also einen zweidimensionalen Kern. Somit ist A 
diagonalähnlich nach dem Kriterium 4.1 (c). 


Nı = Kern (A — E) ist die Lösungsmenge der Gleichung 
2xı 2x2 +X3 =0. 


Wir können xı =s und xa = t frei wählen und erhalten die Lösungsvektoren 


Ss 1 0 
t = 8 0 +t 1 —= sbı +tba. 
—2s — 2t —2 —2 


Somit gilt Nı = Span {bı,b>}. 
Bestimmen Sie Na = Kern (A —4- E) = Span {ba}. 


4.4 Beispiel. Die n x n-Matrix 


sl 1 . 1 1 == 1 


1 a+tl --- 1 1 1 --- 1 
A= | oo =-|I. 2... |+aE = B+toE 
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besitzt offenbar den Eigenwert «&, denn A-aE= DB hat den Rang 1. Daher 
gilt nach der Dimensionsformel 


dim N. = dimKern(A-aE) =n-1. 


Nach der Spurbedingung 3.4 ist Spur A= n(a +1) die Summe aller komplexen 
Nullstellen von pA, multipliziert mit ihrer Ordnung. 

Daher kann a nicht die einzige (und damit n-fache) Nullstelle sein, denn es 
ist na # Spur A. Somit gibt es einen weiteren Eigenwert ß, und wir erhalten 
eine Basis aus n — 1 Eigenvektoren in N. und, mehr bleibt nicht übrig, einen 
Eigenvektor aus Ng. Aus 4.1 folgt: A ist diagonalähnlich, « ist (n — 1)-facher 
Eigenwert und 





ß=SpurA-(n-1a=a+n. 
(Aus 3.4 folgt nebenbei det A= a" "'(a+n)). 


Eine Basis für N. erhalten wir mit Hilfe von e = (1,1,...,1)’” durch b., = 
e-ne; (k=1,...,n-1). e selbst ist ein Eigenvektor zum Eigenwert a+n. 





4.5 Aufgabe. Zeigen Sie, dass der durch 
Teı=0, Te,=er.-ı (k=2,...,n) 


gegebene Operator T € L(R”) nicht diagonalisierbar ist. 


5 Entkopplung von Systemen linearer Differentialgleichungen 


5.1 Zwei gekoppelte Pendel 


In 1.1 wird zu gegebenen Koeffizienten @&,ß > O eine invertierbare Matrix 5 
gesucht mit 


u u Aı 0 s . -ü—=D B 
st = (} ns wobei = ( B 4 


Nach 1.2 müssen die Spalten von 5 eine Eigenvektorbasis enthalten. Das cha- 
rakteristische Polynom von A ist pa(xz) = («+ ß+ x)” — B*. Also hat A die 
Eigenwerte —a und —a — 2ß. Da beide voneinander verschieden sind, ist A 
diagonalähnlich nach 4.1. Es gilt 


Kern (A+«aE) = Kern Bi =. Span { (\)} 


Kern (A+(a+2ß)E) = Kern ( A = span{(,)}. 


Setzen wir daher 


s-(} HH “-;(, 4). y() = S"'x(t), 
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so erhalten wir für y(t) := st) das System 
y2(t) 


y(dt) = S’'x(t) = S”'Axlt) = ST'ASylt) = % BER y(t), 





also die beiden entkoppelten Differentialgleichungen 
nl) +wTyı(t)=0 mit wı = va, 
vet) +w3ya(t)=0 mit ww = Yya+2P. 


Schreiben wir für x(t) die Anfangsbedingungen 


a1 


x(0) = a = ( ). x(0) = 0 


a2 


vor, so ergeben sich für y(t) die Anfangsbedingungen 


ee (7), Nee 


aı — a2 


Damit ergibt sich 


(aı — aa) coswat 


[NE 


1 
yı(t) — „(a +2) coswıt, yet) — 


x(l) = Sylt) = e 1 )vo =) +0 (_,)- 


5.2 Systeme linearer DG 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


und 


Die Differentialgleichungen 


xı(t) = a1ızı(t) + re + 41m £n(t), 


int) = Anıcılt)+ ... + Ann n(t) 


sind gekoppelt; keine dieser Gleichungen kann für sich gelöst werden. Wir schrei- 
ben das System in der Form x = Ax und stellen die Anfangsbedingung x(0) = 
a. Angenommen, A ist diagonalähnlich: 


Aı 0 


StAg = | 
0 ei 
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Für den Vektor y(t) = S”'x(t) ergibt sich das DG-System 


Aı 0 
yi) = Sx(t) = ST’ASylt) = > y(t). 
0 An 


Wir erhalten also die entkoppelten Differentialgleichungen 





Yıt) — Aıyı(t), ea Une) — AuYalk) i 
Die Anfangsbedingungen ergeben sich aus y(0) = S”'x(0) = S’'a. Mit den 
Komponenten bı,...,bdn von b:= S’!a erhalten wir 

yıld) = bie”, ... ‚ynlt) = inet. 


Hat 5 die Spalten uı,...,u„n mit Au; = Ax;Uur, So ergibt sich 


Ant 


x(t) = Sylt) = beim +... +bnet"'un. 


819 Skalarprodukte, Orthonormalsysteme und 
unitäre Gruppen 


1 Skalarprodukträume 


1.1 Skalarprodukte 


Ein Vektorraum V über K heißt Skalarproduktraum, wenn zu je zwei Vek- 
toren uveV ein 


Skalarprodukt (inneres Produkt) (u,v)EK 





erklärt ist mit folgenden Rechenregeln: 


(a) 


a) (uaıvıtaava) = aı(u,vı ) + aa(u, va ) 
(Linearität im zweiten Argument), 

(b) (u,v) = (v,u) (Symmetrie), 

(c) (u,u) > 0, und (u,u) = 0 genau für u = 0 (positive Definitheit). 

Im Fall K=R besagt (b): (u,v) = (v,u). 

Im Fall K=C ist die Funktion u > (u,v) antilinear: 

(aıuı + Q@2Uu2,V) = QAı(u,v)+Q2(u2,vV). 


Das folgt sofort aus (a) und (b) |ÜA]|. 
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1.2 Eigenschaften des Skalarprodukts 


(a) (or, Du) ar, 


k=11=1 
(b) Aus (u,v) =0 für alle ve V folgt v = 0 und umgekehrt [ÜA]. 


1.3 Beispiele 


(a) R” mit dem natürlichen Skalarprodukt (x,y) = DEUE- 


(b) ©” mit dem natürlichen Skalarprodukt (x,y) = ), Tr yr- 


(c) Für komplexwertige Funktionen f=u-+iv mit u,v € Cla,b] setzen wir 


b 


[ f(«) da — [ule) de +i|[ vie) de, (Aa) IN (2) g(x) dx. 


[07 [07 


Satz. Durch (f,g) ist ein Skalarprodukt auf Cla,b] definiert. 


Die Linearität von g > (f,g) und die Symmetrie (g, f) = (f,g) sind leicht 
nachzuprüfen für]. Zum Nachweis der positiven Definitheit beachten wir, dass 


b 


(ff) = If)’ de > 0. 


a 


Ist f # 0, so gibt es eine Stelle xo € [a,b] mit f(xo) #0. Wegen der Stetigkeit 
von |f| = Vu? +v? gibt es dann ein ö>0 mit 








fa) > > 1f(&0) = 6 ee ea et 


Hieraus folgt 


b 
Io) de> S Ifa)l’de > 60? >0. 


a |e-zol<ö 
1.4 Der Hilbertsche Folgenraum £? 
(a) Die Menge l* aller komplexen Folgen a = (a1,aa,...), für welche die 


Reihe >, |ax|” konvergiert, ist ein Vektorraum über ©. 
kl 
(b) Für a= (aı1,aa,...), b= (bı,ba,...) € (? konvergiert die Reihe 
(a,b) = > 0 Di 
kel 


und liefert ein Skalarprodukt für 0? . 
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BEWEIS. 


(a) Für a = (a1,a2,...) €? und A € © konvergiert die Reihe )\ |Aax|?, 
k=1 
also ist auch Aa = (Aaı,Aan,...) € ?. Weiter gilt (vgl. 8$1:5.11) 


ar + br” < 2(lar|” + bel”), 
— 1 
ar dr| = larl: |brl < 5 (larl" + ldr]”) 


also konvergieren für a,b € (? die Reihen 


00 


>. Jar + br” und >, Gr br 


k=1 k=1 


nach dem Majorantenkriterium. Somit gilt a+b = (aı + bı,a2 + ba,...) € (X, 
ferner konvergiert die das Skalarprodukt darstellende Reihe. 








(b) Die Linearität von 2 > (a,x) folgt aus den Rechengesetzen für Reihen. 
Weiter gilt 


(a,b) =. im >, Gr br = Jim >. drar = (b,a). 


Aus (a,a) = )) Jar|” = 0 folgt a =a=... =0, also a=0. D 
k=1 


1.5 Norm und Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 


Für einen Skalarproduktraum definieren wir analog zu 86:2.3 die zugehörige 
Norm durch 


ul = viwu). 
Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
KWv)| s |ull- ol, 


wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn u und v linear abhängig sind. 
Weiter besitzt die Norm die Eigenschaften: 

(a) |u|| > 0, |ul| =0 genau dann, wenn u = 0, 

(b) aull = la: Ill, 

(c) |u+v|| < ||ul|| + ||v|| (Dreiecksungleichung). 
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BEWEIS. 


Die Beweisidee wurde für das natürliche Skalarprodukt im R’” in 86:2.4 aus- 
führlich geometrisch begründet. Wir dürfen uns daher darauf beschränken, die 
Rechnungen auf die allgemeinere Situation zu übertragen. 

Die ersten beiden Eigenschaften der Norm sind klar; die Dreiecksungleichung 
wird wie in 86 auf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zurückgeführt: 








Iu+ vl? = (utv,utv)= (wu)+ (wv)+ (v,u)+ (v,v) 
= |ul” +2Re(u,v) + |v|] < Jul" + 2]lull - Io] + |oll” 


(Ikall + Io) 

Beim Nachweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung unterscheiden wir drei 
Fälle: 

(a) Im Fall v = 0 gilt |(w,v)| = 0 = ||u|| - ||v||, und u, v sind linear abhängig. 
(3) Im Fall |\v|| =1 gilt für all A\EK 


u — Au|l” = (u-Av,u-Av) = (u,u) -Avu)—-Auv)+A-A 
— ul" - (wv) (vu) + -(uv)) -(A-(v,u)) 
= ul" - Kuv) + A - (vu). 
Dieser Ausdruck wird minimal für A= (v,u). Damit ist 
ul" - Kuv)l" = |u- (v,u)oll > 0, 


und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn u = (v,u)v. 


(y) Ist v£0, so hat w = ||v||”"v die Norm 1 nach (b). Nach Beweisteil (£) 
folgt 


Ku,w)| = < ul, also Kwv)|<|ull-Ioll, 





wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn 


CD ID 
[al 





eiwaos 


2 Orthonormalsysteme und orthogonale Projektionen 


2.1 Orthonormalsysteme 


Zwei Vektoren u,v eines Skalarproduktraumes V nennen wir orthogonal, 
wenn (u,v) = 0, und wir schreiben dafür u L v. Für eine nichtleere Teil- 
menge A von V soll u L A bedeuten, dass u L v für jeden Vektor v € A 
gilt. 
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Für nichtleere Teilmengen A C V heißt 
AT = {ueV|ulA} 





das orthogonale Komplement von A. A ist ein Teilraum von V für]. 


Eine endliche oder abzählbare Menge von Vektoren vı,v2,... in V bildet ein 
Orthonormalsystem (ONS), wenn gilt 


ie se 
i9 = 6; —— 2 
(vu, vr) ü e fie DR 


ö;k wird das Kronecker-Symbol oder Kronecker-Delta genannt. 


BEISPIELE. 


(a) Die Standardvektoren eı,...,en bilden ein Orthonormalsystem im R” 
(und im CE”) bezüglich des natürlichen Skalarproduktes. 


(b) In C[-r,r], versehen mit dem Skalarprodukt (u,v) = [ u(z)v(x) d« 


(vgl. 1.3 (c)), bilden die Funktionen v1, va,... mit 


le) = Far; ösle) = Zr sin ®, v3(x) = Im C0S%, 
valz) = = sin 2x, vs(£) = — cos2r, 
vOsler) = = Sinkz, var+ı(2) = —coske, 


ein Orthonormalsystem, vgl. 8 11:6.5. 


2.2 Entwicklung nach Orthonormalbasen 


Jedes Orthonormalsystem vı,va,... ist linear unabhängig, d.h. je endlich viele 
dieser Vektoren sind linear unabhängig. 


Denn aus 


n 
„au =0 mit aı,...,‚mEK 
ı—=1 


folet für k=1,.+.,R 
(= (vr, av: ) = OK 0,0) 0 
ai | 


il 
Hieraus ergibt sich: 


(a) Ist vı,...,ım ein ONS in einem n-dimensionalen Skalarproduktraum V,, 
so ist (v1,...,%m) eine Basis für V. 


(b) Die Basisdarstellung eines Vektors u € V bezüglich einer solchen Ortho- 
normalbasis (ONB) ergibt sich auf einfache Weise durch 
u= (v1,uJvi+ ... + (Un,U)Un = ), (UR,U)Ur. 
kl 
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(c) Für u,veV ist 





n 
zes Y,Uu)(Vr,v), 


insbesondere gilt die Parsevalsche Gleichung 


n 

2 

ul? = D (vs,u)|. 
k=1 


BEWEIS. 


(a) Da das ONS v1, v2,...,%n linear unabhängig ist, bildet es in dem n-dimen- 
sionalen Vektorraum V eine Basis. 





(b) Zu jedem uveV gibtes aı,...,an € K mit u= ),wvi. Hieraus folgt 


i—1 
Ir kel.::;n 


n 
(Ur, U )= (m Dam) = >. u) =: 
ı—=1 


(c) Für u,veV gilt nach (b) 


S 

| 
Me: 
Is 


su, V- 
1 k 


(Up, U Ur; 
1 


T 


also ist nach 1.2 (a) 


(0, = (turn > Ur, V vr ) 
(WU) VUN 0, VE) 5 OU) UV). DO 








| 
ES 
T DI: m 


2 


2.3 Orthogonale Projektion 


Es sei V ein Skalarproduktraum und W = Span {vı,...,vUm} der von einem 
ONS v1,...,Um in V aufgespannte Teilraum. Analog zu 86:4.2 gilt dann der 
Sarz. Für ueV und Pu := ), (wun,u)ur gilt: 

kl 


(a) u Pul| = mini |u-w| |weW}, 
(b) | - Pull” = |ull” - D Kom u)l", 
k=1 
(cl) u-PulW, d.h. (uw-Puw)=0 für alleweW. 


Pu heißt die orthogonale Projektion von u auf W. 
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Durch Übertragung der im Beweis von 1.5 verwendeten „quadratischen Ergän- 
zung“ ergibt eine leichte Rechnung 





m p) m m 
|u- D Aaron ||" = Jul? - I Kon,u)? + D Ar - (vr u)”, 
k=1 k=1 


k=1 








woraus die erste Behauptung unmittelbar folgt. Die zweite ergibt sich aus 


7]s 


(u- Pu,v;)= (u- (vR,u)vR,v; ) 








k=1 
= (wv) — 2 (dr, u)(vR,d;) = (UV) - (vu) = 0, 
kei 
also auch (u- Pu,w)=0 für w= ),AX;v; wegen der Linearität der Funk- 
j=1 
tion vr (u-Pu,v). D 


2.4 Eigenschaften des Projektionsoperators P 

Der Operator P:V—V,ur Pu ist linear und besitzt die Eigenschaften 
en 

(b) (w,Pv) = (Pu,v) füralle uveV. 

BEWEIS. 


Die Linearität ergibt sich aus der Darstellung 2.3 für Pu, da die Funktionen 
u (vr,u)v; linear sind. P* = P folgt wegen Pue W. 


Es gilt 
(Pu,v)- (u,Pv) = (Pu,v-Pv)-(u-PuPv) =0, 
da u— Pu und v — Pv orthogonal zuW und damit zu Pu und Pvsind. ID 


2.5 Beste Approximation im Quadratmittel 


Sei v1,va,... das in 2.1 angegebene Orthonormalsystem der trigonometrischen 
Funktionen. Eine wichtige Aufgabe der mathematischen Physik besteht darin, 





eine gegebene Funktion u durch Linearkombinationen sm = > ,Arvr möglichst 


k=1 
gut „im Quadratmittel“ zu approximieren, das heißt die A, so zu wählen, dass 
das Fehlerquadrat 


[ u(z) — Sm(t) 1" dx 


möglichst klein wird. 
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Das Fehlerquadrat fassen wir auf als Normquadrat ||u — sm||”, wobei das in 


1.3 (c) eingeführten Skalarprodukt (u,v) = [ (x) v(x) dx zugrunde liegt. 
Nach 2.3 wird die beste Approximation durch A, = (vr,u) geliefert, und es 
gilt 


| u— ), (vr, u)Ur I" — |||? -— Kor, u)|” für jedes men. 
k=1 


2° 


= auf dem Intervall 


Aufgabe. Bestimmen Sie für die Funktion u(x) = 5 — 
[-n,m| Zahlen m und Aı,...,Am So, dass 


[ |u- Darın | = |u- Zaroı |? < 0.006. 
-T k=1 ki 


3 Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt 


3.1 Das Verfahren 


Wir konstruieren aus einer gegebenen endlichen oder abzählbaren Menge linear 
unabhängiger Vektoren u1,ua,... eines Skalarproduktraumes ein Orthonor- 
malsystem vı,v2,.... mit 





Span 1.3 05 = Span Ti: u, ir meld: 
1. Schritt. Nach Voraussetzung ist uı # 0. Wir setzen vı := Tat . Dann ist 
|vı|| = 1 wegen ||auı || = |a|\jw:i ||. Ferner gilt Span {u} = Span {v1}. 


2. Schritt. Pı sei die orthogonale 
Projektion auf 


Wı = Span {u1} = Span {vi}. 5 


Dann gilt ua — Pıu2 1 Wı (Fig.). Da ua 
u1,ua linear unabhängig sind, liegt uz 
nicht in Wi, also ist ua # Pıu2. Für 


Pıua 
u2 — Pı ua Wı 
v2 = 


| — Pıuz| 


gilt ||vo|| =1 und v%» Lvı. Da v1,v2 beide in Wa = Span {u1,u2} liegen und 
nach 2.2 linear unabhängig sind, folgt Span {vı, va} = Wa. 


n-ter Schritt. Seien vı,...,%n-ı schon konstruiert mit 
Span fu .u, ba} = Sp Au... inte Wai,; 


und sei P„-ı die orthogonale Projektion auf W„-ı. 
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Dann gilt (vgl. 2.3 (c)) 


sonst wäre Un = Pn-ıUn € Wn-ı eine Linearkombination von u1,...,Un-1. 
Für 

Un — In-1Un 

Um m 

In u | 
gilt dann ||vn || = 1, vn 4 Wn-ı, also %n 1 v1,...,%n-ı . Somit bilden vı,..., Un 
ein ONS, das in dem n-dimensionalen Vektorraum W„ = Span {uı1,..., Un} 
liegt. Da die Vektoren vı,...,"n linear unabhängig sind nach 2.2, bilden sie 


eine Basis für W,„. 


Bei abzählbar vielen linear unabhängigen Vektoren uı,ua,... folgt die Existenz 
des behaupteten ONS v1, va2,... per Induktion. OD 


3.2 Existenz von Orthonormalbasen 

SATZ. Für jeden n-dimensionalen Skalarproduktraum V gilt: 

(a) V besitzt eine Orthonormalbasis. 

(b) Jedes ONS vı,...,Um lässt sich zu einer ONB (vı,...,%n) für V ergänzen. 

(cl) Für U = Span {vı,..., Um} gilt U- = Span fumt1,...,Un}, somit 
dimU+dimU- =n 

BEWEIS. (a) folgt direkt aus 3.1. Für (b) ergänzen wir das ONS vı,..., Um 


nach 8 14:6.5 zu einer Basis (v1,..., Um, Um+1,Un) von V und führen die Schrit- 

tem, m+l,...,n Orthonormalisierungsverfahrens durch. 

(c) folgt aus u = men = > (OR, U)VR. OD 
k=1 k=m+1 


3.3 Die Legendre-Polynome 


1 
In C[—-1,1] mit dem Skalarprodukt (u,v) = [ uf(e) u(z)v(x)dx liefern die Po- 
=1 





tenzen uo(x) = 1, u(x) = x, u2(x) = x”,... eine abzählbare Menge line- 
ar unabhängiger Vektoren. Das Gram-Schmidtsche Verfahren liefert ein ONS 
v0, v1,va,.... Die durch 


Pl2)= az vn(a) 


gegebenen Polynome P„ heißen Legendre-Polynome. 





Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren die Polynome 
Po, Pı, Pa, P3. Zur Kontrolle: P„(1) = 1 (ohne Beweis). 
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4 Unitäre Abbildungen und Matrizen 
4.1 Polarisierungsgleichung und Parallelogrammgleichung 
(a) In jedem Skalarproduktraum über R gilt ([ÜA]) 
(uv) = (|u+ vll - u vll”). 
(b) In jedem Skalarproduktraum über © gilt ([ÜA]) 
1° 


(av) = (u + vll” — | < vll” + ölle - vll” -illu + wol) . 


(c) In jedem Skalarproduktraum gilt die Parallelogrammgleichung 
u + vll + I - vll" = 2llull” + 2]vl”- 


4.2 Isometrien und unitäre Abbildungen 


(a) Ein linearer Operator T eines Skalarproduktraumes V heißt Isometrie, 
wenn 


ITull = [ul 


für alle ve V. Ist T zusätzlich surjektiv, so heißt 7 unitär. 


(b) Für Isometrien T gilt (Tu, Tv) = (u,v). Im R” mit dem natürlichen 
Skalarprodukt bedeutet dies: Isometrien sind winkeltreu, vgl. 86:2.7. 





(c) In endlichdimensionalen Skalarprodukträumen ist jede Isometrie unitär. 
Im Hilbertschen Folgenraum £* (1.4) dagegen ist die Abbildung 
1: (21,25; = .) zu; (0,2142, = .) 


eine Isometrie, aber nicht surjektiv. 


BEWEIS. 
(b) folgt direkt aus der Polarisierungsgleichung 4.1. 


(c) Jede Isometrie ist offensichtlich injektiv: ||Tu|| = 0 — ||u|| =0 —u=0. 
Nach der Dimensionsformel folgt dann auch die Surjektivität. OD 


4.3 Die adjungierte Matrix A” 
Zu jeder m x n-Matrix A = (a;,) definieren wir die adjungierte Matrix 
A* := A’, also al, = Ti. 


Für reelle Matrizen ist A* = AT. 


Für n x n-Matrizen A mit Koeffizienten aus K gilt: 
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c) RangA* = RangA. 

d) A ist genau dann Eigenwert von A, wenn A Eigenwert von A* ist. Dabei gilt: 
dim Kern (A-AE) = dimKern (A* —- XE). 

BEWEIS. 


ae) une > u nn eldaxy, 
i=l k=1 k=1 i=l 


(b) Für 2x 2-Matrizen A= (“ . gilt 


a21ı Q22 


oı1 a1) = ee emo 
= 011922 — Q12Q2ı = Q11Qa22 — QAı2Q2ı — detA. 


det A” = 


a12 Q22 








Der allgemeine Fall ergibt sich daraus durch Induktion mit Hilfe des Laplace- 
schen Entwicklungssatzes [üAl. 


(c) Genau dann sind die Vektoren aı,...,a, linear unabhängig, wenn die Vek- 
toren &ı,...,&ar mit den konjugiert komplexen Komponenten linear unabhängig 
sind [üAl. Der Rest folgt aus der Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang. 


(d) Nach (c) gilt Rang(A-AE) = Rang (A? — \E), also dim Kern (A-AE) = 
dim Kern (A* — AE) nach der Dimensionsformel. Q 


ZUSATZ. (a) Für m x k-Matrizen A und k x n-Matrizen B gilt 
(AB)* = B"A*. 

(b) Für m x n-Matrizen A ist A"A einen x n-Matrix mit 
(2, A"Ax) = ||Ax||N, 


wobei links das natürliche Skalarprodukt des IK" und rechts die Norm des IK" 
stehen. 


BEWEIS als [üAl. Fassen Sie in (b) Spaltenvektoren x,y als nx 1-Matrizen X, Y 
auf und beachten Sie, dass (x,y)=X’Y. 


4.4 Unitäre und orthogonale Matrizen 


In endlichdimensionalen Skalarprodukträumen sind unitäre Abbildungen da- 
durch ausgezeichnet, dass ihre Matrizen A bezüglich jeder Orthonormalbasis B 
unitär sind, d.h. 


A* = AT, AA" = A’A=E. 
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Reelle unitäre Matrizen heißen orthogonal. Diese haben die Eigenschaft 
AT = AT, AAT = ATA=E. 


BEWEIS. 


(a) Sei T ein unitärer Operator und B = (vı,...,%n) eine Orthonormalbasis. 
Wegen (Tv;, Tvr ) = (vVi,vr ) = dir bilden die Vektoren 


u —= Tvı, Us='1 05... 2 1%, 


wieder eine Orthonormalbasis. Nach 2.2 (b) gilt 


n 


IB I (U, 0: 
k=1 


Für A= Mg(T) = (a;x) gilt also ar; = (vr,u;). Da die v, ein ONS bilden, 
gilt nach 2.2 (c) 





di; = (u,u;) = L (Vs m)(UnU) = 2, Tran =), Urn; 
k=1 k=1 k=1 
also A"A= E. Die Behauptung folgt aus dem Zusatz zu 815:6.3. 
(b) Sei Me(T) = A unitär, also A*A= E. Nach 4.3 gilt dann 
IAx|" = (%x,4*Ax) = (x, Ex) = |x||" 


mit dem natürlichen Skalarprodukt und der zugehörigen Norm im K” (siehe 4.3 
Zusatz (b)). Da B eine ONB ist, folgt nach der Parsevalschen Gleichung 2.2 (c) 


für x = (u)s, = Ax= (Tu)s = und der Norm ||-||,, in V 
ul, = IIxll = IAx|I = Tull, 
also ist 7’ unitär. m 


SATZ. Einenxn-Matrix A über K ist genau dann unitär, wenn ihre Spaltenvek- 
toren (bzw. Zeilenvektoren) ein Orthonormalsystem im IK” mit dem natürlichen 
Skalarprodukt bilden. 


Denn für die Spalten a, von A gilt (a,,ar) = (A"A),, . Daraus folgt für den 


4.5 Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen 


Die Transformationsmatrix $ eines Basiswechsels zwischen Orthonormalbasen 
ist unitär, und bei unitären Koordinatentransformationen gehen Orthonormal- 
basen des K" in Orthonormalbasen über. 
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4.6 Eigenschaften unitärer Matrizen S 


(a) Jede komplexe Nullstelle A des charakteristischen Polynoms liegt auf dem 
Einheitskreis: \\| = 1. 


(b) |detS] = 1. 


(c) Die Spaltenvektoren bilden eine ONB des K"” mit dem natürlichen Skalar- 
produkt, vgl. Satz 4.4. 


BEWEIS. 


(a) Die Abbildung x > Sx des EC”, versehen mit dem natürlichen Skalarpro- 
dukt, ist unitär nach 4.4. Für die Eigenvektoren u zum Eigenwert X gilt daher 


A| [all = ||Aull = ||Sull = |[ull, also [A =1. 
(b) Aus SS =E folgt 
1 = detE = det(5*”S) = det$* .detS = detS-.detS=|detS”. OD 


4.7 Ebene unitäre Abbildungen 


Sei T' eine Isometrie auf einem zweidimensionalen Skalarproduktraum V über 
R und B eine ONB für V. Dann ergeben sich für die Matrix Mg(T) zwei Fälle: 


cosyp —sinyp 


(a) Determinante 1: ( 
sinp  Cosp 


) (Drehmatrix, vgl. $15:4.3), 


COS sin yp 


(b) Determinante —1: ( 
sinp —cosyp 


) (Spiegelung, s.u.). 


Denn nach 4.4 ist die Matrix orthogonal. Da die Spalten nach 4.6 eine ONB 


cos 


bilden, können wir die erste Spalte in der Form ©: 3 ansetzen. Die einzigen 





dazu senkrechten Vektoren der Länge 1 sind +( a ) 


— cOosyp 


AUFGABE. Weisen Sie nach, dass die zweite Matrix zu einer Spiegelung an einer 
Ursprungsgeraden gehört (vgl. 85:11.2, 815:4.3 (e)). 





4.8 Drehungen im IR° 


Eine Drehung D im R° mit D(0) = 0 ist vollständig beschrieben durch einen 
Drehvektor u der Länge 1 und einen Drehwinkel » € [0,2r|. Für eine Ma- 
trixdarstellung verschaffen wir uns einen beliebigen, zu u senkrechten Vektor v 
der Länge 1 (z.B. durch ||u x a||”"(u x a) mit einem von u linear unabhän- 
gigen Vektor a). Die ONB B = (u,v,ux v) ist positiv orientiert, denn nach 
8 17:2.6 (a) ist 








det(u,v,uxv)=S(u,v,uxv)=(uxv,uxv)=1. 





Da u fest bleibt und V = Span {v,w} durch eine ebene Drehung in sich über- 
geführt wird, ergibt sich nach 4.7 als Drehmatrix bezüglich B 
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1 0 0 
Dr 0 cosp -singp |. 
0 sing COS Y 
Eine leichte Rechnung zeigt D5 Ds, = E und de D, = 1, also ist die 
Drehung eine unitäre und orientierungstreue Abbildung. Ferner gilt offenbar 





D,=D. DD... 


4.9 Die unitären Abbildungen des IR® 


Sei T eine Isometrie des R°. Das charakteristische Polynom pr hat reelle K.oef- 
fizienten, also ist mit A auch X eine Nullstelle (vgl. 85: 10.5). Insbesondere gibt 
es wenigstens einen reellen Eigenwert Aı. Wir dürfen annehmen, dass 





Aı — detT. 


Denn für pr(x) = (Aı -2)(A2a-x)(A3 — x) gilt Aı-A2-A3 = det T nach 818:3.4. 
Für reelle Aı,A2, As folgt die Behauptung wegen Ar € {—-1,1} nach 4.6. Ist Aa 
nicht reell, so gilt Az = Aa, also Aa - Aa = |A2|” = 1 nach 4.6. 





Sei u ein zu Aı gehöriger Eigenvektor von 7' mit ||u|| = 1. Die zu u senkrechte 
Ursprungsebene E wird durch T in sich übergeführt. Denn aus (v,u) = 0 folgt 
wegen Tu = Aıu und (Tv,Tu) = (v,u) 


Aı(Tv,u) = (Tv,Tu)= (v,u) =0, also TveE. 





Auf die Vektoren von E wirkt T wie eine ebene Isometrie. Ergebnis: 


(a) Die orientierungstreuen unitären Abbildungen T des R? (Aı = detT = 1) 
sind genau die Drehungen. 


Wählen wir nämlich die ONB B= (u,v,ux v), so ist nach 4.4 und 4.7 
1 0 0 1 0 0 
Me(T) = |0 cosp -singp oder M&s(T) = | 0 cosp sinp |. 
0 singp cos Y 0 sinp -—cosp 


Wegen det 7 = 1 bleibt nur die erste Möglichkeit. 


(b) Die unitären Abbildungen des R” mit Determinante —1 sind Drehspiege- 
lungen. Denn bezüglich der ONB B bleibt nur 


—1 0 0 
Me&(T) = 0 cosp -sinp |. 
0 singp COS P 


Für 9 = 0 ergibt sich die Spiegelung an der Ebene Span {v, w}; für 9 = ergibt 
sich die „Punktspiegelung“ x > —x. 
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5 Matrix—- und Transformationsgruppen 


5.1 Matrixgruppen 


M(n, IK) bezeichne die Algebra aller n x n-Matrizen mit Koefhizienten aus K. 
Eine Teilmenge G von M(n,K) bildet eine Matrixgruppe, wenn gilt: 





(a) Mit je zwei Matrizen gehört auch das Produkt zu G. 
(b) Die Einheitsmatrix P gehört zu G. 
(c) Alle Matrizen A € G sind invertierbar mit Ar! EG. 


BEISPIELE 


a) Alle invertierbaren n x n-Matrizen bilden die lineare Gruppe GL(n, IK) 
general linear group). 


c) Die orthogonalen n x n-Matrizen bilden die orthogonale Gruppe O,„. 


d) Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden die spezielle or- 


( 
( 
(b) Die unitären komplexen n x n-Matrizen bilden die unitäre Gruppe U,„. 
( 
( 
thogonale Gruppe SO,„. Die SO3 besteht nach 4.9 aus allen Drehmatrizen. 


(e) Die Kreisgruppe besteht aus den Matrizen e"E, teR mit E = f u 


Weisen Sie jeweils die Gruppeneigenschaft nach. 


5.2 Transformationsgruppen 


Sei M=#0. Eine Menge G von bijektiven Abbildungen F:M — M heißt eine 
Transformationsgruppe auf M, wenn Folgendes gilt: 


(a) Mit F,G gehört auch FoG zug. 

(b) Die Identität 1 gehört zu G. 

(c) Mit F gehört auch F’' zu. 

BEISPIELE 

(a) Alle bijektiven Abbildungen F:M — M bilden eine Gruppe. 





(b) Die unitären Abbildungen eines Skalarproduktraumes V bilden die unitäre 
Gruppe von V. 


(c) Die Translationsgruppe eines Vektorraumes V besteht aus allen Trans- 
lationen 


T, : ur a+tu. 


Daber ıst ee 7, =: = 07: 
Prüfen Sie jeweils die Gruppeneigenschaften nach. 
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5.3 Längentreue Abbildungen 


Es sei F:V —V eine längentreue Abbildung eines reellen Skalarproduktraums 


V ‚d.h. es gelte 
IF(u) - Fiw)|| = |uw-v|| für alle uveV. 
Dann gibt es eine Isometrie T von V mit 


F(w=F(Q)+Tu füralle veV. 


BEWEIS ALS AUFGABE. Zeigen Sie, dass f mit u > f(u) = F(u) — F(0) iso- 
metrisch und linear ist mit den Zwischenschritten f(0) = 0, ||f(u)|| = |l«!|, 


Fu) + Fo) = Iu+ol, (Fu), Fw)) = (wv), Fut+v) = fu) + flv), 
f(au) = af(u), wobei Sie mehrfach die Parallelogrammgleichung und die Pola- 
risierungsgleichung 4.1 benützen. 


5.4 Die Bewegung von starren Körpern, die Bewegungsgruppe 





Bei der Bewegung eines starren Körpers bleiben die Abstände von je zwei Mas- 
senpunkten und die Orientierung erhalten. Verändern wir also die Lage eines 
starren Körpers, so geht der Ortsvektor x eines Massenpunktes über in den 
Ortsvektor a+ Dx mit ae R° und einer Drehmatrix D € SO3. Abbildungen 
der Form 


xmra+Dx mit aeR’, DeSOs3 


heißen Bewegungen des R°. Diese bilden eine Gruppe, die Bewegungsgrup- 
pe des R°. 


Eine Bewegung in Abhängigkeit von der Zeit t beschreiben wir demgemäß durch 
eine Schar von Bewegungen des R° 


x F(x)=aflt)+D(t)x mit un =1, 


wobei die Koeffizienten von a(t) € R? und D(t) € SO3 differenzierbare Funk- 
tionen von t sind. Die Bahn eines Massenpunktes im Raum ist dabei gegeben 
durch die Kurve 


t > x(t) := Fılxo), 


hierbei ist xo =x(0) der Ortsvektor zur Zeit t=0. 


5.5 Der momentane Drehvektor einer Kreiselbewegung 








Wir betrachten eine Kreiselbewegung eines starren Körpers, d.h. eine Bewegung, 
bei der ein Punkt festgehalten wird. Diesen Fixpunkt wählen wir als Ursprung 
des Koordinatensystems. 


5 Matrix- und Transformationsgruppen 371 


Die Bahn eines Massenpunktes mit dem Ortsvektor xo zur Zeit t = 0 wird dann 
beschrieben durch 


t > x(t) = D(t)xo. 





Wir zeigen im Folgenden die Existenz einer vektorwertigen Funktion t > w({t) 
mit 

x(t) = w(t)xx(t) für alle £, 
deren Komponenten stetig von t abhängen (EULER 1765). 


Die Vektorfunktion t > w(t) wird der momentane Drehvektor der Be- 
wegung genannt, und in Anlehnung an die Betrachtungen in 86:3.5 für die 
gleichförmige Kreisbewegung eines Massenpunkts kann seine Länge w(t) = 
Iw(t)|| als momentane Winkelgeschwindigkeit aufgefasst werden. 


Die Ableitung der Matrix D(t) = (dir(t)) definieren wir durch 
Dit) = (dix(t)). 


Durch Ableiten von x(t) = D(t)xo folgt dann mit der Isometrieeigenschaft 
D(t)"' = D(t)’” von D(t) 


x(t) = D(t)xo = D(t)D(t) ""x(t) = D(t)D(t)’x(t). 


Wir lassen für den Moment der Übersichtlichkeit halber die Argumente t weg 
und setzen 


A:= DD*F. 





Komponentenweise Differentiation unter Verwendung der Produktregel ergibt 
0= E= (DD’)= DD’ +DD’ = DD’ +(DD') = A+A'. 


Also ist A schiefsymmetrisch, d.h. A’ = -A, und damit 


0 —W3 w2 
A = w3 0 —Wı 
—W2 wı 0 


mit geeigneten Zahlen wı, wa, wa. Fassen wir diese Zahlen zu einem Vektor w 
zusammen, so folgt 


0 —W3 W323 Tı W2T3 — W3X2 
- T 
DD’ x = Ax = Ww3 0 —W1 T2 = W321 = W173 = WXX. 
—W»2 wı 0 T3 W172 — W2IT1 


Tragen wir nun t wieder ein, so erhalten wir die Behauptung: 


x(t) = D(t)D(t)"x(t) = Alt)x(t) = w(t) x x(t). 
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5.6 Der Trägheitstensor und das Trägheitsellipsoid 





Bei der eben beschriebenen Kreiselbewegung führen wir ein körperfestes Koor- 
dinatensystem mit Ursprung O und Basisvektoren D(t)eı, D(t)ea, D(t)ez ein. 
Der Drehvektor w(t) hat in diesem System den Koordinatenvektor u(t) = 
D(t)"'w(t) = D(t)"w(t) mit den Komponenten uı(t),u2(t), uz(t). 


Wir zeigen, dass sich die kinetische Energie in der Form 


7) = (ut), ou) = 3% Oau)ul), 


darstellen lässt, wobei die Koefhizienten ©; = Or; der Matrix © nur von der 
Massenverteilung des Körpers und der Lage des Fixpunktes abhängen, also zeit- 
unabhängig sind. 


Zur Berechnung der ©;, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass der Körper 
aus endlich vielen, starr verbundenen Einzelmassen mı,...,mm mit Ortsvekto- 
ren yYı,...,yn bezüglich des körperfesten Systems besteht. Die Komponenten 
von yj seien %j1,Yj2,Yj3 . Mit den Bezeichnungen 5.5 gilt also 


w(t) = D(t)u(t) und x;(t) = D(t)y; 
Für die folgenden Rechnungen beachten wir, dass nach 86:3.2 (c) 
la x b|" = |lall"lbll" - (a,b), 





ferner verwenden wir die Isometrieeigenschaft von D(t), d.h. 
(Dit)a,Di)b)= (a,b), |IDWall= |lall. 


Hiermit erhalten wir für die kinetische Energie 


1 1 
1 Dimslisle) ze, I milwi) x x;(t t) |” 
3-1 


T(t) 


| 
DH 
Mel 


7; (Iw@)ll Is" - (wi),x5(t))") 


So, 
| 
fu 


| 
wl- 
SE 
= 


 (IDOUE) I" DEy;l" - (Di)ul), D(t)y;)) 


So, 
| 
[ui 


| 
ND|IH 
ı 


m; (ul Iysll" - (ul), y5)”) 


= 3. m (Iyol? wr ulunlt) - I wlt)un I unlt)une ) 


2» Ouult)ul) 


1 .&=1 


| 
INSJ In 
WE 


S. 
| 


mit 
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N 
2 
9x = m;(|y;ll’ dir - Yiyır) - 
jel 
Im Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung ist hierbei die Summe durch ein 
Integral zu ersetzen. 


Zur Interpretation betrachten wir folgenden Spezialfall: Wir halten im Körper 
eine durch den Punkt O gehende Achse mit Richtungsvektor u fest und lassen 
den Körper um diese Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w = |\u]) 
rotieren. Dann liefert 3(u,©u) die Rotationsenergie. 


Die Funktion u — (u, Ou) heißt Trägheitstensor des Körpers. Diese ist 
allein durch die Massenverteilung bezüglich O bestimmt; ihre Kenntnis erspart 
uns, zur Bestimmung der Rotationsenergie die oben beschriebenen Rotationen 
wirklich ausführen zu müssen. 


Die Fläche {x e R? | (x,8x) = 1} heißt Trägheitsellipsoid, Näheres dazu in 
820:4. Für ||u|| =1 ist der in (u,®u) auftretende Ausdruck 





ul" Iy;ll® - (w,y5)" = |Iy;ll” - (wy5)" 

nach 86:2.4 (1) nichts anderes als das Abstandsquadrat ||y; — (u,y;)u|]” des 
Punktes y; von der Drehachse {su|se R}. 

Funktionen u (u, Au) mit A’ = A heißen quadratische Formen. Diese und 
das Transformationsverhalten bei Basiswechsel werden im folgenden Paragra- 
phen untersucht. 





5.7 Die Galilei-Gruppe 

Wir wenden auf die kanonische Basis des R? erst die Drehmatrix D und an- 
schließend die Translation a an. Das so erhaltene Koordinatensystem wird vom 
Zeitpunkt r an mit gleichförmiger Geschwindigkeit v bewegt und gleichzeitig 
die Uhr im neuen Koordinatensystem auf Null gestellt. 


Ist t die Zeit im bewegten System und hat ein Punkt des Raumes im beweg- 
ten System den Koordinatenvektor x, so sind die Zeiten und Ortsvektoren im 
ortsfesten System 


!=t+Tr 
x =a+Dx+ttv 


Fassen wir Zeit und Ort zu Vektoren (t,x) des R? zusammen, so sind alle 
Koordinatentransformationen zwischen gleichförmig bewegten Inertialsystemen 
von der Form 


)-( t+T ) 
x atkDx tiv) 


Diese Transformationen bilden die Galilei-Gruppe. 
Weisen Sie die Gruppeneigenschaft nach! 
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820 Symmetrische Operatoren und quadratische 
Formen 


1 Quadratische Formen 


1.1 Vorbemerkungen. Die von HILBERT 1904-1906 begründete Methode, 
Integral- und Differentialgleichungsprobleme auf Minimumprobleme quadrati- 
scher Formen zurückzuführen, gehört heute zum festen Bestand der Analysis; 
wir gehen in Band 2 hierauf ein. Die Korrespondenz zwischen symmetrischen 
Operatoren und quadratischen Formen, hier nur im Endlichdimensionalen un- 
tersucht, ist fundamental für die Eigenwerttheorie und die statistische Deutung 
der Quantenmechanik, die ebenfalls in Band 2 behandelt werden. 


1.2 Quadratische Formen auf einem K-Vektorraum V sind Funktionen 
QJ:VxV-K, 
die symmetrisch und im zweiten Argument linear sind: 


Qu, v) — Av, u), 





Qu, aıvı + a2v2) = aıQlu,vı) +a2Q(u, v2). 
Wie beim Skalarprodukt folgt die Antilinearität im ersten Argument: 
Qlaıuı + a2u2,v) = aıQlu,v) + aeQlu2,v). 


Ferner ist Q(u,u) reell wegen der Symmetriebedingung. Im Unterschied zum 
Skalarprodukt darf eine quadratische Form auch negative Werte annehmen, und 
es darf Q(u,u) =0 auch für Vektoren u # 0 eintreten. 


Eine quadratische Form heißt positiv definit, wenn Q(u,u) > 0 für alle u £ 0. 
In diesem Fall liefert (u,v) := Q(u,v) ein Skalarprodukt. 


In der Literatur werden auch die Bezeichnungen symmetrische Bilinearform 
(K=R) und hermitesche Sesquilinearform (IK = C) verwendet. 


1.3 Beispiele 


(a) Für jedes Skalarprodukt liefert Q(u,v) = (u,v) eine positiv definite qua- 
dratische Form. 


(b) Für eine n x n-Matrix A mit A" = A ist durch 
2 ik Ci Yk 


eine quadratische Form auf IK” gegeben [üAl. 


Q(xX,y) = (x, Ay) 


iv 
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(c) Der Trägheitstensor eines starren Körpers (vgl. $19:5.6) ist eine quadrati- 
sche Form. 


(d) Die Lorentz-Form auf dem R* hat bezüglich geeigneter Basen die Dar- 
stellung 


QX,y) = Eıyı tray + 13 y3 — Taya. 


Durch diese Form werden in der Relativitätstheorie raum- und zeitartige Rich- 
tungen voneinander separiert, vgl. Bd.3 89:1.1. 





(e) Für jede reellwertige, auf |a, b] stetige Funktion o liefert 


b 
Au,v) = [ et) um) vi) dt 
eine quadratische Form auf den komplexwertigen stetigen Funktionen. 


1.4 Parallelogramm- und Polarisierungsgleichung 
(a) Wir schreiben zur Abkürzung Q(u) statt Q(u,u). 
Es gelten die Parallelogrammgleichung 
Qlu+v)+Qlu-v) = 2Qlu) +2Q(v), 
sowie die reelle und komplexe Polarisierungsgleichung 
Qu,v)= 3 (Qlu+v)-Qlu-v)) für K=R, 
Qu, v) = 4 (Qlu+v) - Qlu-v)) + 7 (Qlu - iv) - Qlu+iv)) 
für K=C [üAl, vgl. 819: 4.1 


Hiernach ist eine quadratische Form schon durch die reellwertige Funktion 


ur Qu) 
bestimmt; für diese ist ebenfalls die Bezeichnung quadratische Form üblich. 


(b) Für einen beliebigen linearen Operator T' auf einem Skalarproduktraum V 
über © gilt die Polarisierungsgleichung 


U: To; = + ((u+v,T(u+v)) - (u-v,T(u-v))) 
+4 ((u- iv, T(u - iv) ) = (u+iv, T(u + iv))) 





für alle u,veV. 


Daher ist T schon durch die Funktion u > (u, Tu) bestimmt: 

Denn sind S,T lineare Operatoren auf V mit (u,Su) = (u,Tu) fürueV, 
so folgt mit der auf $ — T' angewandten Polarisierungsgleichung, dass auch 
(u($-T)v)=0 für all wveEV gilt, also ($- T)\v=0 fürall veV 
nach 819:1.2 (b). 
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1.5 Matrizen quadratischer Formen, Transformationsverhalten 


(a) Gegeben sei eine quadratischen Form @ auf einem Skalarproduktraum V. 
Bezüglich einer Basis A= (u1,...,Un) ordnen wir Q die Koeffizientenmatrix 


A = (air) = MA(Q) := (Qui, ur)) 
zu. Wegen der Symmetrie von Q gilt A"= A. 
(b) Für u= ),ziw, v = ), yrur hat dann die quadratische Form die Basis- 


i—1 k=1 
darstellung 


rn 


Q(u,v) = 3 QikTiyk = (%, Ay) 
i=1k=1 


mit dem natürlichen Skalarprodukt (.,.) auf K" undx = (u)a, y = (v)A: 


(c) Ist B die Koeffizientenmatrix der quadratischen Form Q bezüglich einer 


anderen Basis B= (vı,...,%m) und S die Transformationsmatrix des Basis- 
wechsels, so gilt das Transformationsgesetz 

B= S’AS. 
BEWEIS. 





Der erste Teil von (b) ergibt sich leicht aus der Linearität von Q in der zweiten 
und der Antilinearität in der ersten Veränderlichen. Der zweite Teil folgt aus 





Zum Nachweis von (c) setzen wir x = (u)a, x = (u), y = (v)a, y = (v)B. 
Dann gilt x = Sx’, y = Sy’, also 


Q(u,v) = (x,Ay) = (9x, ASy') = (x, S"ASy'), 
andererseits Q(u,v) = (x’,By’). Für x =e;, y =ex ergibt sich 


bir = (S”AS),, = 
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2.1 Symmetrische Operatoren 


Ein linearer Operator T’:V — V auf einem Skalarproduktraum V heißt sym- 
metrisch, wenn 


(Tu,v) = (u,Tv) fürall wveV. 


BEISPIELE. (a) Auf K” mit dem natürlichen Skalarprodukt ist der Operator 
T:x+>2 Ax genau dann symmetrisch, wenn A= A”. 


(b) Orthogonale Projektoren sind nach 8$19:2.4 (b) symmetrisch. 
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Satz. (a) Sind S,T symmetrische Operatoren, so ist auch 
aS+BT für „BER. 


ein symmetrischer Operator. 
(b) Ist T symmetrisch und invertierbar, so ist auch T”' symmetrisch. 


(c) Ein Operator T auf einem Skalarproduktraum V über C ist genau dann 
symmetrisch, wenn (u, Tu) reellwertig ist für alleueV. 


Beweis als [UA]; für (c) ist die Polarisierungsgleichung 1.4 (b) zu verwenden. 


2.2 Die zugehörige quadratische Form 
(a) Für jeden symmetrischen Operator T auf V ist durch 
Qlu,v) = (u,Tv) 
eine quadratische Form Q auf V definiert [öAl. 
(b) Ist @ eine quadratische Form auf einem endlichdimensionalen Skalarpro- 
duktraum V, so gibt es genau einen symmetrischen Operator T auf V mit 
Qu) = (u, Tu) füralle veV. 
Mit den Polarisierungsgleichungen 1.4 (a), (b) folgt 
Qlu,v) = (u,Tv) für alle uveV. 


BEWEIS. 
(1) Die Eindeutigkeit wurde in 1.4 (b) gezeigt. 


(2) Zum Nachweis der Existenz wählen wir eine ONB A= (u1,...,Uun) für V. 
Für einen Operator 7’ der gewünschten Art muss gelten 


Kae BO TR re 


Bezüglich der ONB hat Tu, nach $19:2.2(b) die Basisdarstellung 


rn 


Fü. =) u, Tue N 0: 


i=1 i=1 
Wir definieren jetzt T' als denjenigen Operator, der bezüglich der ONB A die 
Matrix (a;.) besitzt. Für diesen gilt dann 
(Tu,ur) = (ww, Tu) = Qur, u) = Qui, ur) = (w,Tur), 


und Ir u = > 20, v = I uU dlkt 
i—1l k=1 
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rn 


Tuo)el) Tu, Y yrux ) = RR 


i=1l k=1 —=1lk=1 


Eu, lu) ( 


Iike1l 


IMs 


ri 


a yr Tur ) = 74,1%). 
k=1 


T 


| 
fun 


U 


2.3 Symmetrische Operatoren und symmetrische Matrizen 


Die Matrix A eines symmetrischen Operators bezüglich einer Orthonormalbasis 
ıst symmetrisch, d.h. es gılt 


A = A. 
(Im Fall K=ÜC sprechen wir auch von hermiteschen Matrizen). 


Für symmetrische Matrizen A ist der (meistens ebenfalls mit A bezeichnete) 
Operator x > Ax des KK" symmetrisch bezüglich des natürlichen Skalarpro- 
duktes. 





Das erste folgt aus dem vorangehenden Beweis, das zweite nach $19:4.3 (a). 


3 Diagonalisierbarkeit symmetrischer Operatoren 


3.1 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Operatoren 

Für symmetrische Operatoren T von Skalarproduktraumen V gilt: 

(a) Alle Eigenwerte sind reell. 

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal. 

(c) Ist u ein Eigenvektor von T, so ist das orthogonale Komplement von u 
W:= {u} = weV|(uv)=0} 

T-invariant, d.h. wird durch T in sich übergeführt, T(W) CW. 


BEWEIS. 
(a) Aus der Eigenwertgleichung Tu = Au mit u #£ 0 folgt 


(A-A)(u,u) = (uAU)—- (Au,U) — (wTu)- (Tu,u) == 0, 
also A=X wegen (u,u) >0. 
(b) Aus Tu=Au, Tv = uv mit reellen Zahlen AZ u folgt 
(A-u)(uv) = (Au,v)- (uuv) = (Tu,v)-(uTv)=0, 


also (u,v) =0 wegen A-u#0. 


(cl) FürrweW sit (Tw,u) = (w,Tu) = (w,Au) = A(w,u) = 0, also ist 
auch T'w orthogonal zu u. Oo 
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3.2 Die Existenz von Eigenwerten 


Jeder symmetrische Operator T eines endlichdimensionalen Skalarproduktrau- 
mes V besitzt wenigstens einen reellen Eigenwert. 


BEWEIS. 
(a) Im Fall K=C besitzt das charakteristische Polynom pr von T nach dem 


Hauptsatz der Algebra eine Nullstelle A € ©. Diese ist ein Eigenwert von T und 
reell nach 3.1. 


(b) Im Fall K = R wählen wir eine Orthonormalbasis A für V. Die Ma- 
trix A= Mı(T) ist symmetrisch nach 2.3. Fassen wir A als Abbildung x > Ax 
des C” auf, so erhalten wir einen symmetrischen Operator des C” mit dem 
natürlichen Skalarprodukt, (x,Ay) = (A’x,y) = (Ax,y). Nach (a) be- 
sitzt A einen reellen Eigenwert X, d.h. das charakteristische Polynom pa = pr 
besitzt eine reelle Nullstelle. Oo 








3.3 Diagonalisierbarkeit symmetrischer Operatoren 


Jeder symmetrische Operator auf einem endlichdimensionalen Skalarprodukt- 
raum ist diagonalisierbar, und zwar gibt es eine Orthonormalbasis für V aus 
Eigenvektoren von T. 


BEWEIS durch Induktion nach n := dimV. 


Im Fall n=1 ist jeder lineare Operator T’:V — V diagonalisierbar, denn ist 
V =Span{v} mit U 0, so gibt es wegen TveV ein A\eKmit Tuv=Arv. 
Die Behauptung sei schon für alle symmetrischen Operatoren auf Skalarpro- 
dukträumen der Dimension n richtig. 

T sei ein symmetrischer Operator auf einem (n + 1)-dimensionaler Skalarpro- 
duktraum V. Nach 3.2 besitzt T' einen reellen Eigenwert Aı. Wir wählen einen 
zugehörigen Eigenvektor vı mit ||vı|| = 1. Der zu vı senkrechte Teilraum Wı 
wird durch 7 in sich übergeführt nach 3.1 (c). Daher ist die Einschränkung T 
von T' auf Wı ein symmetrischer Operator auf dem Skalarproduktraum Wi}. Da- 
bei hat Wı die Dimension n, denn Wı ist der Kern der Projektion u > (v1,u)vı, 
deren Bildraum eindimensional ist. Für T} : Wı > Wı gibt es nach der Induk- 
tionsannahme eine ONB va,...,Un+ı von Wı und Zahlen A, € K mit 








Tıvr = Arvr, also auch Tvr = Arır (k=2,...,n+1). 


Also bilden vı,...,Un+ı eine ONB für V mit Tyr = Artur (k=1,...,n +1). 
Die Behauptung gilt somit auch für symmetrische Operatoren auf Skalarpro- 
dukträumen der Dimension n +1. m 


BEMERKUNG. Das entscheidende Argument beim Beweis ist die T-Invarianz 
der orthogonalen Komplemente! Bei nicht symmetrischen Operatoren ist diese 
Eigenschaft nicht gesichert: Der Operator 


ae Deere) 
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ist nicht symmetrisch und hat O0 als einzigen Eigenwert. Für den zugehörigen 
Eigenraum Span {eı} ist das Komplement ei = Span{e3} nicht A-invariant. 


3.4 Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen 


Die Matrix A € M(n,K) sei symmetrisch, d.h. es sei A" = A. Nach 2.3 ist 
A : x Ax ein symmetrischer Operator auf IK” mit dem natürlichen Skalar- 
produkt. Wir können daher nach 3.3 eine Orthonormalbasis vı,...,vn des K” 
aus Eigenvektoren von A finden: 


Ave u Mi Ara ER Tr Jel..,n; 
vv) =d5 Mr Ehe] sn; 


Bilden wir mit den Spaltenvektoren vı,...,Vn die Transformationsmatrix S, 
so lassen sich die Gleichungen (v;,vr) = dir in die folgende Gestalt bringen: 


®S=E, dh S'= $*. 
Damit haben wir nach 818:1.2 


Aı 0 
SASeEs 28 = 
0 Ni 
BEMERKUNG zur praktischen Bestimmung der ONB (vı,...,vn) und damit 
von S. Ist u eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so muss 


u nach 818:4.1 k-mal unter den Aı,...,An vorkommen, und der zugehörige 
Eigenvektorraum ist k-dimensional. Die Auflösung der Eigenwertgleichung 


(A-uE)x = 0 


mittels Elimination liefert 1.A. zunächst nur k linear unabhängige Eigenvekto- 
ren; aus diesen kann dann mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Verfahrens eine 
ONB für den Eigenraum N, bestimmt werden. Eigenräume N. und N, für 
u # v sind nach 3.1 (b) zueinander orthogonal. Die ONB aller Eigenräume er- 
geben daher zusammen ein ONS aus n Vektoren, d.h. eine Basis des K”. 


4 Hauptachsentransformation 


4.1 Hauptachsendarstellung einer quadratischen Form 


Sei Q@ eine quadratische Form auf einem n-dimensionalen Skalarproduktraum 
V und 7 der zugehörige symmetrische Operator (siehe 2.2 (b)), also 


Qu) = (uwTu) für wEV. 
Nach 3.3 gibt es eine ONB B= (vı,...,vn) aus Bigenvektoren von T, 


Tv] — Aıvı, 9 I, — Aula. 


4 Hauptachsentransformation 38l 


Hauptachsendarstellung von Q. Für jeden Vektor u€ V mit der Basisdar- 
stellung 


u— 3 Yr Vk 
k=1 
hat Qu) bezüglich der Basis B die Hauptachsendarstellung 
= YA yel”. 
kl 
Die Geraden Span{vr.} heißen Hauptachsen von @. 


BEWEIS. 
In 819:2.2 wurde gezeigt, dass jedes u € V die Basisdarstellung 


= ) Wo Mi y=i0,%) 
kl 


besitzt und dass 


n 


Or >, (vr,w)( (Ur, UV = Vu 0620); 


k=1 





Für v = Tu ist insbesondere 


(%,Tu) = (Tor,u) = Ar(vR,Uu) = Aryr, 
also folgt 


n 


Qu) = (wTu) ze, elyel© und |ul” = % url”. u 
k=1 


FOLGERUNG (Rayleigh-Prinzip). Sind die Eigenwerte von T der Größe nach 
geordnet; Ai. =: < Au; So gilt 


Aı = mini Qu) | |ull= 1}, An = maxi Qu) | Iull = 1}. 


n 
[üA], beachten Sie |[u||” = $ |yr|”- 
k=1 


4.2 Die Hauptachsentransformation im IK” 


Sei jetzt V = K” mit dem natürlichen Skalarprodukt und 


mit einer symmetrischen Matrix A = (air). Wir bestimmen eine ONB B = 
(vVı1,...,Vn) aus Eigenvektoren von A. Das durch B bestimmte kartesische 
Koordinatensystem heißt Hauptachsensystem. 5 sei die Transformationsmatrix 
mit den Spalten vı,...,vn und y = S”"!x = $*x der Koordinatenvektor von x 
mit Komponenten yı,...,%n im Hauptachsensystem. Dann silt 


QXx, = Aı yıl” + Be + An |Yn|” für x = yıvı+t ... + YnVn: 
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Das folgt direkt aus (x, Ax) = (Sy, ASy) = (y,S’ASy) und 
Aı 0 
SAS=- 
0 An 


4.3 Hauptachsen eines Ellipsoids 





Hat eine reelle symmetrische 3 x 3-Matrix A = (a;,) positive Eigenwerte Aı, 
Aa, As, so beschreibt die Gleichung 
3 


3 
Vo DDBITT TE ei 


i=1lk=1 





ein Ellipsoid. Dies erkennen wir nach Ausführung der Hauptachsentransformati- 
on: Ist S die Transformationsmatrix, so gilt mit x= Sy bzw. y=S"'x= S’x 


2 D 2 
1= 0) = Ara (E) +) HE) 
qdı a2 a3 
Hierbei sind aı = 1/VAı, aa = 1/VAa, az = 1/VAz die Hauptachsenab- 
schnitte des Ellisoids. Wie wir der Gleichung entnehmen, sind dies die Abstände 


zwischen den Durchstoßpunkten der Hauptachsen durch das Ellipsoid und dem 
Ursprung. 





Beim Trägheitsellipsoid eines starren Körpers (vgl. 819:5.6) bezeichnen wir die 
Hauptachsen als Haupträgheitsachsen. Nach dem Rayleigh-Prinzip 4.1 gilt: Un- 
ter allen Drehungen mit festem Drehvektor liefert die Drehung um eine Haupt- 
trägheitsachse zum größten Eigenwert die größte kinetische Energie, entspre- 
chend ist die kinetische Energie bei Drehung um eine Hauptachse zum kleinsten 
Eigenwert minimal. 








4.4 Kegelschnitte und Flächen zweiter Ordnung 
(a) Durch die Gleichung 


0112” + 2a120y+aoay +aız +aoy=c 





wird — von entarteten Fällen abgesehen - ein Kegelschnitt (Ellipse, Hyperbel 
oder Parabel) beschrieben. 


(b) Die Gleichung 
3 3 3 
> >, Grtick+ >, um —c 
zelKeıl 1 


beschreibt eine Fläche zweiter Ordnung (Ellipsoid, Hyperboloid, Paraboloid, 
Kegel oder Zylinder), wenn wir von entarteten Fällen absehen. 


(c) Beidesmal handelt es sich um eine Gleichung 


(x, Ax)+(a,x)=c, 
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welche durch die Hauptachsentransformation x = Sy in die Form 
(ySAsy)+(Say)=c, 

also 
SD Arya + I. bryr = c (n=2 oder 3) 
k=1 k=1 

übergeführt wird. Aus dieser ergibt sich dann die geometrische Gestalt der 


Lösungsmenge der Gleichung (x, Ax) + (a,x) = c. Eine vorzügliche Analy- 
se aller möglichen Fälle finden Sie bei |PICKERT, Abschnitt 23]. 


4.5 Aufgabe 





Bestimmen Sie die Gestalt des Kegelschnittes mit der Gleichung 
x + Axıxza + 4x5 + 2x - &a =95. 


4.6 Positive Definitheit und Vorzeichen der Eigenwerte 

Ein symmetrischer Operator T' auf einem Skalarproduktraum V heißt 
positiv (T > 0), wenn (u, Tu) >0 füralleueV, 
positiv definit (7 > 0), wenn (u, Tu) >0 für alleue V mit u#£0. 


Diese Begriffe wenden wir auch auf symmetrische Matrizen an, wobei die qua- 
dratische Form (x, Ax) mit dem natürlichen Skalarprodukt betrachtet wird. 


SATZ. In endlichdimensionalen Skalarprodukträumen gilt: 

(a) T > 0 genau dann, wenn A>0O für alle Eigenwerte A von T und 

(b) T > O0 genau dann, wenn alle Eigenwerte von T echt positiv sind. Im 
letzteren Fall ist T' invertierbar, denn DO ist kein Eigenwert. 


BEWEIS. 





Die erste Behauptung folgt sofort aus der Darstellung 4.1: 


(uTu) = Y)Arlyrl? für u= Yıyror. 
kei k=1l 





Sind alle Eigenwerte des Operators 7 positiv, so ist (u, Tu) = 0 nur dann, 
wenn yı = "= Yn =, also u = 0. Ist umgekehrt 7 positiv definit, so gilt 


<<, Te U, AU) für u IE 9 El 


4.7 Beispiele positiver Matrizen 


(a) Die Matrix der Gaußschen Normalgleichungen, vgl. $16:6.3. Für 
eine reelle m x n-Matriz A mit Rang A = n < m ist dien x n-Matriz ATA 
positiv definit, insbesondere invertierbar. 


Denn fassen wir einen Spaltenvektor u als n x 1-Matrix auf, so ergibt sich 
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(u,A’ Au) = u’ A’ Au = (Au) Au = ||Aul|” > 0; 





die Norm auf der rechten Seite ist die von R’”. Nach der Dimensionsformel ist 
dim Kern A = 0, also (u, A’Au) -—0 = Au=0 = u=0. 


(b) Matrizen mit überwiegender Hauptdiagonale. Gilt für die Diagonal- 
elemente einer (reellen oder komplexen) symmetrischen Matrix A= (a;x) 
Ai > Y le; DelsseR: 
ki 
so ist A positiv definit. 





Wir zeigen, dass alle Eigenwerte echt positiv sind. Sei x #0, Ax = Ax und z; 
eine betragsgrößte Komponente von x. Aus Ax = Ax folgt insbesondere 


A=-a) = ) Orr, 850 


ki 
ai - Al mil < 2 larl- erl < |eil 2 lairl. 
ki ki 


Wegen |x;| > 0 folgt daraus |a; — A| < >, lair| < ai: , also liegt A im Intervall 
ki 
mit Mittelpunkt a;; > O und halber Länge a;;, ist also positiv. 


5 Gekoppelte Systeme von Massenpunkten 


5.1 Ein diskretes Saitenmodell 


Wir denken uns auf einer gespannten elastischen, masselosen Schnur in gleichen 
Abständen n punktförmige Einzelmassen m angeheftet, die reine Transversal- 
schwingungen ausführen. Es sei y,(t) die Auslenkung des k-ten Massenpunkts 
aus der Ruhelage y = 0 zur Zeit t. 

Nehmen wir kleine Auslenkungen an, y 

so ist die auf diesen wirkende Rück- 
stellkraft f, näherungsweise proportio- 
nal zu der Summe der Auslenkungsdif- 
ferenzen Yk-1ı-%r zum linken Nachbarn 
und Yyr+ı — Ys zum rechten Nachbarn. 
Mit einer Proportionalitätskonstanten 
c>0 silt also 


fi = -eyı + c(ya - yı) 
fr = elyı - ya) + c(ys — ya) 





In = ed — Yn) — CYn- 
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Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ergibt sich mür(t) = fr(t) für k = 
l,...,n. Mit a = ı/c/m erhalten wir so das System von Differentialgleichungen 


in(t) + a’(2yı(t) — yelt)) u 
delt) + a’(-yılt) + 2ya(t) - ys(t)) = 0 


int) + a’ (-Yn-ı(t) + 2yn(t)) = 0, 
welches wir in der Form 
3) + a’Aylt) = 0 
notieren. Die Matrix A ist positiv definit, denn es gilt 
(x,Ax) = 227 - 2rıra + 223 — 2tars + ... — 2n-ıUn + 2x5, 


= 1 +(1ı - 22)" + (22-23) +... + (&n-ı- In) +2%. 


5.2 Allgemeine gekoppelte Systeme 


Ein System von N räumlich angeordneten, durch Federn gekoppelten Massen- 
punkten soll kleine elastische Schwingungen um eine stabile Gleichgewichtsla- 
ge herum ausführen. Die Auslenkung des k-ten Massenpunktes m, aus sei- 
ner Ruhelage sei (tk, Yr, 2x). Wir fassen diese Zahlentripel zu einem Vektor 
x = (21,y1,21,...,£N,Yn,Zn) € R?N zusammen. Bei kleinen Auslenkungen 
dürfen wir annehmen, dass potentielle Energie U und kinetische Energie T' qua- 
dratische Formen sind: 





U(x) = 3(x,Ax), T(&) = 3(%,Bx). 


In vielen Fällen ist 


bi 0 
B= m ’ 
0 bzn 
mit bı = ba = bz = mı usw. Die Bewegungsgleichungen lauten in Matrix— 
Vektorschreibweise 


Bx(t) + Axft) = 0. 


Wir wollen voraussetzen, dass A und B positiv definite Matrizen sind. Dann 
ist insbesondere B invertierbar, und die Bewegungsgleichungen können in der 
Form 


x+ B’"Ax=0 





geschrieben werden. Die Matrix C = B’'A ist in der Regel nicht symmetrisch, 
wohl aber diagonalähnlich, wie im Folgenden gezeigt werden soll. 
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5.3 Simultane Hauptachsentransformation 


(a) Sind A,B symmetrische Matrizen mit B > 0, so ist die Matrix B”'A 
diagonalähnlich und hat reelle Eigenwerte. Genauer gilt: 


Es gibt eine Basis B= (vı,...,Vn) des K” und reelle Zahlen Aı,...,An mit 
Avı = AıBvi,..., AVn = AnBvn sowie (vi,Bvr) = Öik. 

Die Zahlen A, sind die Nullstellen des Polynoms p(x) = det(A-.xB). 

(b) Für x= yıvı ++ YnVn gilt 


(x,Ax) = DArlyel, (%,Bx) = Wlyel”. 
Kl Bel 


BEMERKUNGEN. (c) B”'A ist genau dann symmetrisch, wenn A und B ver- 
tauschbar sind, AB= BA. 


(d) B ist im Allgemeinen keine ONB bezüglich des natürlichen Skalarproduktes! 





BEWEIS. 
(a) Da die Matrix B positiv definit ist, wird durch 


(u,v), := (u,Bv) 





neben dem natürlichen Skalarprodukt (-,-) ein weiteres definiert. Der Operator 
T: x > B’'Ax ist bezüglich dieses Skalarproduktes symmetrisch: 


(u,B"!Av),= (u, BB”'Av) — (u,Av) — (Au,v) 
= ( Au, B”'Bv) = (B”'Au,Bv) = (B’'Au,v),„; 


da B”! nach 2.1(b) symmetrisch ist. Also gibt es für K”, versehen mit dem 
Skalarprodukt ( -, - )z, eine ONBB= (vı,...vn) aus Eigenvektoren von 7’ zu 
reellen Eigenwerten: 


Ivy: = B’'Av; —= Arkvr, d.h. Av, = A, Bvr, 

(Vu Vo 2 ik: 
Der Rest folgt aus |B"'A- zE| = |B"'(A- xB)| = |B"'|-|A- zB]. 
(b). tolet aus 41mit (X; 7x), =1x,Ax) br) li). 
(c) Ist B”'A symmetrisch, so gilt nach 8$19:4.3, Zusatz (a) 

Be B A = AB AB, 


da B”! symmetrisch ist. Multiplikation mit B von links und rechts liefert AB = 
BA. Aus AB = BA folgt analog B"'A= AB! = A*(B')* = (B”'A)* durch 
Multiplikation mit B”' von links und rechts [üAl. m 
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5.4 Lösung des Problems gekoppelter Massenpunkte 
Wir betrachten für positiv definite Matrizen A, B das Anfangswertproblem 


Bx(t) + Ax(t) = 0 


mit vorgeschriebenen Anfangsdaten x(0) =xo, X(0) =xı. 


Gemäß 5.3 bestimmen wir eine Basis (vı,...,Vv„n) des R” mit 
Avx — A«Bvr, (VaVva)z — (vi, Bvr) — Ö;r. 


Nach 5.3 (b) sind alle A, positiv wegen A>0. 


Jeder Lösungsvektor x(t) besitzt eine Basisdarstellung 
GE 370)7 
dabei gilt nach 319 :2.2[b) 
yr(t) = (vX(t))g = (vr, Bx(t)) = (Bvm,x(t)). 
Daher gilt 
ür(t) = (Bva,&(t)) = (vr, BRÜ)) = — (vr, Ax(t)) 
= - (Avv,x(t)) = - ArtBvm,x{t)) = -Aryrlt). 
Mit w = YAr erhalten wir also die Schwingungsgleichungen 
ür(t) + wrya(t) = 0 
mit den allgemeinen Lösungen 
Yet) = ar coswrt+brsinurt (k=]1,...,n). 


Für die Koeffizienten a; = yr. (0), bk = — Yr(0) ergeben sich mit (x) die Bedin- 
gungen 





xXo = x(0) — > URVrk, xXı = x(0) — >» wrDEVR. 
k=i k=1 
Aus diesen folgt 
1 
0 = \BV X); bk = — (Bvr,Xı). 
Wk 


Hierdurch sind yı(t),...,yn(t) und damit auch x(t) eindeutig bestimmt. Dass 
(*) mit diesen ax;, br; tatsächlich eine Lösung liefert, ist leicht nachzurechnen. 


m 


Check for 
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821 Topologische Begriffe in normierten Räumen 


1 Normierte Räume 


1.1 Vorbemerkungen. Auch in der mehrdimensionalen Analysis sind die Be- 
griffe „Konvergenz“, „Stetigkeit“, „Differenzierbarkeit“ fundamental. Neu hinzu 
treten topologische Begriffe, welche die Gestalt von Punktmengen betreffen, wie 
„offen“, „kompakt“, „zusammenhängend“. Alle diese Begriffe können auf den 
Begriff des Abstands zweier Punkte, also letztlich auf die euklidische Norm 
zurückgeführt werden. 














Der Begriff der Norm ist uns schon in mehreren Kontexten begegnet. Normen 
treten auch in Band 2 bei unendlichdimensionalen Funktionenräumen unter- 
schiedlichster Ausprägung auf, z.B. im Zusammenhang mit der Quantenmecha- 
nik. Die Begriffe und Sätze dieses Abschnittes sind zwar für den R’ gedacht, 
doch fast alle Schlüsse bleiben in beliebigen normierten Räumen gültig. Daher 
halten wir die Formulierungen dieses Abschnittes allgemein; den Lesern wird 
empfohlen, sich die Verhältnisse in der Ebene zu veranschaulichen. 


1.2 Norm und Abstand 


Ein Vektorraum V über K (= R oder C) heißt normierter Raum, wenn er 
mit einer Norm versehen ist, worunter wir eine reellwertige Funktion u + |lw|| 
auf V mit folgenden Eigenschaften verstehen: 








(a) |\ul| > O0 und |ul| =0 > u= 0, 

(b) aull = Ja|lull für ae cK, 

(c) |u+v|| < |u|| + ||vl| (Dreiecksungleichung). 

Als direkte Folgerungen aus (a),(b) und (c) ergeben sich 


m m 
(d) | >, @kür | < Y, larllurl| für we K, ueEV, 
k=1 ki 


(e) Ile — vll) <||u—v||  (Dreiecksungleichung nach unten). 
Der Nachweis von (e) erfolgt nach dem Muster von $7:3.3 [üa]l. 


Für u,v € V nennen wir ||u — v|| den Abstand von u und v. Für nichtleere 
Mengen A,B CV definieren wir den Abstand durch 


dist (A,B) := inf {u - v| |ueA ve B} 
Für veV,r>0 heißt die Menge 
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K,(ü) >= {v eV | |v -w|| < r} 


die offene Kugel um u mit Radius r. 





Eine Teilmenge M von V heißt beschränkt, wenn es ein R > O gibt mit 


ul <R füralle we M. 


1.3 Beispiele von Normen in TR” und EC” 


Analog zur euklidischen Norm ||x|| := /27+:::+27 im R” (vgl. 86:2.3) 


definieren wir die euklidische Norm im U” durch 


Ix|| := v/laıl" +... + |enl|”. 


Im K” (= R” oder U”) lassen sich noch weitere Normen definieren: 





Jedes Skalarprodukt liefert eine Norm. 


Weitere wichtige Normen sind 
[xl == wil+...+lenl, ll = max {leil...,lanl} 


Die euklidische Norm wird manchmal auch mit |||, bezeichnet. 


[üA]. Weisen Sie die Normeigenschaften nach und zeichnen Sie die Einheitsku- 
geln Kı(0) im R” für die Normen ||-||, und ||-||_<- 





Zwischen diesen drei Normen bestehen die Beziehungen 


es 
Yn 


Letzteres nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: 


Y1-|ar| < vI+...+22-4/laıl +... + lenl”. 
kill 


Wenn nichts anderes gesagt wird, verwenden wir im IK” die euklidische Norm. 


xls IxlI. s IxIı s vrlxl, 


Es sei hervorgehoben, dass der Betrag auf R bzw. C die Eigenschaften einer 
Norm hat. R und C mit dem üblichen Abstandsbegriff sind im Folgenden mit 
einbezogen. 


1.4 Normen auf unendlichdimensionalen Vektorräumen 





(a) CJla,b] sei der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem kompakten 
Intervall [a, bl. In 812:2.1 wurde gezeigt, dass durch 


flo := max {lf@)| la<z<b} 


eine Norm auf © [a,b] gegeben ist, die Supremumsnorm. 
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(b) Für den Hilbertschen Folgenraum 


= m (a1,a2,..) | v€eC, Y jarl? konvergiert } 
k=il 


1 
2 


ist durch |\a|| := ( >. jar|” ) eine Norm gegeben, vgl. 819:1.4. 
R=1 


2 Konvergente Folgen 


2.1 Definition. Es sei V ein normierter Raum und (u;,) eine Folge in V. Wir 
sagen, die Folge konvergiert gegen u € V oder hat den Grenzwert (Li- 
mes) u, wenn 


lim ||u - ur|| = 0. 
k—0o 
Wir schreiben dafür 


= ‚im u oder va > u für km. 
— 00 
2.2 Eigenschaften konvergenter Folgen 
(a) Eine konvergente Folge kann nur einen Grenzwert besitzen. 


(b) Eine konvergente Folge (ur) ist beschränkt, d.h. es gibt einr > 0 mit 
lee Jar Bel 


BEWEIS. 
(a) Aus vv u, un >v für k— x folgt 


u = vll = |ku ur) + (ur v)|| S (u well + ur vll > 0 


für k > ©, also u=v. Daher dürfen wir von dem Limes sprechen. 


(b) Da (||u — ur||) eine Nullfolge in R ist, ist sie beschränkt: ||u — ur|| < s für 
kel;2....- Bstolet 


lur|| = ||u+ (ur -u)|| < |wll + |ur -ull < ||ull+s =: r. = 


2.3 Das Rechnen mit konvergenten Folgen 
(a) Aus ur > U, U —v folgt aur + Bur > au+ Bv für ,BEK. 
(b) Aus ur > u folgt ||ur|| — ||ell. 


(c) Ist (ur) konvergent, so konvergiert auch jede Teilfolge von (u,) und hat 
denselben Grenzwert. 


BEWEIS. 





Wortwörtlich wie in %2. [öA]: Führen Sie die Beweise aus, ohne an der angege- 
benen Stelle nachzusehen. OD 
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2.4 Äquivalente Normen, Konvergenz im R” 
(a) Zwei Normen || - ||,, || ||; auf V heißen äquivalent, wenn es Konstanten 


a,b>O0 gibt mit 


all, < allull,, lul, < dllall, für alle ueV. 


Äquivalente Normen führen auf denselben Konvergenzbegriff. 


Denn es gilt 
\u- url, >0 — |u-uw|,—0 für kom. 


(b) Nach 1.3 sind die dort erklärten Normen ||: ||, ||: |\,; ||: || paarweise 
aquivalent. Die Konvergenz u, — u in jeder dieser Normen ist äquivalent zur 
koordinatenweisen Konvergenz. 


Nach (a) gilt nämlich 


\u-w| 0 — |u-u|, —0 — |u-ul|_ —®. 





Hat u - u, die Koordinaten xx; (Ü = 1,...,n), so ergibt sich die zweite Be- 
hauptung aus den Beziehungen 


U 





nr 
ar. < Ju-wl. @=12%...n), Ju<-url, = % ler.l- 
i—1 


3 Offene und abgeschlossene Mengen 


3.1 Offene Mengen 





Das Konzept der Ableitung einer Funktion mehrerer Veränderlicher in einem 
Punkt erfordert die Kenntnis der Funktion in einer ganzen Umgebung dieses 
Punktes. Wir lassen deshalb als Definitionsbereiche differenzierbarer Funktionen 
nur offene Mengen zu: Eine Teilmenge Q) eines normierten Raumes V heißt 
offen, wenn mit jedem Punkt u auch noch eine Kugel K.(u) um u mit 
Radius e > 0 enthält. 


Jede r-KugelumueV, 
Ko) {veV| lv - ul re, 








ist offen; dies rechtfertigt die Bezeich- 
nung „offene Kugel“. 


Denn mit v € K,(u) liegt auch die 
Kugel K.(v) mit e=r- |u-v| > 0 
noch in K,(u), wie sich mit Hilfe der 
Dreiecksungleichung sofort nachprüfen 
lässt. 


In R sind die Intervalle der Form Ja, b[, Ja, o| und ]-,b| offen, [üA]. 
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3.2 Eigenschaften offener Mengen 

(a) ® und V sind offene Mengen. 

(b) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen. 
(c) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. 


Der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen muss nicht offen sein. Zum 
Beispiel ist 


N K1(0) = {0} 


keine offene Menge. 





BEWEIS. 

(a) Die Offenheit von V ist offensichtlich. Aus Gründen formaler Zweckmäßig- 
keit setzen wir die leere Menge als offen fest. Das ist auch deshalb gerechtfertigt, 
weil die Aussage ue® — K,(u) CP nach den Verabredungen 84:2.2 richtig 
ist. 





(b) bleibt als leichte dem Leser überlassen. 


(c) Seien Rı,...,0%m offene Mengen in V und sei u € DıN---N Qm. Dann 
gehört u zu jedem N, es gibt also Radien r, > 0 mit K,, (u) C 9x. Setzen wir 
remis Re HN EN I D 





3.3 Aufgaben 


(a) Zeigen Sie, dass jeder Halbraum im R” 


{xeR”|(x,a)>b} mit aZ0, beR 





eine offene Menge ist. 


(b) Folgern Sie hieraus zusammen mit der Durchschnittseigenschaft 3.2 (c), 
dass IxEeR” Jar <a <br für k=1,...,n} eine offene Menge im R” ist. 





(c) Zeigen Sie: Zwei äquivalente Normen auf V (vgl. 2.4) erzeugen dieselbe 
„lLopologie“, d.h. der Begriff der offenen Menge ist für beide Normen derselbe. 





3.4 Abgeschlossene Mengen 


Eine Teilmenge A eines normierten Raumes V heißt abgeschlossen, wenn mit 
jeder konvergenten Folge, deren Glieder in A liegen, auch der Grenzwert zu A 
gehört: 





ur >Uu, nr EA — uEl. 
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BEISPIELE 
(a) In R sind Intervalle der Form [a,b], [a,©o| und |-oo,b] abgeschlossen, 
beachten Sie dazu 82:6.2. 


(b) Die Menge N der Nullstellen einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ist 
abgeschlossen. Denn aus x, € N, x, — z, folgt nach (a) x € a,b], und wegen 
der Stetigkeit von f folgt f(x) = ‚im f(x) =0, alsoxeEN. 

—009 





3.5 Komplemente von offenen und abgeschlossenen Mengen 


In einem normierten Raum V ist eine Teilmenge I) genau dann offen, wenn ihr 
Komplement V \ N. abgeschlossen ist. 


Hieraus folgt unmittelbar, dass A C V genau dann abgeschlossen ist, wenn V \_A 
offen ist. 


BEWEIS. 
„—>": Q sei offen. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von V \Q) ist zu zeigen 


vweV\9, wou — vEeV\D. 


Wäre u € ©, so würde nach Voraussetzung K.(u) C D für ein e > O gelten. 
Wegen ux — u gäbe es ein n. mit 


u-wl <e für k>n., 


d.h. ur € K.(u) CN für k>n., was ein Widerspruch zu ur €V \ 2 ist. 


„——=": Sei A abgeschlossen und u € 2 := V \ A. Angenommen, es gibt kein 

r > O mit K,(u) C 0. Dann gibt es zu jedem k € Nein ur € Kı,.(u) mit 

ur EN, d.h. ur € A. Wegen ||u — ur|| < + gilt ‚im ur = u. Da A abgeschlossen 
—?009 


ist, folgt ve Aim Widerspruch zuueV\A. D 


3.6 Eigenschaften abgeschlossener Mengen 

(a) ® und V sind abgeschlossene Mengen, 

(b) der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, 
(c) die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 


Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen braucht nicht abge- 
schlossen zu sein. Dies zeigt das Beispiel 


U [-1+4,1-4] = ]-L1[. 





Der Beweis ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der de Morganschen Regeln 8 4:4.2, 
aus 3.5 und aus den Eigenschaften offener Mengen 3.2, [üAl. 


394 821 Topologische Begriffe in normierten Räumen 


4 Inneres, Äußeres, Abschluss und Rand einer Menge 


4.1 Definition 

Für Teilmengen M eines normierten Raumes V treffen wir folgende Definitionen: 
Ein Punkt u € V heißt innerer Punkt von M, wenn es ein r > O gibt mit 
K,(u) C M. Die Menge M aller inneren Punkte heißt Inneres von M. 


u € V heißt äußerer Punkt von M, wenn es ein r > 0 gibt, so dass K,(u)NM 
leer ist, d.h. wenn u innerer Punkt von V\M ist. 


Ein Punkt u € V heißt Randpunkt von M, wenn jede offene Kugel K,(u) 
sowohl M als auch das Komplement V \ M trifft. Die Menge der Randpunkte 
von M heißt Rand von M und wird mit OM bezeichnet. 








Der Abschluss oder die abgeschlossene Hülle von M ist definiert durch 


M := {ueV |u ist Grenzwert einer Folge aus M}. 


Satz. (a) Jeder Punkt u € V gehört zu genau einer der Mengen M, OM, 
(V \M)’, d.h. er ist entweder innerer Punkt, Randpunkt oder äußerer Punkt. 


(b) Es besteht die Beziehung M CM CM. 

(cc) ueM => für jedesr > 0 gilt K-(u)NM #0. 

BEWEIS. 

(a) und (b) folgen unmittelbar aus den Definitionen [ÜA]. 

(er, Gilt u = ‚im ur mit einer Folge (u,) aus M, so gibt es zu jedem 


—709 
r>0 ein n. mit ||u - ur|| < r, d.h. mit ur € K,(u) für n > n,. 


„—": Gilt K,(u)NM #9 für jedes r > 0, so gibt es zu jedem k € N ein 
ur € M mit un € Kı,r(u), d.h. ||u- ur|| < £- Q 


4.2 Beispiele in R 
(a) Für I=[a,d[ gilt T=]a,b[, 81={a,b}, T= [a,b]. 
(b) Für T=]Ja,oo[ gilt IT= [a,oo[, 9I=/{a} und 17 


(c) Was ergibt sich für Z, 892 und Z? 








(d) & =R, denn jede reelle Zahl ist Grenzwert einer geeigneten Folge ratio- 


naler Zahlen. & ist leer, denn in jeder Umgebung einer rationalen Zahl liegen 
irrationale Zahlen. 





Mehrdimensionale Beispiele ergeben sich mit Hilfe stetiger Funktionen in 7.6. 
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4.3 Eigenschaften von Innerem, Abschluss und Rand 


Das Innere M einer Menge M ist offen, also auch das Äußere (V\M)°. 
ıst das Komplement des Äußeren und daher abgeschlossen. 


( 

(b) M 

(cC) M ist genau dann abgeschlossen, wenn M=M. 
(d) M 


(f) 9M = M\M, insbesondere ist OM abgeschlossen. 
BEWEIS. 
(a) Sei ue M. Dann gibt es definitionsgemäß ein r > O0 mit K,(u) C M. Wir 


zeigen, dass sogar K,(u) C M gilt, womit die Offenheit von M bewiesen ist: Zu 
jedem v € K,(u) gibt es nach 3.1 eine > O mit K.(v) C Kr(u), also K.(v) CM. 


(b) Nach 4.1 (c) gelten folgenden Äquivalenzen: 
ugM => Essibt einr >0 mit K,w)NM=G &> ue(V\M). 


(cl) Aus M=M folgt nach (b) _ die Abgeschlossenheit von M. Sei umgekehrt 
M abgeschlossen. Wegen M C M nach 4.1 (b) bleibt zu zeigen M CM. Sei 
also ve M,d.h.u= lim u, mit einer Folge (u,) aus M. Da M abgeschlossen 


k—>oo 
ist, folgt ve M. 
(d) und (f) als [ÜA]. Hinweis für (f): Zeigen Sie mit 4.1 (c), dass M\M COM. 
Warum ist 9IM CM undddMNM =? 
(e) folgt aus (f). D 


4.4 Aufgaben. (a) M ist offen > M = M — MnNOM =. 

(b) M ist abgeschlossen —&> OM CM. 

(ec) Ku) =iuweV | |u-vlsr}, 9Krlu) =weV|lu-vler,. 
(d) Für MZßgsit veM > dis(wM)=0. 


4.5 Dichte Teilmengen 
Eine Teilmenge M von V heißt dicht in V, wenn M=V. 
BEISPIELE. (a) © ist dicht in R. 





(b) Aus dem Weierstraßschen Approximationssatz 8 12:2.8 folgt: Die Polynom- 
funktionen p: a,b] > R liegen bezüglich der Supremumsnorm dicht in © [a,b]. 
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5 Vollständigkeit 


5.1 Cauchy-Folgen 
Eine Folge (un) in einem normierten Raum V heißt Cauchy-Folge, wenn es 
zu jedem e>0O ein n. € N gibt mit 


um -in|| <e für m,n>ne. 


Es gilt: 
(a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. 
(b) Jede Cauchy-Folge ist beschränkt. 


(c) Ist für eine Cauchy-Folge (un) eine Teilfolge konvergent mit Grenzwert u, 
so konvergiert die Folge (un) selbst gegen u. 


BEWwEIS als nach den Mustern in 82:9.6, 9.7, 9.9. 


5.2 Vollständigkeit 





Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V heißt vollständig, wenn jede 
Cauchy-Folge (un) aus M einen Grenzwert u € M besitzt. Im Fall M=V 
bedeutet dies: Jede Cauchy-Folge konversgiert. 





Ein vollständiger normierter Raum heißt Banachraum. 





Grundlegende Beispiele für Banachräume sind R und C, jeweils durch den Be- 
trag normiert ( 82:9.6, 8$7:3.6). Hierauf beruht die Vollständigkeit einer großen 
Klasse weiterer Räume. Für diesen Band genügen die folgenden Beispiele. 





5.3 Die Vollständigkeit von R” und EC” 


R” und C” sind vollständig in jeder der Normen ||: ||, |\- ||; , || ||, vor 1.3. 


[0,6] 
BEWEIS. 


Der Begriff der Cauchy-Folge läuft in allen drei Normen auf dasselbe hinaus, 
vgl. 2.4. Ist (u.) eine Cauchy-Folge, so gilt für die i-ten Koordinaten 


uns Una ee] 


also bilden die i-ten Koordinaten jeweils Cauchy-Folgen in R bzw. C. Wegen 
der Vollständigkeit von R bzw. © existiert 


ie im u, ir 1eLesn: 
ko 





Die Vektoren u, konvergieren also koordinatenweise gegen einen Vektor u € K". 
Nach 2.4 folgt die Konvergenz u; — u in jeder der angegebenen Normen. DD 
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5.4 Die Vollständigkeit von C/a, b] 


(a) Cla,bl, versehen mit der Supremumsnorm 


I/II, = max {|f(e)| |a<z<b}, 


ıst vollständig. 


(b) C! [a,b] ist in dieser Norm nicht vollständig. 


b 
(c) C [a,b] ist mit der zum Skalarprodukt (f,g) = [fs gehörigen Norm un- 
vollständig. Näheres dazu in Band 2. " 


BEWEIS. 


(a) Sei (fn) eine Cauchy-Folge in C [a,b], d.h. zu jedem e > 0 gebe es ein n. 
mit 


Ifm - Fnllo <e für mın>ne. 





Für jedes feste x € [a,b] folgt 
IFm(&) - Fn(&)| < ||fm - Falle ze vr MIR: 


Das bedeutet, dass (fn(x)) eine Cauchy-Folge in K ist. Bezeichnen wir deren 
Grenzwert mit f(x), so ist 


fl) - la) — „im Ifm(&) = m@)| E iur mM one. 


Die Folge (fn) konvergiert also gleichmäßig gegen f. Nach $12:3.1 ist f stetig. 


(b) Sei f € C[a,b] \ C' [a,b]. Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz 
ist f gleichmäßiger Limes von Polynomen pn. Diese bilden eine Cauchy-Folge 
in C' [a,b] mit der Supremumsnorm, deren Limes f aber nach Voraussetzung 
nicht zu C' [a,b] gehört. D 


6 Kompakte Mengen 


6.1 Der Satz von Bolzano-Weierstraß in RR” und CE” 


Ist MC IK” eine beschränkte Menge, d.h. M C K,(0) für einr >0, so besitzt 
jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge. 


BEWEIS. 





(a) Beweis für den R?: (xn) = (@n,bn) sei eine beschränkte Folge in R°. 
Wegen 


las1;|&a] & || Er Me ne12::: 


398 821 Topologische Begriffe in normierten Räumen 


sind (an) und (b„) beschränkte Folgen in R. Nach Bolzano-Weierstraß 82:9.8 
besitzt (an) eine konvergente Teilfolge: an, — a. Weiter besitzt die Folge (bn,.), 








eine konvergente Teilfolge: bm, — b. Setzen wir x = (a,b), so gilt 
x - x, ||, — la - am, | + |d - dm, | —0 für j—m. 


(b) Der Beweis für den R” mit n > 2 ist nun reine Routine: n-maliges 
Auswählen von Teilfolgen nach dem Muster von (a). 


(c) Da C mit R? identifiziert ist ( e+iyl = yYe?+y? ); folgt die Behauptung 
für © aus (a). Der Beweis für ©* verläuft jetzt ganz analog zu (a), und der 
Beweis für ©” ergibt sich wie in (b). OD 


eiv2k ) in C eine konvergente 


Hiernach sind wir also sicher, dass die Folge ( 
Teilfolge besitzt. 


Wählen sie aus der Folge (cos u ) in © konvergente Teilfolgen aus. 


Welche Grenzwerte können auftreten ? 





6.2 Kompakte Mengen 





(a) Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V heißt kompakt, wenn jede 
Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M enthält. 





SATZ. Jede kompakte Menge ist beschränkt und abgeschlossen. 


BEWEIS. 

(i) Abgeschlossenheit: Sei (un) eine konvergente Folge in M, un — u. Nach 
Voraussetzung besitzt (un) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert ve M, 
also stu=veM. 





(ii) Beschränktheit: Ist M nicht beschränkt, so gibt es zu jedem n = 1,2,... 
ein un € M mit ||un || > rn. Dann ist auch jede Teilfolge unbeschränkt, kann also 
nicht konvergieren nach 2.2 (b). D 


(b) Satz. Im R” und EC” gilt auch die Umkehrung: Jede beschränkte und 
abgeschlossene Menge in R"” und in C"” ist kompakt. 


Einpunktige Mengen sind also kompakt. Intervalle [a,b] mit a,b € R, hatten wir 
in 31 zu Recht kompakte Intervalle genannt. 


BEWEIS. 

Ist M C K” beschränkt, so besitzt jede Folge aus M nach Bolzano-Weierstraß 
eine konvergente Teilfolge. Ist M auch abgeschlossen, so gehört der Grenzwert 
zu M. DO 





(c) In jedem normierten Raum V ist die Einheitskugel {v € V | ||v|| < 1} be- 
schränkt und abgeschlossen [UA]. In unendlichdimensionalen Räumen ist die 
Einheitskugel jedoch nicht kompakt. 
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Wir zeigen dies für Skalarprodukträume: Mit Hilfe des Orthonormalisierungs- 
verfahrens 8 19:3.1 können wir uns ein Orthonormalsystem vı,va,... in V ver- 
schaffen. Für dieses gilt 


on = 1 und [om -wn||" = |omll" + Ion” = 2: 





Keine Teilfolge von (vn) kann konvergieren, weil keine Teilfolge eine Cauchy- 
Folge sein kann. 


(d) SATZ. Jede kompakte Menge ist vollständig. 





Denn ist M kompakt und (un) eine Cauchy-Folge in M, so gibt es eine Teilfolge 
(Un, )r, die gegen ein u€ M konvergiert. Nach 5.1 (c) konvergiert dann die Folge 
(un) selbst gegen u. 


6.3 Der Überdeckungssatz von Heine-Borel 


Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V ist genau dann kompakt, wenn 
es zu jeder beliebigen UÜberdeckung von M durch offene Mengen, 


Mc UN, MCV offen, 


iel 
eine endliche Teilüberdeckung gibt, 
MC 2, JUN: 


Wir verzichten auf den nicht ganz einfachen Beweis und verweisen auf |HEUSER 
Bd. 2, 8111]. 


7 Stetige Funktionen 


7.1 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen 


Es seien Vı und V2 normierte Räume mit Normen ||:||, , |||; und f:M — Vr 
eine Funktion auf einer Teilmenge M C Vı. Diese häufig auftretende Situation 
kennzeichnen wir kurz durch die Schreibweise 


F :VıD>M —Dr. 
(a) Sei f:Vı>M -— V> und wo € M. Wir definieren 





lim fia)=v == Im fiü,)=® 
M3u-—uo Nn— 00 


für jede Folge (un) aus M mit un — uo. 
Äquivalent dazu ist die Bedingung: Zu jedem e > O gibt es ein ö > 0 mit 
\fu) - Flw)|, <e füraleuweM mit 0<|uw- wol, <6. 


Dies ergibt sich durch sinngemäße Übertragung von 88:1.5. 
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(b) Die Funktion f:Vı DM — Vr heißt stetig an der Stelle uo € M, wenn 
fur) > f(uo) für jede Folge (u,) in M mit ur > uo, 


d.h. wenn f(uo)= lim f(u) gilt. Äquivalent dazu ist nach (a) die Bedingung 


MSu—uo 


Zu jedem e>0O gibt esein ö>0 mit 


\f(u) - Fu )|, <e füralld ve M mit |u-wol, <öd, kurz 
F{MNKs(u)) C Ke(f(wo)); 


dabei bezeichnet f(A) die Bildmenge von AC M unter f. 


(c) Eine Funktion f:Vı DM -—V> f heißt stetig, wenn sie in jedem Punkt 
a € M stetig ist. 


7.2 Beispiele stetiger Funktionen 

(a) Jede konstante Funktion Vı — Va ist stetig. 

(b) Die Identität 1:V —V, ur u ist stetig. 

(c) Jede lineare Abbildung A: R"— R”, x > Ax ist stetig. 





Denn mit A= (a;x) gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 


m 


n 92 m n n 
Al" =D (Da) <a) Dar) = All |I&l 
i=1l kl i=1 k=1 k=1 

mit der Matrixnorm 


Als = (D%e%) 


i=1lk=1 


1 
2 


Hieraus folgt 
|Ax - Ayl|| = A&-y)ll s |IAl, |Ix-yli; 


woran wir unmittelbar die Stetigkeit ablesen. 


(d) Das Skalarprodukt u > (u,v), V>K für einen Skalarproduktraum V 
über K ist stetig. Das folgt sofort aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: 


(vu) -(v,w)| = (vu wo)! < |oll- | voll. 
(e) Normen sind stetig: In jedem normierten Raum V silt 
Un — |u)|| — |uo|. 


Das folgt aus len || — voll! < ||un — uo|| nach 1.2 (e). 
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7.3 Hintereinanderausführung stetiger Funktionen 


Gegeben sind zwei Funktionen 
f:Vıı DM, g:«hDN-Vz3 mit f(M)CN. 


SATZ. Aus der Stetigkeit von f im Punkt uo € M und der Stetigkeit von g im 
Punkt vo = f(wo) folgt die Stetigkeit von go f: M — V3 im Punkt us. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition 7.1 (b) [ÜA]. 





7.4 Linearkombination stetiger Funktionen 


Seien Vı und Va normierte Räume über dem gleichen Körper K und sei M eine 
Teilmenge von Vı. Aus der Stetigkeit der Funktionen 


F, 0: VıDM-Va 
folgt die Stetigkeit jeder Linearkombination 
af+bg:VıIDM-DVr2 (abeR). 


Die Gesamtheit aller stetigen Funktionen von M nach Va bildet somit einen 
IK-Vektorraum. 


Dies folgt unmittelbar aus der Abschätzung 


IKaf+bg)(u)-(af+bg)(uo)|l, = atf(u) = Fluo))+blglu) gu), 
< al || fu) Fluo)||2+ ll - Iglu) gluo)llz- 


7.5 Produkt stetiger Funktionen. Ist V ein normierter Vektorraum über 
IK und sind 


;49s:VDM-K 


stetige Funktionen, so ist auch fg stetig auf M. 
Denn (un) > F(uo), g(un) > gu) — Flun)g(un) > Fluo)g(uo) (Rechnen 


mit konvergenten Folgen in K). 


7.6 Das Urbild offener und abgeschlossener Mengen 
Wir erinnern an die Definition der Urbildmenge 

f(B) = {weM | f(u) € B} 
für eine Funktion f:Vı > MV und BCber. 


SATZ. Für eine stetige Funktion f:Vı DM — Var gilt: 
(a) Ist M offen, so ist f*'(B) offen für jede offene Menge BC br. 
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(b) Ist M abgeschlossen, so ist f*'(B) abgeschlossen für jede abgeschlossene 
Menge BC Va. 





BEMERKUNG. Dieser Satz gestattet es, durch Ungleichungen definierte Mengen 
als offen bzw. abgeschlossen zu erkennen. 





So sind beispielsweise für stetige Funktionen f,9g:V DM —R die Mengen 
{ueM|f(u) >0} = f’'(Rı) abgeschlossen, falls M abgeschlossen, 
{ueM | f(u) < g(u)} = (g- f)'(R>o) offen, falls M offen ist und 
{ue M|f(u)g(u) =c} abgeschlossen, falls M abgeschlossen ist. 


BEWEIS. 


(a) Sei BC V> offen. Für jedes uo € f'(B) ist vo := f(uo) € B, also gibt es 
ein e > 0 mit K.(vo) C B. Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein ö > 0 mit 
f{MNKs(wo)) C Ke(vo) C B. Da M offen in V\ ist, kann ö > 0 gleich so klein 
gewählt werden, dass K5(uo) C M. Damit gilt f(Ks(uo)) = f(MNKs(w)) C B 
bzw. Ks(wo) < F'(B). 


(b) Sei BC V2 abgeschlossen und (ux) eine Folge in f -1(B) mit Grenzwert u 

(u € M wegen M = M). Zu zeigen ist u € f'(B). Wegen der Stetigkeit 

ist. le) = ‚im f(ur). Dabei ist f(ur) € B, also auch f(u) € B wegen der 
— 00 


Abgeschlossenheit von B. f(u) € B bedeutet aber ue f*'(B). D 


7.7 Stetigkeit der Abstandsfunktion 


Für den Abstand dist (u, M) = inf {||u — w|| |we M} eines Punktes u von 
einer nichtleeren Menge M gilt 


Idist (u, M) — dist (v, M)| < |u-v]). 


Insbesondere ist die Abstandsfunktion u — dist (u, M) stetig. 


BEWEIS. 
Seive V unde > 0. Dann gibt es nach Definition des Infimums ein w€ M mit 


lv - w|| < dist (w,M)-+e. 
Hieraus folgt für ue V 
dist (u,M) < |u-w|| = |u-v+v-wli < u vll+ |v - wl 
< ||w- v|| + dist (v, M)+e für jedes e>0, also 
dist (u, M) - dist (v,M) < |w-ov||. 


Durch Vertauschen der Rollen von u und v folgt die Behauptung. Oo 
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8 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen 


8.1 Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt 
Ist f:Vı DM — Var stetig und KC M kompakt, so ist f({K) kompakt. 


BEWEIS. 


Sei (vn) eine Folge in f(K), d.h. vn = f(un) mit un € K. Wegen der Kompakt- 
heit von K gibt es eine Teilfolge (un, ), deren Limes u in K liegt. Wegen der 
Stetigkeit von f folgt 


Un, = F(un,) > Fu) e FIR). 





8.2 Der Satz vom Maximum und vom Minimum 


Jede auf einer nichtleeren kompakten Menge stetige, reellwertige Funktion besitzt 
dort ein Maximum und ein Minimum. 


BEWEIS. 


Es genügt den Satz vom Maximum zu beweisen; der Satz vom Minimum folgt 
dann durch Betrachtung von —-f. Sei also f:V DK -—R stetig und K 
kompakt. Nach 8.1 ist f(K‘) eine nichtleere kompakte Teilmenge von R, damit 
beschränkt und abgeschlossen. Setzen wir s = sup f(K), so gibt es eine Folge 
(sn) in f(K) mit sn — s. Da f(K) abgeschlossen ist, folgt s € f(K), also 
s= f(u) mit geeignetem uvEK. D 





Im IR” charakterisiert der Satz vom Maximum die kompakten Mengen: 





AUFGABE. Zeigen Sie: Eine nichtleere Teilmenge M des R” ist genau dann kom- 
pakt, wenn jede stetige Funktion f: M— R ein Maximum besitzt. (Betrachten 
Sie geeignete Abstandsfunktionen.) 








8.3 Der Abstand von kompakten Mengen 


(a) Der Abstand eines Punktes u € V von einer kompakten Menge KCV 
wird angenommen: Es gibt einen Punkt ve K mit 


Iv-v|| = dist (u, K). 





Das folgt direkt aus der Stetigkeit der Abstandsfunktion v > ||u — v||. 


(b) Im R” wird auch der Abstand eines Punktes u von einer abgeschlossenen 
Menge A angenommen. 


Denn ist r > dist(u, A) und K die kompakte Menge K,(u) N A, so gilt 
dist (u, A) = dist (u, K) [üA]. 


In unendlichdimensionalen normierten Räumen ist die Aussage (b) i.A. falsch. 
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(c) Seien A und K disjunkte nichtleere Teilmengen eines normierten Raumes 
V, A sei abgeschlossen, und K sei kompakt. Dann haben diese Mengen einen 
positiven Abstand. 

Der Abstand zweier disjunkter abgeschlossener Mengen kann dagegen Null 
sein. Beispiel in der Ebene: x-Achse und Graph der Exponentialfunktion [ÜA]. 
BEWEIS. 

Nach 7.7 ist die Funktion u + dist (u, A) stetig auf K, nimmt dort also ihr Mini- 
mum an. Wäre dieses Null, so gäbe es ein ve K mit dist (v, A) = 0. Nach 4.4 (c) 
wäre dann v € A im Widerspruch zu ANK=®. OD 


8.4 Gleichmäßige Stetigkeit 


Eine auf einer kompakten Menge K stetige Funktion f :Vı DK — Var ist dort 
gleichmäßig stetig, d.h. zu jedem e >O gibt es ein ö > 0, so dass 


If(u) - FW) ||, <e füralle vveK mit |u-vll, < 6. 





Dies ergibt sich durch Übertragung des Beweises 88, Abschnitt 6; dieser ver- 
wendet nur die Bolzano-Weierstraß-Eigenschaft und die Stetigkeit von f für]. 


9 Zusammenhang, Gebiete 
9.1 Wege 
Eine stetige Abbildung 
p:la,b >V, tr olt) 
bezeichnen wir als Weg mit Endpunkten y(a) und y(b). 


BEISPIELE. 
(a) Für u,v € V liefert 


p:t>ru+tv-u) für O<t<I 
die Strecke zwischen u und v. Die Stetigkeit folgt aus 
Its) - ()|| = Ic (s-t)v-u )|| = s- | |v- u]. 
(b) Für u,v,w € V liefert 
ee nr ei], 


vi) = vo+(t-1)\w-®v) für 1<t<2 





einen Weg. Die Bildmenge entsteht durch Aneinandersetzen der Strecken zwi- 
schen u und v sowie zwischen v und w. 


(c) Verbinden wir die Punkte wo, uı,...,un € V durch Strecken, so erhalten 
wir einen Polygonzug mit Endpunkten uo und un, gegeben durch eine stetige 
Abbildung 2 :[0, N] — V nach dem Muster von (b). 
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Aneinandersetzen von Wegen. Sind yı: [a,b > V, 2: [c,d| > V Wege 
mit 91(b) = Ya2(c), so liefert 


pı(t) ir a=ztızb, 
vlt) = 
p2(c+(t-5)) für bB<t<b+d-c 


einen Weg db: a,b+d-c —V. 


9.2 Zusammenhängende Mengen 


Eine Menge M C V heißt wegzusam- 
menhängend, wenn sich je zwei Punk- 
te von M durch einen Weg verbinden 
lassen, der ganz in M verläuft. 


BEISPIELE 


(a) Die Kugel K,(uo) in V ist wegzusammenhängend, weil sich je zwei Punkte 
u,v € K,(uo) durch eine Strecke in K,.(uo) verbinden lassen [ÜA]. 


(b) In R sind die wegzusammenhängenden Mengen die Intervalle. Denn zwei 
Punkte a < b eines Intervalls lassen sich durch den Weg op: Ja,b] — la,b],t —t 
verbinden. Ist umgekehrt M C R wegzusammenhängend, so gibt es zu je zwei 
Punkten @ < ß aus M eine stetige Funktion p : [a,b > M mit yla) = a, 
o(b) = B. Nach dem Zwischenwertsatz ist [@,ß] C p(la,b]) C M. Also ist M ein 
Intervall nach dem Hilfssatz 8 8:4.7. 








(c) Nicht zusammenhängend ist die aus zwei disjunkten Kreisscheiben beste- 
hende Menge M in R° 





{@-1 + <} U {et 4 <2}. 


Jeder Weg t > p(t) = (pı(t),pa(t)) mit Endpunkten in verschiedenen Kreis- 
scheiben muss M verlassen. Dies scheint evident; eine strenge Begründung ergibt 
sich durch Anwendung des Zwischenwertsatzes für oı [UA]. 





9.3 Stetige Bilder wegzusammenhängender Mengen 


Ist f:Vı DM — Vr stetig und M wegzusammenhängend, so ist auch f(M) 
wegzusammenhängend. 





Insbesondere ist das Bild einer wegzusammenhängenden Menge unter einer re- 
ellwertigen stetigen Funktion ein Intervall. 





BEWEIS. 

Für vı,v2 € f(M) wählen wir uı,ua € M mit f(uı) = vı und f(u2) = va. Nach 
Voraussetzung gibt es einen Weg p:: [a,bl — Vı in M mit o(a) = un, p(b) = un. 
Die Hintereinanderausführung von go und f, 
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dv = fop:[a,bl > Va, 


ist ein Weg in f(M) mit (a) = vi, ı%b(b) = va. f(M) ist somit wegzusam- 
menhängend. Oo 


9.4 Gebiete und polygonale Wege 


Eine nichtleere, offene, wegzusam- 
menhängende Menge 2 C R” heißt ein 
Gebiet. 


SATZ. In einem Gebiet I lassen sich 
je zwei Punkte durch einen Polygonzug 
verbinden, der ganz in I) verläuft. 





BEWEISSKIZZE. 





x,y € Q seien beliebige Punkte, und £ : [a,b] — R” sei ein Weg von x nach 
y mit K := o(la,b]) C ©. Als stetiges Bild eines kompakten Intervalls ist K 
eine kompakte Menge. Da O0) abgeschlossen und zu K disjunkt ist, ist r := 
dist (K,90) > 0 nach 8.3. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von 2 können 
wir Zwischenpunkte a =to <tı <:---<tn =b finden mit 





Ieltz-ı) - plt.)| <r für k=1,...,N. 


Die Strecke zwischen Y(t;-ı) und (tr) liegt ganz in Q, somit auch das Polygon 
mit den Ecken x = pf(to), pl(tı),---,pltn)=Yy- D 
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1 Differenzierbarkeit und Ableitung 


1.1 Zur Notation 


Im Folgenden ist Od C RR” immer ein Gebiet, d.h. offen und wegzusammenhän- 
gend. Unter einer Umgebung eines Punktes a € $) verstehen wir ein Gebiet U 
mitae U, z.B. eine Kugel K,(a). Eine Umgebung einer kompakten Menge 
K ist ein Gebiet U mit KCU. 


Die Formulierung „für |t| < 1“ soll bedeuten „für alle hinreichend kleinen t“. 


Wir betrachten Abbildungen 
Fı(&) 
f:R"DIN-R”, xHrfk)= = fı(x)J)eı +... + fm (X)em : 
Im(&) 
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Die Funktionen fr: — R mit k=|1,...,m heißen die Komponentenfunk- 
tionen von f. Für m > 2 nennen wir f : 2 — TR” eine vektorwertige 
Funktion, für m = 1 auch eine Skalarfunktion. 





Aus Platzgründen verwenden wir häufig die Zeilenschreibweise: 
eisen; 


Fe Reel Beetle) 
Wenn nichts anderes gesagt wird, verwenden wir immer das natürliche Skalar- 
produkt und die euklidische Norm; dabei bezeichnen wir die Normen in R” und 
IR’" mit demselben Symbol ||-||, solange keine Verwechslungen möglich sind. 


Unter dem kartesischen Produkt A x B zweier Mengen ACR”, BCR” 
verstehen wir die Menge 





{(x,y) = Yen) EA, yeB} Cc Br ®, 


Lineare Abbildungen A : IR” — R”" beschreiben wir im Folgenden immer durch 
ihre Matrizen bezüglich der kanonischen Basen; wir bezeichnen diese deshalb mit 
demselben Buchstaben: A = (a;;). Nach 821:7.2 gilt 





m n 1 
IAxlI < All, Ix]| mit [Ale = (lan)? - 
velkel 
1.2 Differenzierbarkeit und Ableitung 


Eine Abbildung f: R" 32 R’” heißt an der Stelle ae Q differenzierbar, 
wenn es eine lineare Abbildung A: R” — R’” gibt, so dass für alle xeE Q 





f(x) = ffaA)+A(x-a)+R(x-a) mit lim R(x - a) 


x>a |x-all 


= 0. 
Differenzierbarkeit an der Stelle a bedeutet also, dass f in einer Umgebung von 
a durch eine affıne Abbildung 

x flaA)+Ax-a) 
so gut approximiert werden kann, dass der Fehler 

R(x-a) = f(x) - f(a) - Ax-a) 
für x— a stärker als von erster Ordnung gegen Null geht (vgl. 89: 2.2). 


SATZ. Die lineare Abbildung A ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt; 
sie heißt Ableitung von f an der Stelle a und wird wahlweise bezeichnet mit 


df(a), F(a), df(a). 


Die Eindeutigkeit zeigen wir in 1.9. 
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Die Differenzierbarkeit an der Stelle a drücken wir auch so aus: 


f(a+h) = f(a)+df(a)h+R(h) für ||h|| «1, wobei lim nn = 0 
h—0 


Da 2 offen ist, gilt K,(a) CD für r «1. Die Beziehung ist dann für ||h|| < r 
sinnvoll. 


Eine Abbildung f heißt im Gebiet Q differenzierbar, wenn f an jeder Stelle 
aeg) differenzierbar ist. 


1.3 Beispiele und Anmerkungen 


(a) Eine affine Abbildung f:R”"— R”, x c+ Ax ist überall differenzier- 
bar, und es gilt f(a)=A füralle aeN. Denn 


f(x) = f(a)+A(x-a) mit Restglied R=0. 


(b) Eine quadratische Form Q(x) = (x, Ax) auf R” mit A’ = A ist überall 
differenzierbar; für die Ableitung gilt 


Q'(a)h = 2(Aa,h). 
[üA]: Verwenden Sie die Abschätzung ||Ah]| < || A]l,||hl| 


(c) Der praktische Nachweis der Differenzierbarkeit und die Berechnung der 
Ableitung werden in 1.6 behandelt. 


(d) Für differenzierbare Skalarfunktionen f:RDN—R gilt nach 89:2.2 
h 
f(x) = fla)+fl(a)(e-a) + Re -a) mit lim aD) =); 
h—0 h 
Die Ableitung im Sinne der Definition 1.2 ist die lineare Abbildung 
h> f'(a)h. 


Wir haben diese bisher stillschweigend mit der Zahl f’(a) identifiziert. Der Un- 
terschied in den beiden Auffassungen wird dadurch deutlich, dass im Sinne der 
Definition 1.2 die linearen Funktionen x > ar die einzigen sind, die mit ihrer 
Ableitung übereinstimmen. 


(e) Eine Funktion f ist genau dann an der Stelle ae Q differenzierbar, wenn 
gs(x)=f(x+ta) mit x+taeN 
an der Stelle O differenzierbar ist; [üAl. 
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1.4 Differenzierbarkeit und Stetigkeit 

It f:R" DN— TR” an der Stelle ae) differenzierbar, so ist f dort stetig. 
BEWEIS. 

Wir verwenden die Bezeichnungen von 1.2. Wegen im R(h)/|\h|| = 0 gibt es 
zue=1leinö>0,so dass Ks(a)EN und 


R(h)/|h|| <e=1 füralle h mit 0<|jh|| < 6. 


Nach 1.1 gilt ||Ah|| < ||A||, ||h||. Damit erhalten wir 
If(a+h) -f(a)]| = |Ah+ R(h)|| < (All, +1) |hll- Q 


1.5 Partielle Ableitungen und Jacobi-Matrix 


Für f:R"D2-R und as (aı,...,4dn) € N betrachten wir die Funktion 
einer Variablen 


t> flatter) = flaı,...,ax-1,4K +t,Qr+1,:..,An), 


wobei e;, der k-te kanonische Basisvektor des R” ist. Falls diese Funktion an 
der Stelle t = 0 differenzierbar ist, nennen wir 


of 


a) :- Tflatten) 


t=0 
die partielle Ableitung von f nach der Variablen x; an der Stelle a. Wir 
differenzieren also f nach der Variablen x;, wobei wir die anderen Variablen 
als Konstante behandeln. Existieren diese Ableitungen nach allen Variablen, so 
heißt f an der Stelle a partiell differenzierbar. Partielle Differenzierbarkeit 
ist eine schwächere Eigenschaft als Differenzierbarkeit; Näheres hierzu folgt in 
1.h und 1.7. 





Es ist üblich, bei anderer Benennung der Variablen die partiellen Ableitungen 
auch mit dem Variablennamen zu versehen, z.B. bei f(x, y, 2) 


ö ö 0 
Lay), an), am). 





Sehr praktisch sind auch die folgenden Bezeichnungen: 


Iifa)s.r,, Ch Ja) bzw. 0,/%,9,2), 9, F&,%2) &: f12). 


BEISPIEL. Für f(x,y,2) = x’e’ +sinz ist 


0) 
—-(2,y,2) = 22e”, <--(2,y,2) = ze’, <-(2,y,2) = cosz. 


0x oY 
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SATZ. It f: R" DDR” inaecen differenzierbar, so sind die Komponen- 
tenfunktionen fı,..., fm in a partiell differenzierbar, und die Ableitung df(a) 
ist eindeutig bestimmt durch ihre Matrix bezüglich der kanonischen Basen in R” 


und R”, 











(a) Sa a s 
| | = (3a) = Aure)). 
ala). Zu(a) 


Diese heißt die Jacobi-Matrix von f an der Stelle a. Da wir durchweg mit 
den kanonischen Basen arbeiten, identifizieren wir die Jacobi-Matrix mit der 
Ableitung: 








dtta) = (ZW) = (Asa). 
Die Spalten von df(a) bezeichnen wir mit Öıf(a),... ‚nfla). 
BEWEIS. 
Die in 1.2 eingeführte lineare Abbildung habe bezüglich der kanonischen Basen 
e1,...,e&n des R” und ei,...,e/„ des R” die Matrix A. Zu zeigen ist 
Aer =), Of (a)e; für kein: 


izı Our 
Das ergibt sich durch Grenzübergang t — 0 (t #0) aus den Beziehungen 


m En f(a+te,)-f(a) 


F(a+ter) - fi(a) 
DE 





t 
ı=1 
a og, 
t Itexl 


Die rechte Seite hat nach Voraussetzung den Limes Ae;. Also existiert auch der 
Limes der linken Seite, und zwar koordinatenweise nach 8 21:2.4. Oo 





Für eine skalare Funktion f: R" D>Q2—R erhalten wir insbesondere 


0) 0) 
df(a)h = a)hı +...+ nn (a)hn 


für jeden Vektor h= (hı,...,hn) ER”. 





Eine traditionelle Notation hierfür ist 


u 0} Of 


dies 
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Hierbei werden die „Differentiale“ df, dxı,...,dx„ als „infinitesimale Zuwächse“ 
interpretiert. Begrifflich klarer, wenn auch weniger anschaulich ist es jedoch, die 
dx, als Projektion h = (hı,...,hn) — hx zu deuten, siehe auch 3.1. 


1.6 Das Hauptkriterium für Differenzierbarkeit 


Erxistieren für f:R" DN— TR" die partiellen Ableitungen der Komponenten 
fi,:.:, fm an jeder Stelle in D und sind diese stetige Funktionen auf ©, so ist 
f in ganz D differenzierbar. Die Ableitung ist durch die Jacobi-Matrix gegeben, 


ee (3E &)) für ze. 





Mit Hilfe dieses Satzes ist die Entscheidung über Differenzierbarkeit und die Be- 
rechnung der Ableitung einfach, da partielle Ableitungen mit Hilfe der gewöhn- 
lichen Differentialrechnung bestimmt werden können. 


BEWEIS. 





(a) Zunächst sei f eine reellwertige Funktion zweier Variablen. Wir dürfen 
0.B.d.A. annehmen, dass 


f:R?>ND->R und a=(0,0)EQ, 





vgl. 1.3 (e). Zu gegebenem e > 0 gibt es wegen der Stetigkeit der partiellen 
Ableitungen ein 6 > 0 mit K5(0,0) CD und 


lö. f(x, y) .f(0, 0)| <e, 
|ö,f(@, u) — 0,5(0,0)| <e 


für alle (z,y) € Ks(0,0). 

Sei im Folgenden (z,y) € Ks(0,0). 
Dann liegt auch der Streckenzug mit 
den Ecken (0,0), (2,0), (z,y) ganz in 
Ks(0,0). 

Mit dem Hauptsatz der Differential- 
und Integralrechnung ergibt sich 





Y 


*)  fy) = fl®,0) + [Oyfl,t) dt 


T 


= (0,0) + [8,f(5,0)ds + [O,fle.t) dt. 
0 


0 
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Diese Darstellung nützen wir wie folgt aus: Zunächst schreiben wir f(x,y) in 
der Form 


F&,y) = f(0,0) +29, f(0,0) + y0, (0,0) + R(z,y) 
mit 
Nach (x) folgt 


= dx f(s,0) — 9: f(0,0)) ds + [ (d, fe.) — 0, f(0,0)) dt 


also 
x Y 
Ra, y)| < | f 192 f(s,0) - 92. f(0,0)| ds| + | [ lOyf(@,t) — 8, (0, 0)| dt| 
0 0 
<|zle+|yle <svy2la?+Y?)e für Yarty? <od. 
Somit gilt 


van R(z,y) 
(z,y)— (0,0) /x2 zu y2 
was die Differenzierbarkeit von f an der Stelle (0,0) bedeutet. 
(b) Bei einer Funktion von n > 3 Variablen f :R” DN2— R gehen wir 


ganz entsprechend vor, indem wir a = O und x durch den achsenparallelen 
Polygonzug mit den Ecken 


=’), 


(0,...,0), (0er, El er) 


verbinden. 


(c) Es seinun f: R” DN2- R” vektorwertig. Nach (a) und (b) ist jede 
Komponentenfunktion f; an jeder Stelle ae ©) differenzierbar, es gilt also für 
el. 


Ss; 


fita+h) = fla)+ 








Er (a)hz + R;(h) mit limn 20 Ah) — N. 








—ı Ih| 
Hieraus folgt mit der kanonischen Basis (eı,...,em) von R” 
DIN 
f(a+h) = Dfi(a+h)e: = Yfıla ir DH (a)hrei + DR;i(h 
i—1 i=1k=ı DER i—1 
= ffaA+Ah+Rh), 

wobei A = (24 (@)) die Jacobi-Matrix ist und R(h) := ) Ri(h)e; gesetzt 

i=1l 


wurde. Es gilt somit nach der Dreiecksungleichung 
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—>0 für h-0. D 








IR) _ SS |Rih)] 
m] 22 m 


1.7 Beispiele und Anmerkungen 


a): RR, (5) 4 ( - 
Y e* sınYy 


Die Komponenten fı(lz,y) = e”cosy, fe(x,y) = e”siny sind partiell differen- 
zierbar, und es gilt 


ofı ofı 


a Y) — € coSsy, Er = —e smy, 
Ofe un u Of BIER: 
ey et sing, En (x,y) = e” cosy. 


Da die partiellen Ableitungen stetig sind, ist f nach 1.6 differenzierbar und 
besitzt die Ableitung 


e” cosy -e” siny 

esiny ecosy) 
(b) Partielle und totale Differenzierbarkeit. In der Physik ist auch die 
Bezeichnung „total differenzierbar“ statt „differenzierbar“ gebräuchlich. Aus to- 
taler Differenzierbarkeit folgt nach Satz 1.6 die Existenz der partiellen Ablei- 


tungen. Allein aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt noch nicht die 
Differenzierbarkeit. Sei z.B. 
ey r T 0 u 


Dann existieren die partiellen Ableitungen in jedem Punkt ae R?, insbesondere 
silt 9, f(0,0) = 9, f(0,0)=0 [ÜA]l. Wegen 
1 
li — li —_- 
nee 


ist f an der Stelle (0,0) nicht einmal stetig. Nach 1.6 können also auch die 
partiellen Ableitungen nicht stetig sein. Prüfen Sie das nach! 


(c) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und deren Determinante für die beiden 


Abbildungen R? — R? bzw. R’— R°: 


p r cosp sin® 
r r cosp 
( ) > ( ) | m | rsing sind |. 
= er op r cosd 
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2 Rechenregeln für differenzierbare Funktionen 
2.1 Die Kettenregel 


Sei g:R”" DN2- R” an der Stellex € D differenzierbar, ferner sei f: 
R” O0 R an der Stelle y= g(x) € © differenzierbar und g(9) C 9, 
also 


el = DB, 


Dann ist auch die Hintereinanderausführung fog:N— R an der Stelle x 
differenzierbar, und es gilt 


d(fog)(x) = df(y)dg(x) mit y=g(x). 


Für die Jacobi-Matrizen ergibt sich nach Ausführung der Matrizenmultiplika- 
tion 





AASB) — > SIR LER, Dee Bel..ıD, 


Orr Iys OCk 


BEWEIS. 


Wir setzen zur Abkürzung A = dg(x), B= df(y). Nach Voraussetzung gilt 


g(x+h) = g(x)+Ah+R(h) und Kim = 0, 
f(y+k) = fy)+Bk+S(k) und lim a = 0, 


Hieraus ergibt sich 
(fog)(x+h) = f(g(x+h)) = f(g(x) + Ah+ R(h)) 
= f(g(x)) + B- (Ah+ R(h)) + S(Ah + R(h)) 
= (fog)(x)+ BAh+ Th), wobei 
T(h) := BR(h) +S(Ah+R(h)). 


Wir zeigen T(h)/||h|| — O0 für h — 0: Zu gegebenem e > O0 mite<1 gibt es 
nach Voraussetzung Zahlen 61,62 > 0 mit Ks, (x) CN, Ks,(y) CO und 


IRih)I| <ellhl für [hl <a, IS <elkl für [kl < 62. 


Setzen wir 


Ö2 
0 se min< Di, —n, 
| Alla + | 
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so gilt für ||h|| < ö 
IBR(h)|| < | Bl, |Rh)| < ||Bll;e |Ihll, 


Ah + R(h)]| < ]|All, |hll + e|lhl < ( 


Alla +1) ||h]| < ö2. 
Für k:= Ah+R(h) gilt somit ||k|| < ö2, also y+ke® und 


IT(h)]| < |Bll,e Ih] + |Ah+ R(h)| < e (BJ, + |Alla +1) Ih]. © 


2.2 Aufgabe. Für <>0, y>O und uveR seien 


f(u,v) = u) und eeay)=2 (” = 


2uv arctan % 





Bestimmen Sie die Ableitung d(fog)(z,y). 


2.3 Die Ableitung einer Linearkombination. Sind f,g:R" ID 2— R” 
an der Stelle ae Q differenzierbar, so ist auch af + Bg, x > af(x) + Bg(x) 
für &,B €E R dort differenzierbar, und es gilt 


d(af + Bg)(a) = adf(a) + Bdg(a) [ÜAl. 


2.4 Produkt- und Quotientenregel 


(a Mit f,g: R" DN2— Rist auch fg an der Stelle ae  differenzierbar, 
und es gilt 


d(f.g)(a) = Fla)dg(a) + g(a)df(a). 


(b) Im Fall g(a) #0 folgt ferner die Differenzierbarkeit von f/g und 


; (#) (a) — Kaafla) - Fa)dale) 


g(a)? 


Durch Fortlassen der Argumente erhalten die beiden Regeln die übersichtliche 
Gestalt 





ga Fig 


d(fg) = Fdg+gdf, «(f) z 5 
g g 


BEWEIS. 
(a) Sei F(u,v) = uv. Dann ist dF(u,v) eine 1 x 2-Matrix: 


dF(u,v) = (v,u), 
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und die Kettenregel ergibt mit G(x) = ( = 
g(x 


difg)(&) = d(FoG)(x) = (iX), FeR)) AG(x) = ax) AR) + FR) dglx) 


[üA]. (Wie sieht die Matrix dG(x) aus ?) 
(b) Analog zu (a) mit H(u,v) =u/v [üR]. D 


2.5 C’-Funktionen und C’-Abbildungen 


(a) Eine Abbildung f : R" 32 — R” heißt stetig differenzierbar (C'- 
differenzierbar, C'-Abbildung) auf Q, wenn alle partiellen Ableitungen 
O;fr auf D existieren und dort stetig sind. Nach dem Hauptkriterium 1.6 sind 
C!-Abbildungen differenzierbar auf N. Die Gesamtheit aller C'-Abbildungen 
f:0— R” bezeichnen wir mit C!(N, R””). C'-Funktionen sind stetig diffe- 
renzierbare Funktionen f :N — R; ihre Gesamtheit wird mit C'(D) bezeichnet. 
Nach 2.3 und 8 21:7.4 ist C'(Q,R””) ein Vektorraum über R. 


(b) Eine C'-Funktion f: R”" > N — R heißt C?-differenzierbar auf Q), 
wenn alle partiellen Ableitungen d; f dort C'-differenzierbar sind, d.h. wenn 
ihre partiellen Ableitungen 


dö;f = ei =; 4 











02:08; u Or; O8; 





in N existieren und dort stetig sind. f heißt C°-differenzierbar auf N, wenn die 
0:0; f ihrerseits stetig partiell differenzierbar sind, wenn also 


Br do of 
SlZ 8202,00: ° Omi (Ben 








auf 2 existieren und stetig sind. Entsprechend ist C”-Differenzierbarkeit 
(r =0,1,2,...,00) definiert. In 2.6 werden wir zeigen, dass es auf die Reihenfol- 
ge der Differentiation nicht ankommt. Die Gesamtheit aller C"-differenzierbaren 
Funktionen bezeichnen wir mit C’(N); die stetigen Funktionen werden auch C’- 
Funktionen genannt. 


Eine vektorwertige Funktion heißt C”-Abbildung (fe C”(2,R””)) wenn alle 
Komponentenfunktionen zu C"(Q) gehören, (r = 0,1,2,...,00). 





SATZ. Für jedes r >O ist C’(N,R”) ein Vektorraum über R. 


BEWEIS. 





Die Vektorraumeigenschaft der stetigen Funktionen ist bekannt. Die übrigen 
Behauptungen folgen leicht durch Induktion nach r [üAl. oO 
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2.6 Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 
Für jede C’-Funktion f auf IC R” gilt nach Hermann Amandus SCHWARZ: 


- ) - (3): kurz Ir = HA für ,k=l,...,n. 








Der Beweis stützt sich auf den folgenden 


Satz über Parameterintegrale. Istg:R’>N-R C'-differenzierbar und 
liegt das Rechteck [a,b] x [c,d] in Q, so liefert 
d 
G(2) := | 9(&, y) dy 


c 


eine auf |a,b] stetig differenzierbare Funktion mit 
d 
' dg 
= I — dy. 
G(&) 1 5, (9 y) du 


Der Beweis wäre an dieser Stelle zwar nicht schwer zu führen, soll aber in all- 
gemeinerer Form in 823:2.3 gegeben werden. 





BEWEIS von 2.06. 





Für einen gegebenen Punkt ae) und ik setzen wir 
y(u,v) := fla+ ve; + ver). 


Zu zeigen ist dann 8,0,%Y(0,0) = &duy(0,0). 


Die Funktion y ist in einer Umgebung U des Nullpunktes definiert. U enthält 
eine Kreisscheibe K5(0,0) mit ö > 0 und diese wieder ein kompaktes Quadrat 





= { (u, v) | el vl<r} (r=5>0) 
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert 


U 


y(u,v) = yp(u,0) + [ "ylu,t) dt. 


in Q, und nach dem Satz über Parameterintegrale für g = 0, silt 


duplu,v) - duplu,0) = [dudvplu,t)dt. 


0 


Daraus folgt, wieder nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 


0,0,0lU;%0) = 0,00 (0;0) 1. D 
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2.7 Aufgaben. Zeigen Sie: 
(a) Die Funktionen x > cos(k,x), x + sin{k,x) mit ke R” sind beliebig 
oft differenzierbar. Beide genügen der Differentialgleichung Au + ||k||”u = 0 
mit A:= 99 +... + nn: 








(b) Die Funktion x + exp(-||x||"") für x #0 ist bei geeigneter Fortsetzung 
in den Nullpunkt C°*°-differenzierbar auf RR”. Verwenden Sie $89:6.3 (d). 


(c) Seien FG: R-R beliebige C*-Funktionen und c > 0. Zeigen Sie für 
u(t,x) := F(x+ct) + G(x — ct), dass u der Wellengleichung 








1 u _ Hu 
c?2 812  0c 


genügt. Machen Sie sich klar, wie sich die Graphen der Funktionen 
sr F(c+c), zcHrG(&-.ct) 


in Abhängigkeit vom Zeitparameter t bewegen. 


3 Gradient, Richtungsableitung und Hauptsatz 
3.1 Der Gradient 


Für C'-Funktionen f:N2 —R ist die Ableitung an einer festen Stelle ae Q 
nach Definition eine Linearform: 


df(a):R"—R, h+df(a)h. 





Diese wird das Differential von f an der Stelle a genannt. Die Jacobi-Matrix 
ist die Zeilenmatrix 


(öıf(a), e .,0n/(a)) 


Für h= ), hrer erhalten wir die Koordinatendarstellung 
kl 


df(a)h = DAfla)hr. 
k=1 
Manchmal ist es zweckmäßig, diese Summe als Skalarprodukt der Vektoren 
dı f(a) hı 
Vf(a) = . de 
In f(a) Fir 
aufzufassen, also 
df(a)h = (Vf(a),h). 


Der Vektor V f(a) heißt Gradient von f an der Stelle a; der Name ergibt sich 
aus der in 3.2 folgenden Interpretation. 


Die Ableitungsregeln 2.3, 2.4 lauten in Gradientenschreibweise 
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(a) V(af+Pßg) = aVf+PBVg  (Linearität des Gradienten), 


(b) V(fg) = FVg+gVf  (Produktregel), 
(c) V (#) = ie (Quotientenregel); 


Letzteres wie in 2.5 außerhalb der Nullstellenmenge von g. 


Zeigen Sie für die euklidische Abstandsfunktion 


x 8) := Ixil = | Dal, 


dass f C'-differenzierbar außerhalb des Ursprungs ist und Vf(x) = x/||x|| für 
xz0 silt. 





3.2 Kettenregel und Richtungsableitung 

Unter einem C!-Weg im R” verstehen 

wir eine C!-Abbildung H(t) 
Y:I>R” 

auf einem Intervall /. Die Bildmenge 


(I) heißt Spur von p. Für jedest € I 
ist der Tangentenvektor durch 


definiert; in Randpunkten von / ist die Ableitung als einseitiger Grenzwert im 
Sinne von 8$9:2.3 zu verstehen. Die Stetigkeit von t > /(t) ist gleichbedeutend 
mit der Stetigkeit der Funktionen t + Yx(t) fürk =1,...,n. 


Deuten wir Y(t) als den Ort eines Massenpunktes zum Zeitpunkt t, so ist &(t) 
der Geschwindigkeitsvektor. 


Die Kettenregel. Ist fe C'(D) und ist 9:10 ein C'-Weg, so gilt 


Fe) = (VEEM).EO) = DC) on). 
BEWEIS. 





(a) Für offene Intervalle / folgt das direkt aus der Kettenregel 2.1: 
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2 
dt 


df(x) = (AR)... ,OnF(R)) und dpit) = Alt). 


Fr(t)) = df(x) delt) mit x = p(t), wobei 


(b) Sei I nicht offen und a ein Randpunkt von /, etwa der linke. Durch Y(t) := 
p(a)+(t-a) la) für a-ö<t<a lässt sich £ in stetig differenzierbarer Weise 
über / hinaus fortsetzen. Wegen der Stetigkeit von £ und der Offenheit von I) 
gilt plt) EN für genügend kleines d. Wir dürfen also immer die Situation (a) 
unterstellen. Oo 


Die Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung v ist definiert 
durch 


Da Zfa+iv) I: 


Nach der Kettenregel, angewandt auf p(t) =a+tv, #(t) =v, ergibt sich 





o,fta) = (Vfla),v). 


Für v=e; ist ÖO,f(a) die partielle Ableitung Ö;f(a). Für ||v|| = 1 gibt die 
Funktion £t > f(a+tv) das Verhalten der Funktion f längs der Geraden 
g={a+ttv|teR} im gleichen Maßstab wieder, also ist O,f(a) die Steigung 
des Graphen von f längs dieser Geraden. Daher wird der Begriff „Richtungs- 
ableitung“ in der Literatur z.T. nur für Vektoren v der Länge 1 verwendet. 





Gradient und Richtung stärksten Anstiegs. Im Fall ||v|| = 1 gilt nach 
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 


fa) = KVf@),vo|l s |IVF@a)| 


und im Fall Vf(a) # O0 wird die größtmögliche Anstiegsrate ||V f(a)|| genau 
dann erreicht, wenn 


._ _Vf@) 


Ivf@all 


Somit gibt Vf(a) die Richtung stärksten Fortschreitens (lat. gradiens: fort- 
schreitend) an. 


3.3 Aufgaben 





(a) Eine Punktmasse an der Stelle a erzeugt das Gravitationspotential 


U(x) = -— y2 


Ix-al 
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Berechnen Sie die auf eine Einheitsmasse im Punkt x # a wirkende Gravita- 


tionskraft VU(x). 


(b) Berechnen Sie VF(||x||) für x # 0, wobei F eine C'-Funktion auf R>o 
ist. 


3.4 Der Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung im R” 


(a) Sei f:R"DN-R eine C'-Funktion und p : [a,ß] — D ein C'-Weg 
mit den Endpunkten a= ypl(a), b=y(ß). Dann gilt: 


E 
Fb) - fla) = | (VE), PH) ) dt. 


& 





Dies ergibt sich unmittelbar aus der Kettenregel 3.2 und dem eindimensionalen 
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8 11:5.3: 


If 


: Felt)) di 


Qu 


ß 
f(b) - fla) = f(e(B)) - flpla)) = [ 


8 
Jtvfet)),2G)) dt. 


Wir kommen auf diese Beziehung im Zusammenhang mit konservativen Vektor- 
feldern und ihren Potentialen zurück (8 24: 5.2). Der Hauptsatz erlaubt es, aus 
Informationen über die Ableitung Schlüsse auf das Verhalten der Funktion im 
Grossen zu ziehen. Eine erste Folgerung ist der 


(b) Schrankensatz. (i) Sei f € C'(N), und die Verbindungsstrecke 5 der 
Punkte a und b liege ganz in ©). Dann gilt 


If(b) - fl <M|Ib-all mit M = max {|VFR)| Ix ES}: 


(ii) Für vektorwertige Funktionen f:R" D>N— TR” gilt unter entsprechenden 
Voraussetzungen 


I£(b) - f(a)|| <L|b- all mit L= max {]at(&)]|, |x € S}. 


BEWEIS. 
(i) Mit pl(t) =a+t(b-a) für O<t<L1 ergibt sich aus (a) mit Hilfe der 
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 


If(b)- fla)| = | 


En 


(Vf(e)),b-a)d |< [I(VFPG),b-a)|dt 


IN 


SIvFEO)I- Ib -alldt < M||b-all. 
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1 1 1 1 1 
(ii) Es gilt | [u 1" = | [ui 1" < [u]? - [1° = [ |u|* (Cauchy-Schwarz für 
0 0 0 0 0 


1 
das Integralskalarprodukt (w,v) = [uv, 819:1.5, 819:1.3 (c)). Mit (i) folgt 
0 


EB) Fa)? < Ib-al [IL IVAYO)I a < 2jlb-ald. 0 


0 '=1l 


3.5 Das Verschwinden der Ableitung 


Verschwindet der Gradient einer C'-Funktion f auf einem Gebiet N, so ist f 
konstant. 


BEMERKUNG. An dieser Stelle wird klar, warum wir als Definitionsbereiche dif- 
ferenzierbarer Funktionen nur Gebiete verwenden. Ohne die Voraussetzung des 
Wegzusammenhangs folgt aus dem Verschwinden der Ableitung nicht die Kon- 
stanz von f. Ist beispielsweise Q = Qı U 92 mit disjunkten offenen Mengen 1 
und 92 und ist f(x) = 1 für x e Dı, f(x) = 2 für x € Da, so ist Vf(x) =0 für 
alle x € Q), aber f nicht konstant. 








BEWEIS. 

Wir fixieren einen Punkt xo € ©. Ein beliebiger Punkt x € ©) lässt sich nach 
821:9.4 mit xo durch einen polygonalen Weg mit Ecken xX0,X1,...,XN =X 
verbinden. Anwendung des Mittelwertsatzes 3.4 auf die einzelnen Verbindungs- 
strecken ergibt 


fx) = fRı) = ... = fan) = FR). Q 





3.6 Aufgaben. 


(a) Zeigen Sie: Eine C'-Funktion f auf der gelochten Ebene R?\ {0} ist genau 
dann kreissymmetrisch oder radial, d.h. von der Form f(x) = F(||x||) mit einer 
C!'-Funktion F auf R>.o, wenn 


22 dı f(xı,22) + ıoflxı,xe)=0 fürall x = (rı,22) #0. 


Hinweis für „=“: Zeigen Sie, dass f auf jeder Kreislinie |x|| = r > O einen 
konstanten Wert F(r) hat und weisen Sie die C'-Differenzierbarkeit von F nach. 


(b) Eine Funktion f: R”\{0O > R heißt positiv homogen vom Grad p, 
(pe R), wenn f(tx) =tPf(x) für jedes t>0 und x #0 gilt. Zeigen Sie für 
C!-Funktionen mit dieser Eigenschaft die Eulersche Homogenitätsrelation 


PR) = (VFR),R). 
2.B. ist f(x) = /|eı ---&n| positiv homogen vom Grad n/2. 
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4 Der Satz von Taylor 


A.1 Zur Methode 


Die Taylorentwicklung einer Funktion f € C’(®) an einer Stelle ae N lässt 
sich wie folgt auf die eindimensionale Taylorentwicklung zurückführen: Wir un- 
tersuchen das Verhalten von f längs Strecken [a,a+h] = {a+th |O<t<1}, 
betrachten also g: [0,1 > R,t-> f(a+th). Die Taylorentwicklung von g im 
Nullpunkt ergibt eine Entwicklung von f(a+h). Weil Q offen ist, gibt es ein 
ö>0mit aa+hlcCKyla) CN. 

Die Taylorentwicklung erster Ordnung g(1) = g(0) + g’(Ö) liefert den 


Mittelwertsatz. Sei fE C'(N) und [a,a+h] CD. Dann gibt es ein d € 0, 1| 
mit 





f(a+h) = fla)+ f(a+9h)h = f(aJ+(Vf(a+%h),h). 


BEWEIS als [ÜA]. 


4.2 Taylorentwicklung zweiter Ordnung 


Sei fe C’(D) und ae. Dann gibt es zu jedem Vektor h= (hı,...,hn) mit 
a,a+h]l CD ein de |0,1|, so dass gilt 


f(a+h) = + D &fta) +3) 2 3% fla+ Öh)hihr. 


Wir schreiben jetzt f’(x) für die Jacobi-Matrix und 
FR) = (Ir) 


für die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen, genannt die Hesse-Matrix. 
Diese ist symmetrisch wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfol- 
ge 2.6. 


Die Taylorentwicklung von f erhält damit die einprägsame Form 


f(a+h) = f(a) + f(a)h + $(h,f”(a+Yh)h). 





BEWEIS. 
Nach der Kettenregel gilt für g(t) = f[fa+th) 





= Dörflatth)hr, 
k=1 


also 


> >, Hr f( a+th)hihr. 


Ik=1 


— > hr > Ir fla +th)h; 
k=1 


el D 


Die Behauptung ergibt sich nun aus g(1) = g(0) + g’(0) + 59 (9) = 
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4.3 Taylorentwicklungen höherer Ordnung lassen sich ebenfalls nach der 
oben geschilderten Methode gewinnen. Wie sich die auftretenden Vielfachsum- 
men in den höheren partiellen Ableitungen mit Hilfe der Multiindexschreibwei- 
se in eine überschaubarere Form bringen lassen, finden Sie in Bd.2, 811 oder 
IBARNER-FLOHR, Bd. 2, 8 14.4]. 

4.4 Aufgaben. (a) Approximieren Sie 1.04°”® mittels Taylorentwicklung 
zweiter Ordnung von x” an der Stelle a = (1,1). Schätzen Sie den Fehler ab. 


(b) Geben Sie für C®-Funktionen f: R? — R die Taylorentwicklung dritter 
Ordnung an. 





(c) Bestimmen Sie das Taylorpolynom mit Gliedern bis zur dritten Ordnung 
für f(z,y) = e” cosy im Nullpunkt. Vergleichen Sie dieses mit dem Produkt 


2 
der gewöhnlichen Taylorpolynome ( ++ = + z) ( — ). 


4.5 Lokale Extrema 


Eine Funktion f:R"DN2—R hatin aceN ein lokales Minimum (Maxi- 
mum), wenn es ein r > 0 gibt mit K,(a) CD und 


fa) <s f&) (fa) 2 fx)) für alle xe K,(a). 


Ein lokales Minimum oder Maximum heißt auch lokales Extremum. 


Ein Punkt a € % heißt ein stationärer oder kritischer Punkt einer C'- 


Funktion f:N—-R, falls Vf(a) =0. 


Die Bedingungen für ein lokales Extremum lassen sich völlig analog zum eindi- 
mensionalen Fall formulieren. Dazu erinnern wir an den Begriff „positive Ma- 
trix“ 8$20:4.6: Für symmetrische Matrizen A bedeutet A > 0, dass (h, Ah) > 0 
für alle he R” gilt. A > O bedeutet die positive Definitheit dieser quadrati- 
schen Form und ist gleichbedeutend damit, dass alle Eigenwerte von A positiv 
sind. 





SATZ. 


(a) Hat fE C’(D) inaceN ein lokales Minimum (Maximum), so ist notwen- 
digerweise 


f(a)=0 und f’(a) >0 (f" (a) < 0) 
(b) Die Bedingungen 
f(a)=0 und f(a)>0 (f" (a) < 0) 


sind hinreichend für ein lokales Minimum (Maximum) an der Stelle ae. 


(c) Nimmt die quadratische Form h > (f”(a)h,h) sowohl positive als auch 
negative Werte an, so ist a keine Extremalstelle von f. 
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BEWEIS. 





(a) Für einen festen Vektor h betrachten wir 
g(t) = fla+th) für || <1. 

Hat f an der Stelle a ein lokales Minimum, so gilt 
gt) = flatth) 2 fla) = g(0) für I<1., 

also hat g an der Stelle O ein lokales Minimum. Mit 4.2 und 89:8.1 folgt 
g’(0) = (Vf(a),h) = 0 


und 
220 8:% f(a)hihr = (h,f”(a)h) > 0 


für alle he R”. Aus der ersten Beziehung folgt f’(a) = 0 bzw. Vf(a) =0 


(b) Die Hesse-Matrix f” (a) sei positiv definit und X > 0 ihr kleinster Eigenwert. 
Nach 820:4.1 gilt 





(h,f’(a)h) > Allh||” für alle heR”. 

Wir behaupten, dass es ein 6 > 0 gibt mit Ks(a) CD und 
(h,f”(x)h) > = |] für xe Ks(a), hER”. 

Ist dies gezeigt, so folgt aus der Taylorentwicklung 4.2 mit V f(a) =0 
f(a+h) - f(a) = 3(h, f”(a+0h)h) > 2 jnj? >0 


für h#0 und x:=a+heK;(a), was die Behauptung darstellt. 


Zum Nachweis von (x) nützen wir die Stetigkeit von Ö;0. f aus: Zu e=A/(2n) 
gibt esein ö>0 mit Ks(a) CN und 





Apr: 
(x) — 8: f(a)) = a. für |x-all < 6, 
und i,k =1,...,n. Für x € Ks(a) gilt dann für die Matrixnorm (vgl. $21:7.2) 
rn n 1 
[2 [2 57 A 
If (x) — f (a)||, = (> > |\ör fx) - dr f(a) 1") 2 < n 
i=1k=1 


Mit Cauchy-Schwarz und der Abschätzung 1.1 E dann 
(h,f")h) = (h,f”(a)h) + (h,(f”(x) - F’(a))h) 
> Allh|]” = |al If") - F"(a))hl| > Alk” - ||”) - F’@lalihll” 


> 2 jhj? für alle xe Ky(a) und heR". 
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Ist die Hesse-Matrix negativ definit, so betrachten wir — f statt f. 


(c) folgt direkt aus (a). D 


4.6 Zur Methode der kleinsten Quadrate (vgl. $16:6.3 und 820:4.7) 


Gegeben sei eine m x n-Matrie A mit m > n und Rang A = n sowie ein 
Vektor ye R”". Dann hat die Funktion f : R” — R mit 


f(x) = |Ax - yli' 


eine eindeutig bestimmte strikte Minimalstelle. Diese ist gegeben durch die eın- 
deutig bestimmte Lösung ae R” der Gaußschen Normalgleichung 


A'’Ax = A'y. 


BEWEIS. 
Nach 8 16:6.3 gilt mit der symmetrischen n x n-Matrix ATA = (ck) 


f(x) = 2), Cjktk -2 I ,Mijyi, also Vf(x) = 2(A’Ax _ A'y). 
k=1 i=1 


Wegen ö;f(x) = 2cıı = 2cı; gilt f’(x) = 2A’A für alle x € R”. Nach 
820:4.7 ist die Matrix A’A positiv definit, und die Gleichung 
Vfx) =0 > A’Ax=A'y 


ist eindeutig lösbar. Bezeichnen wir die Lösung mit a, so gilt nach dem Satz 
von Taylor (a-+ h ist keinen Einschränkungen unterworfen) 


f(a+h) = f(a) +(h,A'Ah) > f(a) füralle h£0. 


Dies liefert f(a) < f(x) füralle xeR” mit x7Za. D 


4.7 Der Graph einer Funktion 


Eine geometrische Vorstellung vom Verlauf einer Funktion f: R"D>N->R 
können wir uns mit Hilfe des Graphen 


eu, FW) | (av) € 2} 


verschaffen. 


Wir fixieren (a,b) € N und setzen F(x,y) := (z,y, f(x,y)). Dann sind 
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s+ Ffa+s,b), t+ F(a,b+t) mit |sl, El <1 


Kurven auf dem Graphen, genannt Koordinatenlinien durch F(a,b). Deren 
Tangentenvektoren in s=0 bzw.t=0 sind 


1 
=.:05,P (60,8) = 0 ’ 
ze Or f (a, b) 


—.:0,E(@,5) = ) 
— 0, (a, b) 


Die von vı,Vva2 aufgespannte Ebene 
durch F(a,b) ist die Tangentialebe- 
ne des Graphen im Punkt F(a,b). 


d 
= —F 
vi TS (a+s,b) 





d 
= —F 
v2 Fr (a,b-+t) 





In einem stationären Punkt (a,b) von 
fist vı = eı, va = ®, d.h. die Tan- 
gentialebene durch F(a,b) ist parallel 
zur £,y-Ebene. 





Die nebenstehende Figur zeigt ein 
Stück des Graphen der Funktion 


a4) = >y” +1- cost. 
Die Funktion hat in (0,0) ein lokales 
Minimum und in (-7,0) einen stati- 
onären Punkt, in dem kein lokales Ex- 


tremum vorliegt, 


Da der Graph in der Umgebung des 
Punktes F(-7,0) = (-7,0,0) eine sat- 
telförmige Gestalt hat, nennen wir einen 
stationären Punkt, in dem kein lokales Extremum vorliegt, einen Sattelpunkt. 


Geben Sie zwei Kurven durch den Sattelpunkt (-7,0) an, in denen f 
ansteigt, bzw. absteigt. 





4.8 Aufgaben 


(a) Bestimmen Sie die im Quadrat Q = [0,27] x [0,2] liegenden stationären 
Punkte von f(xz,y) = 5 (cosz +siny)” + cosx - siny, und untersuchen Sie 
diese auf ihre Extremaleigenschaften. Bestimmen Sie das Maximum und das 
Minimum von f auf ©. 


(b) Sei f(x,y) = 3x” + 4Axy + 2y” + x”y”. Besitzt f ein Maximum bzw. ein 
Minimum auf R?? Wenn ja, geben Sie dieselben an. 
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5 Der Umkehrsatz und der Satz über implizite Funktionen 


5.1 Diffeomorphismen 


Eine Abbildung f : U — V von Gebieten U,V C R” heißt C”-Diffeomor- 
phismus zwischen U und V (r > 1), wenn f eine C"’-Abbildung ist und 
eine C"-differenzierbare Umkehrabbildung f”!:V — U besitzt. 








Das einfachste Beispiel einer Koordinatentransformation ist die Beziehung zwi- 
schen Polarkoordinaten und kartesischen Koordinaten in der Ebene: 


op Y r sing 
Diese Abbildung ist ein C”-Diffeomorphismus, wenn wir sie geeignet einschrän- 
ken, z.B. auf das Gebiet 





U= 150). | 70, -n<p<ret. 


Als Bildmenge ergibt sich die längs der negativen x-Achse geschlitzte Ebene 
V=R’\{(&0)|a<0t. 


Offenbar ist f : U — V O”-differen- 
zierbar. Die Bijektivität und die expli- 
zite Angabe der Umkehrfunktion ergibt 
sich aus der nebenstehenden Figur: 
Wir erhalten f”' durch 


r= ya? +, pP =2 arctan —— 


[üa]: Rechnen Sie für die hierdurch ge- 
gebene Abbildung g : (z,y) > (r,yp) 
nach, dass 











Jog=1v, gef=l1lv. 


Meist ist die explizite Angabe der Umkehrabbildung zu mühsam oder unmög- 
lich. Der folgende Satz und der Umkehrsatz 5.2 geben ein notwendiges und hin- 
reichendes Kriterium für die Diffeomorphismuseigenschaft, das keine explizite 
Kenntnis der Umkehrfunktion verlangt. 


Satz. Für einen C"-Diffeomorphismus f:U —V ist die Jacobi-Matrix df(x) 
an jeder Stelle x € U invertierbar. Das Differential der Inversen g = f! 
ıst gegeben durch 


dg(y) = df(x) ' für xeU und y=f(x)eV. 
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Das ergibt sich sofort mit der Kettenregel: Aus gof=1v folgt 
E = div = d(gof)(x) = dg(y)df(x). 


Mit Hilfe dieses Satzes können wir in vielen Fällen auch ohne explizite Kenntnis 
der Umkehrabbildung deren Ableitung bestimmen. 


Für die Polarkoordinatentransformation 


2: (JE) mu ann = (ir Te) 
p r sing sinp rTcosp 
ist beispielsweise leicht nachzuprüfen, dass 


CHR m _ 1 Men 4 


r \-sinp cosp 





Mit £=rcosy, y=rsing erhalten wir also für die Umkehrabbildung g 


_ __l zya?+y? yya?tı+y? 

dg(2,y) = a 
en a) = 

5.2 Der Umkehrsatz 


Sei f: R"DIN—R” eine C”-Abbildung (r > 1), deren Jacobi-Matrix df(a) 
an der Stelle ae 0. invertierbar ist. Dann gibt es eine Umgebung U von a ın 
NM und eine Umgebung V von f(a), so dass die auf U eingeschränkte Abbildung 


f|,: U>V, xHf(e) 


ein C"-Diffeomorphismus zwischen U und V ist. 


Der Umkehrsatz, auch Satz von der lokalen Umkehrbarkeit genannt, si- 
chert also die C’-Umkehrbarkeit von f „im Kleinen“, d.h. nach Einschränkung 
auf eine geeignete Umgebung von a. 








Auf die Darstellung des Beweises verzichten wir aus Platzgründen und verweisen 
auf |BARNER-FLOHR, Bd. 2, 814.6], |HEUSER, Bd. 2, 8171]. 


Halten Sie sich vor Augen, dass die explizite Angabe der Umkehrabbildung im 
Allgemeinen unmöglich ist, so zum Beispiel bei 


x c+y-+e” 
FF ; 
(4) ) 


Aus dem Umkehrsatz folgt aber, dass diese Abbildung ein ©” -Diffeomorphismus 
zwischen einer geeigneten Umgebung U von (0,0) und einer geeigneten Umge- 
bung V von (1,1) ist [UA]. 
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FOLGERUNG. Ist eine C”-Abbildung f: R" D>N2— R” mit r >1 auf einem 
Gebiet N injektiv und ist df(x) an jeder Stelle x € N invertierbar, so ist N’ = 
f(N) ein Gebiet und f ein C"-Diffeomorphismus zwischen N und ©. 


Denn zu jedem Punkt b=f(a) € © gibt es nach 5.2 eine Umgebung VC ©, 
die Bildmenge einer Umgebung U von a unter dem C’-Diffeomorphismus f | 2 





ist. Somit ist ©’ offen; ferner besitzt f | 2 eine UÜ’-Umkehrung gv, die auf V 


mit f”! übereinstimmt. Schließlich ist N’ wegzusammenhängend nach 8 21:9.3. 


5.3 Auflösung von nichtlinearen Gleichungen 





Sei f eine C'-Funktion auf einem Gebiet N. Unter der Auflösung einer Gleichung 
east) =D 


nach einer Variablen, etwa nach x„, verstehen wir eine C'-Funktion p mit der 
Eigenschaft 


LU ERBENE ED 0) RER ER 


Voraussetzung ist natürlich, dass es überhaupt Lösungen dieser Gleichung gibt, 
d.h. die Existenz wenigstens eines Lösungspunktes c = (cı,...,c&n) mit f(c) =. 
Bei nichtlinearen Funktionen f wird die formelmäßige Angabe solch einer „im- 
pliziten Funktion“ o im Allgemeinen unmöglich sein, wie zum Beispiel bei der 
Gleichung ®*’ +2 + -2=0. 








Wir haben deshalb als Erstes zu klären, unter welchen Bedingungen die Auflö- 
sung einer Gleichung wenigstens theoretisch möglich ist. Eine Auflösung wird 
im Allgemeinen nur lokal, das heißt in einer Umgebung des Lösungspunktes c 
möglich sein. Wir machen uns dies an der Kreisgleichung 


2 +y -1=0 


klar. Für y > 0 liefert plz) = v1-x? eine Auflösung nach y, für y < 0 
haben wir po(xz) = —vy1l-x? zu wählen. In Umgebungen der Lösungspunkte 
(1,0) und (-1,0) können wir die Gleichung £&° +y°—-1=0 zwar nicht nach y, 
dafür aber jeweils nach x auflösen. (Machen Sie eine Skizze!) 

Ist die Existenz einer differenzierbaren Auflösung p der Gleichung f(x,y) = 0 


nach y in einer Umgebung des Lösungspunktes (a,b) gesichert, so folgt aus der 
Gleichung f(x, yg(x)) = 0 für |r — a| « 1 nach der Kettenregel 





d 
0= —fae@))| = 80,5) +8,fla,0)y/(a). 
Im Fall O,f(a,b) # 0 können wir damit g’(a) berechnen, ohne die implizite 
Funktion x formelmäßig zu kennen. Entsprechendes gilt für Funktionen von 
drei und mehr Veränderlichen. 
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Eine Zustandsgleichung für ein Gas stellt eine Beziehung F(p,v,T) = 0 zwi- 
schen dem Druck p, dem Molvolumen v und der Temperatur 7 her. Ein Beispiel 
ist die van der Waalssche Zustandsgleichung. 


a 
Fp0o,12)= (p+ S)w-») - RT =0. 
Angenommen, eine Zustandsgleichung F'(p,v,T) = O sei in einer Umgebung 
eines Tripels (po, vo, 7o) nach v aufgelöst, 
F(p,g(p,T),T)=0 mit einer C'-Funktion v = y(p,T). 


Dann folgt durch Differentiation nach p 


öF OF Op _ 
ae 7 5, v7) En — 0, 


woraus sich im Fall 0 sofort Sep, T) ergibt. Analog erhalten wir 5% 


Die hiernach explizit bestimmbaren Koeffizienten 


«= -1(2) _ _1% a= (2) _ 190 
vo \lp)r vu’  va\9T), vo 


werden die Kompressibilität und der thermische Ausdehnungskoeffizient ge- 
nannt. 
5.4 Der Satz über implizite Funktionen 


Wir verwenden im folgenden Satz die Bezeichnung 


meer) see, ya): 


SATZ. Sei f:RPx R"DIN— TR” eine C”-Abbildung mit r >1. Ist an einer 
Stelle c= (a,b) € N mit f(c) =0O die Auflösebedingung 


ofi 
det 
(52 





(0) 0 


erfüllt, so gibt es Umgebungen U und V mit 
aeUcR’, bEeVCR”, UxVCEd, 


so dass die Gleichung f(x,y) =0 in Ux V eindeutig nach y auflösbar ist: 
Es gibt genau eine C’-Abbildung £:U — V mit der Eigenschaft 


fx,y)=0 > y=ypk) für z,y)JeUxV. 
Durch die Gleichung f(x,y) = 0 ist ä also implizit bestimmt, während die 
explizite (formelmäßige) Angabe meistens nicht möglich ist. 


Der Beweis folgt in 5.7 nach der Diskussion der Anwendungssituationen. 
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BEISPIEL. Für f(x,y) = Re(x +iy)" mit k > 2 ist an der Stelle (0,0) die 
Auflösebedingung verletzt. Durch Polardarstellung sehen wir, dass die Null- 
stellenmenge aus k Ursprungsgeraden besteht. Eine Auflösung der Gleichung 
f(z,y) =0 nach x oder y ist also in der Nähe des Nullpunkts unmöglich. 








5.5 Parametrisierung von Lösungsmannigfaltigkeiten 


Es si l1<m<n und f:R”" >02 R’” eine C’-Abbildung mit r > 1. Die 
Nullstellenmenge 





ie {xen|fx)=0}, kurz Ne4t-D), 


heißt Lösungsmannigfaltigkeit, wenn N nicht leer ist und die Gradienten der 
Komponentenfunktionen 


VAR),“s4 Vin) 


in jedem Punkt x € N linear unabhängig sind. Dies bedeutet, dass die Jacobi— 
Matrix df(x) in jedem Punkt x von N den Maximalrang m besitzt (m linear 
unabhängige Zeilen). Wir diskutieren zunächst den Fall m = 1. 





(a) Eine Gleichung (m = 1). Sei N = {f = 0} eine Lösungsmannigfaltig- 
keit, d.h. Vf(c) #0 für jedes c € N. Wir fixieren einen Punkt ce N und 
nehmen Ö„f(c) #0 an, was durch eine Umnummerierung der xı,.... £n er- 
reicht werden kann. Wir verwenden jetzt die Bezeichnungen x = (X1,...,£n-ı), 
Y:= In, a= (Cı,...,Cn-ı), B:= &n . Dann schreibt sich die Gleichung für N 


x,y) = Fit N ) — 0, 
und f erfüllt an der Stelle c = (a,b) die Auflösebedingung O,f(a,b) #0. 


Nach dem Satz über implizite Funktionen (p=n-— 1, m = 1) können wir die 
Gleichung f = 0 in einer Umgebung von c= (a,b) nach % auflösen: 





IbaseidV eyeeirsstrr) 


mit einer in einer Umgebung von a definierten C'-Funktion yp (Figur in (b)). 


Die Ableitungen von y an der Stelle a lassen sich aus den Ableitungen von f 
an der Stelle c berechnen: Differenzieren wir die Gleichung 


0 = f (zı, Re RT, ... Zu) 





nach &;, so erhalten wir mit der Kettenregel 


di J(c) 
0 = fle) +onFfle)Oipla), also O;pla) = - ——. 
(e) (ce) dipla) (a) 341 (e) 
Durch mehrfaches Ableiten der obigen Gleichung lassen sich alle höheren Ab- 
leitungen von g bis zur Ordnung r aus f bestimmen. 
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(b) Mehrere Gleichungen. Sei N = {f = 0} eine Lösungsmannigfaltigkeit, 
ce N und Rangdf(c) = m. Wir dürfen wieder — ggf. nach Umbenennung der 
Variablen im R” und Umstellung der Gleichungen — annehmen, dass 


Neil foayel u Xen Ye Wera), 


und dass für c = (a,b) die Auflösebedingung 
Of 
det c 0 m 
e ( a ) re R 


erfüllt ist. Wir können dann nach dem 
Satz über implizite Funktionen das 


Gleichungssystem f(x,y) = 0 in einer 
Umgebung W von c nach yı,...,Ym DS 
auflösen: 


Yı = Bliss) 





RP 
Une On Diese) 


wobei 21,...,2m C"-Funktionen in einer Umgebung U von a sind. 


Aufgrund des Satzes über implizite Funktionen können wir also die Lösungs- 
mannigfaltigkeit N = {f = 0} lokal durch p = n — m Parameter beschreiben. 
Wir sagen, N hat die Dimension p oder N besitzt p Freiheitsgrade. 


Die Ableitungen der Funktionen Y1,...,fm erhalten wir analog zu (a) durch 
Differentiation der m Gleichungen 

fi ee reed) =0 
nach den freien Variablen xı,...,xp. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssys- 


tem mit der Matrix (2 (©). 
Yk 





5.6 Aufgaben 

(a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem 
NeU,.2)e7r2- ert2y 1 ertyt? — 0, 
felz,y,2) =2+y+z+2sin(e+y+z)=0 


in einer Umgebung des Nullpunktes nach & und y aufgelöst werden kann und 
bestimmen Sie den Tangentenvektor der Lösungskurve an der Stelle z=0. 


Geben Sie einen möglichst großen Bereich an, in dem die Auflösung möglich ist. 
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(b) Bestimmen Sie für eine durch f(z,y,2) =0 mit Vf(xz,y,z) #0 gegebene 
Fläche die Tangentialebene in einem Punkt (xo,yo,20) mit 





F(xo, yo, 20) =, ö. f(x, yo, 20) = 0. 


Was ergibt sich für das Ellipsoid mit der Gleichung 
2 2 2 


x Y 2 
f(z2,y,z) = a De ee 


an der Stelle (xo, yo, 20) = 3 (a, b,c)? 


5.7 Zum Beweis des Satzes über implizite Funktionen 


(a) Im Fallp= m = 1 geben wir einen 
elementaren Beweis mit Hilfe des Zwi- 
schenwertsatzes. Wir dürfen 0.B.d.A. Y 


(a, b) — (0, 0), 0, (0,0) > 0 
annehmen. 


Wegen der Stetigkeit von Ö,f gibt es 
ein r > 0 mit 


d,fl&,y) >0 für Je|,y|<r. 
Wir setzen 


R=-t{@y)|al<sr|yl<r}, 





A = min {du f(2,y) | (u y) ER}, 
u = max {ld.f(2,y)| | (&,y) ER}. 


Weil y+> f(0,y) streng monoton steigt, gilt f(0,—-r) < f(0,0)=0< f(0,r). 





Wegen der Stetigkeit der Funktionen + f(rx,—-r) und 2 > f(x,r) finden wir 
ein o>0 mit 


ra,-r) <D< fer) Dr e<or<r. 


Für jedes x € |-o, o| wechselt die streng monotone Funktion y > f(x,y) ihr 
Vorzeichen, besitzt somit nach dem Zwischenwertsatz genau eine Nullstelle in 
|-r,r[, die wir mit g(x) bezeichnen. 

Für jedes x € U := ]-o,0| ist also p(x) € V := ]-r,r[, und es gilt für 
(2,y)eUXxV: 


fea,y) =0 > y=ole). 
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Nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen dı = dı(z,h), da = dÖalz,h) in ]0,1|, 
so dass mit der Abkürzung k = y(z+h)- y(x) gilt 


0 = fiz+h,pl@ + h)) - Fa, ol@)) 
#) = fa+h,ple+h)) = Fe+h,ple)) + Flat h,ole)) = Fl, pr) 
= d,fla+h,ola) + Vak)k+ 6, f(a + Vıh,ole))h. 


Hiermit erhalten wir die Stetigkeit von g: 


2, fla + dıh, pla)) 


pe+n) -ee)| = Kl = Gyno) rer 


u 
= ; 
n| < & m 
Aus (x) und der Stetigkeit (k — 0 für h — 0) folgt die Differenzierbarkeit von 
p: 
p(@+h) = p(®) 2 f(a + Vıh,yle)) 


; Z hi —nTrnannoncn li TE RE EEE 
een h R>0 O,f(z + h,o(&) + Vak) 


Da d,.f und ö,f (r — 1)-mal stetig differenzierbar sind, gilt dies auch für go’. 


(b) Der Beweis lässt sich im Fall Ö„, f(c) # 0 relativ leicht auf eine Gleichung 
f(zı,...,&n-ı,y) = 0 verallgemeinern. Halten wir alle x; mit Ausnahme einer 
Variablen xx fest, so ergibt sich wie in (a) die stetige partielle Differenzierbarkeit 
der Auflösung y = pr (tr): 


(c) Im Fall beliebiger Dimension geben wir eine Beweisskizze mit Hilfe des 
Umkehrsatzes: Wir erweitern f: RPF*”"9N2- R” zur Abbildung 


F:N- RP”, (Ky)o &fooy)). 





F ist C”-differenzierbar, und es gilt mit c = (a,b) 
F(c) = (a,f(a,b)) = (a,0). 


Für die Jacobi-Matrix finden wir 
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Diese Matrix besitzt p+m linear unabhängige Zeilen, ist somit umkehrbar. Nach 
dem Umkehrsatz 5.2 besitzt F eine lokale C’-differenzierbare Umkehrabbildung 
G, für die wir schreiben 


(u Y(u,v) " EB 
c:(%) — (sun)er xR . 


(a) (%) = F(G(u,v)) = >, ” ) a ee 





= v)) 


G(F(x,y)) = G(x,f(x,y)) für (x,y) nahe (a,b). 


= 
BER 
<<.” 
EN 
| 


Setzen wir in (a) v=0, so ergibt sich 


u= W(u,0) und O0 = f(G(u,0)) = f(u, ®(u,0)). 





Wir definieren % durch (u) := ®(u,0). Diese Abbildung ist C"-differenzier- 
bar in einer Umgebung von a, und es gilt f(x, p(x)) = 0. Umgekehrt folgt aus 
f(x,y)=0 nach (b) 


x\ - u Y(x,0) u x 
(5) zen) En 5 a: - 


5.8 Niveau- und Gradientenlinien 


Es sei f:R?DN-R eine C'-Funktion. Für c€E R nennen wir 
Ne = 4a) ER | Fey) = ec} 

eine Niveaumenge von f. Ist N. nichtleer und 
Vf(x,y) #(0,0) füralle (x,y)ENe, 


soist N. ={f=c}=1{f-c=0} eine eindimensionale Lösungsmannigfaltig- 
keit und kann nach 5.5 lokal durch C'-Kurven 


t-+ (t,y(t)) oder t+ (rx(t),t) 





beschrieben werden. Wir nennen in diesem Fall N. eine Niveaulinie. 
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BEISPIEL. Es sei 
f(a,y) = 1- (a -1)° -y.. 


Die Niveaumenge N. = {f(z,y) = c} 
ist für c < 0 eine geschlossene Kurve; 
für 0 <c< 1 besteht N. aus zwei ge- 
schlossenen Kurven. No ist keine Ni- 
veaulinie, wird aber nach Entfernung 
des kritischen Punktes (0,0) zu einer 
solchen. Nı besteht aus den kritischen 
Punkten (1,0) und (-1,0) und ist des- 
halb keine Niveaulinie. 


Unter einer Gradientenlinie von f 
verstehen wir einen C'-Weg d:I»>Q 
(I ein offenes Intervall), dessen Tangen- 
tenvektor an jeder Stelle in Richtung des Gradienten von f zeigt: 


b(t) = At)VfGblt)) mit Al) >0. 





SATZ. Gradientenlinien und Niveaulinien schneiden sich in rechten Winkeln. 


Denn beschreibt s > o(s) = (s,y(s)) 
(oder (x(s),s)) lokal eine Niveaulinie 
N. und ist t > %(t) eine Gradienten- 
linie mit ıb(to) = P(so) =: a, so folgt 
aus f(yp(s)) = c mit der Kettenregel 












EN 
N 




















ai UN, SINN \\ 
s=sQ RR AS 


( (to), 2(so) ) | 


Alto) > 


N\ 
IK? 
N 
N 
Die nebenstehende Figur zeigt die 
Niveau- und Gradientenlinien einer 
Funktion mit zwei lokalen Maxima und 





































einem Sattelpunkt, darunter den Gra- EN \ 

phen dieser Funktion. Fassen wir die- Fa 4 BOZEN 

sen als eine Landschaft auf, so ent- ERISEIITTIRN 
spricht jeder Niveaulinie eine Höhen- NEREAII IN 
linie (Fig.). Wie in 3.2 gezeigt wur- III 
de, zeigt der Gradient von f in jedem NSSEHSZIEI SEI) 
nichtstationären Punkt in Richtung des NIESSHERE 





steilsten Anstiegs. 
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(a) Wie muss für den Wanderer im Graphengebirge auf dem Weg steilsten 
Anstiegs der Faktor A(t) in Abhängigkeit von der Zeit t gewählt werden, damit 
er mit der konstanten Geschwindigkeit v > 0 voran kommt ? 








(b) Begegnet er einem auf einer Höhenlinie laufenden Spaziergänger, so schnei- 
den sich ihre beiden Wege senkrecht. 





Für C'-Funktionen von n > 3 Variablen sind die Niveaumengen N. Z ß, auf 
denen der Gradient nicht verschwindet, (n — 1)-dimensionale Lösungsmannig- 
faltigkeiten, genannt Niveauflächen. Auch diese werden von Gradientenlinien 
orthogonal durchsetzt. 





6 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen 
6.1 Notwendige Bedingungen, Lagrange-Multiplikatoren 





Gegeben seien C!-Funktionen g, fı,...; fm auf CR”, und es sei m<n. 
Ferner sei N #® die Lösungsmenge des Gleichungssystems 


Hoyel, or Ina) N. 


Wir suchen die lokalen Minima der Funktion g auf der Menge N, also diejenigen 
Punkte ce N mit der Eigenschaft 


g(e) < g(x) füralle xe NNK;(c) 


mit einem geeigneten r >. 


Entsprechend sind lokale Maxima von g unter der Bedingung x € N definiert. 
Diese lokalen Minima und Maxima werden auch als die lokalen Extrema von 
g unter den Nebenbedingungen fı =(,..., fm = 0 bezeichnet. 


Der folgende Satz liefert notwendige Bedingungen für die gesuchten lokalen Ex- 
trema, welche die Auflösung des Gleichungssystems für N nicht erfordern. 


SATZ. Sei N eine Lösungsmannigfaltigkeit, und g habe unter den Nebenbedin- 
gungen fı =0,...,fm =0 an der Stelle c € N ein lokales Extremum. Dann 
gibt es eindeutig bestimmte Zahlen (Lagrange-Multiplikatoren) Aı,...,Am € 
R mit 


Vale) = DA vHle), 


d.h. die Funktion g— >, Ajfj hat in c einen stationären Punkt. 





j=1 

Bei der Berechnung einer Extremalstelle ce = (cı,...,cn) haben wir also für die 

rn + m Unbekannten cı,...,Cn,; Al;---,Am dien+ m Gleichungen zu lösen: 
ee ld Dal ses, 


ON Ci) = 0 ans) n— 2000 
J=l 
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BEWEIS. 


Wie in 5.5 (b) dürfen wir nach Umnummerierung der Variablen die Vektoren 
des R” in der Form (x,y) € R’x R” (p = n— m) schreiben, so dass die 
Auflösebedingung lautet: 


fi 
det (320) FL: 


Nach dem Satz über implizite Funktionen gibt es eine Umgebung UxV <C 
RPx R” von c= (a,b) und eine C'-Abbildung % = (Zpı,...,£m):U—V 
mit p(a)=b und 


fx,y) =0 > y=ygykx) in UxV. 


Nach Voraussetzung hat x > g(x,Yp(x)) an der Stelle a ein lokales Extremum 
(jetzt ohne Nebenbedingungen). Ferner gilt fk(x,p(x)) =0 nU für k = 
l,...,m. Mit der Kettenregel folgt 








öigle) + I Irigle)dipila) =0 (i=1,...,p), 


öifr(c) + > dnrsfr(e) dip;la) =0 (i=l,...,p k=1,...,m). 
j=1 
Um diese Gleichungen übersichtlicher zu gestalten, setzen wir (mit @=j-+p) 


vo=e+ > Oesla)er = 14:59); 
t=p+1 


und erhalten 
(v3, Vgl): =D ind The) U KkelLas,i); 


d.h. die Vektoren Vg(c), Vfı(c),...,Vfm(c) liegen im Orthogonalraum U- 
von U = Span {vı,...,vp}. Die Matrix mit den Spalten vı,...,v» hat die 
Gestalt 


E 
( p ) ( E, bezeichnet die p x p-Einheitsmatrix), 
dp(a) ) xy 


und hat somit den Rang p. Daher sind vı,...,v» linear unabhängig. Es folgt 
dimU =p,also dim U =n-p= m nach 819:3.2 (c). Da Vfı(c),..., Vfm(c) 
nach Voraussetzung linear unabhängig sind (vgl. 5.5), bilden diese eine Basis 
von U-, also gilt mit eindeutig bestimmten Zahlen Aı,..., Am 


Vg(e) = AıVfıle)+...+AmVfm(e). D 
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6.2 Hinreichende Bedingungen 


Satz. Zusätzlich zu den Voraussetzungen 6.1 seien 9, fı,...,fm C* -differen- 
zierbar. Dann hat g an der Stelle ce N ein lokales Minimum unter den Ne- 
benbedingungen fı =... = fm = 0, wenn es Zahlen Aı,...,Am € R gibt, so 
dass für 

G=9-NAf 
Folgendes gilt: . 
(a) VG(e) = 0, 


(b) (v,G”’(c)v)>0 für alle Vektoren v#£0 mit v LVfı(c),..., Vfm(c). 
Analoges gilt für ein lokales Maximum. 
BEWEISSKIZZE. Wir verwenden wieder die Bezeichnungen von 6.1 und setzen 


&(x):=(x,p(x)), A:= ®(a) = (d;(a)). Es gilt 
09:0; (g (0) ®)(a) = > 9. 0:G(c) 9;®, (a) 0;®; (a) e 


k,0=1 
Das ergibt sich aus Vg(c) = )_,AnVfn(c) und dd, (fno®)=0 (h=1,...,m), 
[üAl. Aus (go ®)”(a) = A’G”(c)A folgt dann für we RP und v=AweR” 


(w, (go ®)”(a)w) = (w, A'G”(c) Aw) = (Aw,G”(c)Aw) = (v,G”(c)v). 


Die linke Seite ist positiv definit, weil die lineare Abbildung A = ®’(a) den RP 
bijektiv auf Span !dı®(a), er ö,®(a) } —= U" = Span {Vfi(e), u VImlC) 5 
abbildet. Oo 
6.3 Aufgaben 
(a) Für a> O und ac-b° >0 seien 

gla,y) =x”+y und f(z,y) = ar +2bey+cy -1. 
Zeigen Sie, dass die Bestimmung lokaler Extrema von g unter der Nebenbedin- 


gung f = 0 auf ein Eigenwertproblem führt und die Hauptachsen der Ellipse 
(bzw. des Kreises) f(x,y) = 0 liefert, vgl. $20:4.3. 


(b) Die Herstellungskosten einer Kiste ohne Deckel seien proportional zur Ober- 
fläche plus 2 mal der Summe der Kantenquadrate, also durch 








f(z,y,z) = cy + 2xz + 2yz + 3x” = >y” + 37° 


mit den Kantenlängen x,y,z gegeben. Machen Sie das Volumen xyz zum Ma- 
ximum unter der Nebenbedingung f(x,y,2z) = 32. 





(c) Seien f(z,y,2) = 2°+3y’+32”, g(2,y,2) = 2” +22y-3z° . Bestimmen Sie 
das Maximum von g(z,y,z) unter der Nebenbedingung f(r,y,z) < 1. (Existenz 
des Maximums ? Wie steht es mit lokalen Extrema im Innern {f < 1}? Die 
Methode des Lagrange-Multiplikators für {f = 1} führt auf vier Gleichungen 
mit zehn Lösungen, die miteinander zu vergleichen sind.) 
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6.4 Anwendung auf die Boltzmann-Statistik 
In 84:8.6 wurde nach Bedingungen dafür gefragt, dass 


N! 
A N EN. 
WEnNn.M Ken 


maximal wird unter den Nebenbedingungen, dass die Teilchenzahl N und die 


Energie U = > €&;N; vorgegebene Konstanten sind. 
i=1 


Zur analytischen Behandlung dieser Frage bei sehr großen Besetzungszahlen 
N; werden diese wie kontinuierliche Variable behandelt. Mit Hilfe der Stirling- 
Approximation n! vw vV2rn(n/e)” (810:1.5) ergibt sich 


r—]1 





loegW m» NlogN -),N:logN; + 31logN - 3 Y,logN; — 


log2r. 





Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Näherungsgleichung mit g(Nı,...,N,) 
und fragen nach einem Maximum von g unter den Nebenbedingungen 


MN; N) .— I.NEN, fe(Nı,..., Nr) .— aNeL 








ı=]1 ı=]1 
Für ein solches gibt es Lagrange-Multiplikatoren Aı = -@, Aa = —-ß mit 
Vg+aVfi+PßVfe=0. Aus 
9g 1 1 ofı Of 
—— = log N - log Nk + — — —— = | = 
ON, ENTE an ZN ON Om 
(k=1,...,r) folgt daher 
Bene. te oe ade 
Te N een 
und nach Vernachlässigung von 1/2N, 1/2Nx ergibt sich 
N = Nettf®, 
Wegen N = )) Nk = Ne® Sek ist & = -log )) ef**. Setzen wir noch 
k=1 k=1 k=1 
Bey, e?°r so erhalten wir für die Besetzungszahlen 
kei 
Nr = ı efek . 


oO 


Mit Hilfe der hinreichenden Bedingungen 6.2 lässt sich zeigen, dass diese ein 
Maximum für g unter den Nebenbedingungen liefern für]. 
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In der Thermodynamik wird die Größe 
Seh log W max 


die Entropie der Verteilung (Nı,..., N,) genannt und gezeigt, dass 3 mit der 
absoluten Temperatur 7T' durch die Gleichung 9 = — Tr verbunden ist, wobei 
k die Boltzmann-Konstante ist. 








Nach Vernachlässigung aller relativ kleinen Terme in der Näherungsformel für 
Wwmax erhalten wir 


$ = k(NlogN - Y)NilogN;) 
ul 
> Ni; Ni _ 1 
= — kN — nn er = kNlogo + Th 


mit 
. 


I a > seit = >> EUR, 


ı=1 1 
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1 Das Integral für Treppenfunktionen 


1.1 n-dimensionale Quader 


Unter einem n-dimensionalen Quader oder n-dimensionalen Intervall 
verstehen wir das kartesische Produkt von n beschränkten eindimensionalen 
Intervallen /ı,..., In, 


1=e4,X% u. X las 
Außer der Beschränktheit unterliegen die Intervalle /ı,..., /„ keiner Bedingung; 


sie dürfen offen, abgeschlossen, halboffen und einpunktig sein. Es sei wieder 


1 fürxelI oo 
Xı(x) = . die charakteristische Funktion von I. 
0 fürxgI 


Das Volumen V(/) = V”(I) eines Quaders definieren wir als Produkt aller 
Seitenlängen, also 


V(T) = (bı -aı) :*- (On - An); 


wenn ar < br; die Intervallgrenzen von /, sind. Ein Quader heißt entartet, 
wenn sein Volumen Null ist, d.h. wenn mindestens eines der /, einpunktig ist. 





Das Volumen ist translationsinvariant: 


V(c+1l)=V(I) für jede Translation mit einem Vektor c. 
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1.2 Rasterung von Quadersystemen 
Sind Iı,...,In C R” kompakte Quader, so gibt es kompakte Quader Jı,...,JMm 
im IR” mit paarweise disjunktem Innern, 
ne -d für TR, 
so dass 
Ih). eh) Ua 


gilt und jedes I; die Vereinigung geeig- 
neter Jr Ist. 





Wir nennen Jı,...,Jm eine Raste- 
rung von /ı,...,I/In. 


Im ebenen Fall n = 2 verlängern wir 
sämtliche bei den /ı,...,/n vorkom- 
menden Rechteckseiten zu Geraden in 
der Ebene. In diesem Raster markie- 
ren wir alle Rechtecke, die in einem 
der /; liegen und bezeichnen diese mit 


Iirseisd/ MM: 


Im Falln > 3 gehen wir genauso vor; die Rasterung des R” erfolgt durch 
Verlängerung aller Seitenflächen. 








1.3 Treppenfunktionen 





Sei I C R” ein kompakter Quader. Jede reelle Linearkombination 


N 
p= ),Xı, 
k=1 
aus charakteristischen Funktionen von Quadern /; C I heißt Treppenfunk- 
tion auf /. Die Treppenfunktionen auf / bilden also einen Vektorraum über R, 
auf dem |\ol| = ||p||, = max {|p(x)| |x € I} eine Norm liefert. 


Zwei Treppenfunktionen 2, V) nennen wir äquivalent oder fast überall gleich 
(po = % f.ü.), wenn sie sich höchstens auf Quaderrändern unterscheiden. Für 
jede Treppenfunktion p gibt es kompakte Quader J; mit paarweise disjunktem 
Innern, so dass 





M 
Yv— Y,.0X, El: 
ı—=1 





(disjunkte Darstellung). Zu je zwei Treppenfunktionen y, ıb gibt es eine ge- 
meinsame disjunkte Darstellung 


M M 
Y— Lex: f.U., (10 = Y,dıX,y, 2.0: 


1 il 
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Beides ergibt sich nach 1.2 durch Rasterung aller in a bzw. in go und ı auftre- 
tenden Quader. Es folgt 


M M 
ap+Bd =), las +Bh)Xr, fü, pl = dlalXr, fü.. 
i=1 i=1 


1.4 Das Integral von Treppenfunktionen 





Für eine Treppenfunktion p auf I in disjunkter Darstellung 


N 


= VO CHAT, f.ü. 
k=1 


definieren wir das Integral durch 


I» .— 5 er VilR): 


kei 
Wir schreiben dafür auch | p(x)d"”x. Dass diese Definition Sinn macht, d.h. 


dass die Art der Drei keine Rolle spielt, sei den Lesern als über- 
lassen. (Zwei äquivalente disjunkte Darstellungen von y lassen sich mittels ge- 
meinsamer Rasterung aller auftretenden Quader durch eine verfeinerte disjunkte 
Darstellung mit gleichem Integral ersetzen.) 


Für einen Quader JCI silt 








[p = [ px) d*x — ex. 


1.5 Eigenschaften des Integrals für Treppenfunktionen 
(a) Äquivalente Treppenfunktionen auf I haben gleiche Integral. 


(b) [Kap+ Bd) =aje+Lß|Y (Linearität). 
(€) 


IV 


0 Fu = BR, 


ob fü. — . < [% (Monotonie). 
I I 


IN 


p 
r 


@) | fe|< Seil < IelvM. 


u 


N 
(e) Für jede (auch nicht disjunkte) Darstellung g = >, CrXr, von p gilt 
Bel 


z 


[p — . CA ARNF 


1 
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Die Aussage (a) folgt per Definition; (b) ergibt sich durch gemeinsame disjunkte 
Darstellung von op, gemäß 1.3. 


N 
Für (c) ist zu beachten, dass bei disjunkter Darstellung = ), crXr, 
k=1 


on Lu. > >00 Wräle 7, mit VL) >20: 


Der Rest von (c) ergibt sich durch Betrachtung der Treppenfunktion 


d-p>0 


und Ausnützung der Linearität. (e) folgt direkt aus (b). 


N 
Zu (d): Ist = ), crXr, in disjunkter Darstellung, so gilt |cr| < ||oll. 
kl 


1.6 Sukzessive Integration 


Seien ICRP, J CR? kompakte Quader. Vektoren z € RP? schreiben wir in 
der Form 


Zee inet): 





Dann gilt für jede Treppenfunktion p auf Ix J: 


(a) Für jedes feste x € I liefert y> p(x,y) eine Treppenfunktion auf J, 


(b) x dx = o(x,y)d'y ist eine Treppenfunktion auf TI, 
J 
() [ pya)d’ttz = [ulx)dx = [( [pla,y)d’y) d’x 
IxJ I 2 
BEWEIS. 





Jede Treppenfunktion g auf I x J hat die Form 


N 


Y — Y. CRÄILX IE . 
k=1 


Für festes x € I liefert 


N 
yH o(x,y) ze (crX1,.(&))X7,.(Y) 





definitionsgemäß eine Treppenfunktion auf J mit 


Je y)d’y = Dax, &)V(A) =: dr). 


k=1 
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Dies stellt eine Treppenfunktion auf / dar. Nach 1.5 (e) folgt 


vi) d’x = DeorV (A) vr) — 5 cAVPrUIEx Ik) 


k=1 k=1 
= [| plz) dP*'z. D 
IxXJ 
1.7 Additivität des Integrals. Für jede Zerlegung eines Quaders TI, 


N 


o ) N 
= |), m& LNZG=8 ri Sr )O=D, 70: 
i=1 I i=1 1; 
Der Beweis ergibt sich, indem man aus /ı,...,/n und den in op auftretenden 





(Quadern eine Rasterung herstellt, [üAl. 


2 Integration stetiger Funktionen über kompakte Quader 


2.1 Definition des Integrals 


Jede auf einem kompakten Quader I stetige Funktion f ist gleichmäßiger Limes 


einer Folge von von Treppenfunktionen po, auf I. Für diese existiert ‚lim [ Pk, 
—0o I 


und dieser Grenzwert ist für jede approximierende Folge derselbe. 


Wir erklären das Integral von f durch 
IE BI xX= ‚im Jr, 


Häufig bezeichnen wir dieses Integral kurz mit I Ye 
I 


Der Beweis ergibt sich wörtlich wie in 811:2.3 und 811:3.1. [öA]: Führen Sie 
den Beweis, ohne an der genannten Stelle nachzusehen ! 


Hinter dem Symbol d"”x (= dxıdxıa---di„n, auch dx, dV” oder dV”(x) 
geschrieben) steht die Vorstellung eines „n-dimensionalen Volumenelements“, 
vgl. 811: 3.2. — Für n = 2,3 sind die folgenden Schreibweisen üblich: 





bı ba 


If f&,y) de dy statt [If für I= [aı,bı] x aa, b2] , 


a1 a2 I 
bı ba bg 


[ i I dedydz für I= [aı,bı| x [a2,b2] x las, ba] . 


aı ao az 
[ f(xz,y) d& dy deuten wir im Fall f > O0 als Volumen des Körpers zwischen dem 


I 
Rechteck / in der (x,y)-Ebene und dem Graphen von f über I. 
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2.2 Eigenschaften des Integrals 
(a) [(af+Bg)d"x = a[Fd"x+B|gd"x (Linearität), 
I I I 
br Fed = ne € nz (Monotonie) , 
) \JF@x| = ICE: < |jfl|V(T) (Integralabschätzung) , 
(a) iA —. pe 


Dabei ist ||f|| = max {|f(x)| | x € 7}. Für die Beweise gilt das oben Gesagte. 





2.3 Parameterintegrale 


(a) Sei I ein kompakter Quader im IR” und N ein Gebiet im R’”. Ist f(x,y) 
als Funktion aller Variablen stetig in I x ©), so ist das Parameterintegral 


y+ F(y Zain 


stetig in D. 


(b) Existieren zusätzlich alle partiellen Ableitungen 5-(x,y) in Ix N und 
sind diese dort stetig, so ist F eine C'-Funktion auf Q, und es gilt 


OF . of " u 

3,9) zZ [ana x k=l-..,M). 
I 

BEWEIS. 


(a) Wir fixieren einy € N und wählen r >Oso, das K=K,(y) CD. Da f auf 
I x K gleichmäßig stetig ist, gibt es zu gegebenem e > O ein dö mit Oo <ö<r, 
so dass |f(x,z) - f(x,y)| <e für allexe€ I und alle z,ye K mit |z- y|| <. 
Nach 2.2 (c) gilt für |z-y| <ö 


IF(z) - = | fa (&,y))d”x| <eV(N. 


(b) Nach 822:1.6 und (a) genügt es, den Fall m = 1, also F(t /n x,t)d"x 


zu betrachten. Wie oben fixieren wir t, wählen K = |t—r,t+r]| C 9 und finden 

ein 0 > 0 mit | (x, s) _ S(x,t) | <e für alle (x,s)EIx Kmit |s -t|<o. 

Nach dem Mittelwertsatz für s > f(x,s) gibt es zu jedem x € I und für alle 

s,t mit 0< |s—-t| < 0 eine echt zwischen s und t liegende Zahl 9 = dx, s,t) 
mit 

f(x, s) HS t) Of 

Se dt 


an) = Zen - Een] < e, 
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denn es gilt 0 < |d —- t| < o. Somit haben wir für 0 <|s-t|<o 


F(s) - Fit) of x,S) et) _ 0, n 
Dz KL (x,t) d"x isn ui Han) @x| 


s—t ot 
<eV(l). 





Daher existiert F’(t) = / ni (x,t)d"x und ist nach (a) stetig in t. Q 


z 


2.4 Sukzessive Integration über kompakte Quader 


(a) Für jede auf einem Rechteck [a,b] x |c,d| stetige Funktionen f gilt 


[ S r&y) dady = [ (SF W)dy) de = [(SFay)de) dy: 


Das Integral über ein Rechteck lässt sich also auf die sukzessive Berechnung 
gewöhnlicher Integrale zurückführen. Beachten Sie, dass nach 2.3 


F(x) = | f(z,y)dy und G(y) = | f(x, y) dx 


stetige Funktionen liefern. 

(b) Ganz analog gilt für jede auf einem Quader I x J stetige Funktion f 

[ say) @xdy= [(SIay)d'y) dx = [([Iy)d’x) d'y, 
4 a: 


IxJ 


wobei ICRP, JC R? kompakte Quader sind. 





Daher lässt sich das n-dimensionale Integral auf die sukzessive Berechnung 
gewöhnlicher eindimensionaler Integrale zurückführen: 


Für Z= j1;51]|X.::% [5] gi 


ER 





wobei die Reihenfolge der Integration keine Rolle spielt. 


BEWEIS. 
(a) Nach Definition des Integrals gibt es Treppenfunktionen px mit 


If - al<ı und [Sera andy - Deren 


a c 


Dabei gilt nach 1.6 
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SS or(&,y) dedy = [ (JS yrla,y)dy) de = [r(a) de, 


wobei Ydx(x) = I; pr(x,y) dy wieder Treppenfunktionen sind. Für diese gilt 


C 








d —— 
IF@) = ux@)| = | SCf@w) - one) du | < TE, 

also 

r ar j (b-a)(d- c) 
|[Fla)de- [ [orla,y)dedy| = | [ (Fle)-Yrle)) de| < - 
Hieraus folgt die erste Behauptung 

b.d b d b b_ d 
SI fa, y) dedy = lim [ [era y)dedy= [ Fla)de= (SF y)dy) de. 

ko 





Vertauschen der Rollen von x und y liefert die zweite Behauptung. 


(b) ergibt sich völlig analog. D 


2.5 Additivität des Integrals 
(a) Ist ein kompakter Quader I die Vereinigung kompakter Quader Iı,..., In 
mit I.NIı=® für k£L, so gilt 


I2o)@% = ” I3)a 2. 


I =1 I,; 


Der folgende Sachverhalt wird für das Integral über offene Mengen benötigt: 
(b) Für einen kompakten Quader I gelte I = |) I;, wobei die I, kompakte 


k=1 
Quader mit paarweise disjunktem Innern sind, und jeder kompakte Quader J C 


I von endlich vielen der I, überdeckt wird. Dann gilt 


[s(&) d"x = > II) dx. 


BEWEIS. 





(a) Für jede Treppenfunktion y gilt nach 1.7 


fe=& fe 
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Sind p; Treppenfunktionen mit ||f -y;|| — 0 und [y; — [ F, so folgt die 
T T 


Behauptung durch Grenzübergang. 


(b) Zu vorgegebenem e > 0 wählen wir einen kompakten Quader JC I mit 


N 

V(N) -V(J) < e. Nach Voraussetzung gibt es ein N mit J C |) Ir. Durch 
k=1 

Rasterung verschaffen wir uns endlich viele Quader Jı,..., Ju mit paarweise 


disjunktem Innern, so dass / = Iı U---U In U Jı U---U Jm. Dann ergibt sich 
nach (a) wegen , CI\J(i=1,...,M) 


fr- 2 Srl= I / Srı= Sven < fe, = 


=1[, a 


ja 


J; 


3 Das Volumen von Rotationskörpern 


3.1 Das Volumen zwischen zwei Graphen 


Sind g<h stetige Funktionen auf einem kompakten Rechteck I = [a,b] x [c, dl, 
so hat der Bereich Z zwischen den beiden Graphen 


Z= !(0,y,2)|a<xz<b, c<y<d, g(&,y) <z<hle,y)} 


das Volumen 


= [ f (hia,y) - g(@,y)) dedy. 


Das ist anschaulich plausibel und ordnet sich der in Abschnitt 7 gegebenen 
allgemeinen Volumendefinition unter. 


3.2 Das Volumen von Rotationskörpern im IR® 





Sei r: [a,bl — [0, R] eine stetige Funktion. Durch Rotation der Fläche 
(2, y, 2) ab vl, 0<z<r(e)} 

um die x&-Achse entsteht der Rotationskörper 
Ke (x, y, 2) la<z<b, Y+z’< r(2)" } 


(Machen Sie sich das anhand einer Skizze klar!) 


Setzen wir für a<r <b, -R<y<R 


ra», —y, für y<rle) 
fa,y) = 
0 für r(e)<\y|<R, 
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so ist f stetig auf [a,b] x |-R, R| und V(K) gleich dem Volumen von 


K* = {(2,9,2) | (2,4) € [a,b] x |-R,R],-f(&,y) <z< fly}. 


Also gilt nach 3.1 und 2.4 


b R b ir 
V(K) 2! eye - 2]. [ Vr(e)?- y?dy) de. 
= a —r(x) 


Nach 811:7.4 (a) erhalten wir 


Das Volumen ergibt sich also durch Aufintegrieren über alle an K beteiligten 
Kreisscheiben. 


3.3 Das Kugelvolumen 


Für r(x) = vR?—- x? ergibt sich das Volumen der Kugel Kxr(0) 


R 
| (R’ _ x”) dee (2R° — =R°) = snR®. 
—R 
3.4 Aufgabe. Berechnen Sie das Volumen eines Kreiskegels mit Höhe h und 
Grundkreisradius R, dessen Spitze im Nullpunkt und dessen Achse in der posi- 
tiven &-Achse liegt. 


4 Das Integral stetiger Funktionen über offene Mengen 


4.1 Quaderzerlegung offener Mengen 


Zu jeder nichtleeren offenen Teilmenge N des IR” gibt es eine Folge von kom- 


pakten Quadern Iı,Ia,... mit paarweise disjunktem Innern, so dass 
@) 2 = U, 
k=1 


(b) jede kompakte Teilmenge von N bereits durch endlich viele dieser Quader 
überdeckt wird. 


Jede solche Zerlegung von () nennen wir eine Quaderzerlegung von Q). 


Wir führen den Beweis der einfacheren Notation halber nur für n = 2; der 
Allgemeinheit wird dadurch kein Abbruch getan. 
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BEWEIS. 


(a) Wir überziehen die Ebene mit dem 
Netz aller Geraden x = k, y = I mit 
k,l € Z. Die so entstehenden kompak- 
ten Einheitsquadrate nennen wir Qua- 
drate nullter Stufe. Ko sei die Vereini- 
gung aller Quadrate nullter Stufe, wel- 
che in ©) liegen. 








Nun unterteilen wir das Quadratnetz 
durch Einziehen von Halbierungslinien. 
Es entstehen Quadrate erster Stufe mit 
Kantenlänge > und mit Eckpunktko- 
ordinaten der Form sm mit m € 2. 
Kı sei die Vereinigung aller Quadrate 
erster Stufe in 0, welche nicht in Ko 


liegen (Fig.). 





Durch weiteres Einziehen von Halbierungslinien gewinnen wir Quadrate zweiter 
Stufe; Ka ist dann die Vereinigung aller Quadrate zweiter Stufe in ©), welche 
nicht zu Ko U Kı gehören. Fahren wir mit diesem Verfahren fort, so erhalten 
wir Quadratvereinigungen Ko, Kı,... mit 


U RK: C 0. 
i=0 
Wir zeigen 
(.2C Ri 
i=0 
SeixeN und K.(x) CD. Wählen wir m mit 27"V2 <r, so liegt jedes x 
enthaltende Quadrat m-ter Stufe ganz in ©). Also wird x spätestens von Km 
erfasst, ze JKCUK:: 
i=0 i=0 
Die Vereinigung aller K; enthält genau abzählbar unendlich viele Quadrate. 
Uberabzählbar viele können es nicht sein, denn die linken unteren Eckpunkte 
haben rationale Koordinaten, und jeder dieser Eckpunkte kommt nur einmal 
vor. Endlich viele können es auch nicht sein, denn die Vereinigung endlich vieler 
kompakter Quadrate ist kompakt und nicht offen. 








(b) Ist K eine kompakte Teilmenge von Q, so gibt esein r > O0 mit K,(x)CNQ 
für alle xeK. Für = R’ ist dies klar. Andernfalls hat D einen Randpunkt, 
und wir setzen r = > dist (K,80). Wir wählen ein m € N mit 2°” V2<r und 


erkennen wie oben, dass K C |) Ki. Alle Quadrate in |) X; haben mindestens 
i=0 i=0 

Kantenlänge 27”. Da K beschränkt ist, genügen endlich viele von diesen, um 

K zu überdecken. Oo 
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4.2 Integration stetiger Funktionen über offene Mengen 


Im Folgenden sei 2 C IR” eine offene Menge. Eine stetige Funktion f:2—R 
heißt über 2 integrierbar, wenn es eine Zahl M > 0 gibt, so dass 


>, JIf@)ld’x < M 








für je endlich viele kompakte Quader /ı,...,/In in ©) mit paarweise disjunktem 
Innern. 

Für eine über 2 integrierbare Funktion f ist es gerechtfertigt, das Integral 
durch 





If = [fax = % [ fo)d"x 





zu definieren, wobei /ı,Ia,... eine beliebige Quaderzerlegung von 2 ist. 


SATZ. Die rechtsstehende Reihe konvergiert und hat für jede Quaderzerlegung 
von N denselben Wert. 


BEMERKUNGEN. (a) Mit f € C(2) ist nach Definition auch |f| über © integrier- 
bar, eine Eigenschaft, welche auch das in Band 2 definierte Lebesgue-Integral 
hat. 


(b) Ist f auf einem kompakten Quader / stetig, so ist f nach 2.5 (b) auch über 


das Innere von / im Sinne von 4.2 integrierbar, und für 2= I gilt 
IE 
9 T 


(c) Die Hilfsmittel zur praktischen Berechnung des Integrals (Ausschöpfungs- 
satz, Transformationssatz, sukzessive Integration) werden später bereitgestellt. 











BEweEIS. Die absolute nn der Reihe folgt aus 


BUREL |< > fIf@) d’x<M fürall NenN. 


k=1 1, 


Die Unabhängigkeit von der speziellen Quaderzerlegung ergibt sich auf folgende 





Weise: Sei = |) r = U Jı. Dann ist I, N Jı wieder ein (evtl. entarteter) 
k=1 | 

Quader oder aber leer. Es ist leicht einzusehen, dass die nichtleeren IN Jı 

bei geeigneter Durchnummerierung eine Quaderzerlegung von ©) liefern. Wegen 


I, = U Ze) und U IN Jı gilt nach 2.5 (b) 


i=1 k=1 


Jr=% [| f und Ji=2% [ f, dasselbe für |f]. 


= 2. Ted} k= 1I.NJı 





Aus = großen Unordnungat für Reihen 87:6.6 folgt 


DiI=- LIE SH =-LIR Sr) -Lfr 98 


k=1]7 Beil 1 Je] (=1l k-1Tınd ei! 
k k [ k U l 
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4.3 Eigenschaften des Integrals 
(a) Linearität. Mit f und g ist auch af + Bg über N integrierbar und 


[(af+Bg) ae — alfd"x+B|gd"x. 
Q Q Q 


(b) Monotonie. Für integrierbare Funktionen f,g mit f <g gilt 


1.20x < [sgd'x. 
© © 


(c) Integralabschätzung. Definitionsgemäß ist f genau dann über N. inte- 
grierbar, wenn |f| über N integrierbar ist. Es gilt dann 


Iffarx|< fIfld'x. 
9 9 
(d) Majorantensatz. Ist f :Q — R stetig und gibt es eine integrierbare 


Funktion (Majorante) 9: —Rıx mit |f| < g, so ist f über N integrierbar. 


(e) Zerlegung in positiven und negativen Teil. Eine stetige Funktion f 
ist genau dann über N integrierbar, wenn ihr positiver und negativer Teil 


%=3(f+fN, F-=3(f-f) 


beide über ©) integrierbar sind. Es gilt dann 


130% = BEN _ 02. 
9 9 ® 


(f) Ist f über N integrierbar, so ist f auch über jede offene Teilmenge No von 
() integrierbar und es gilt 


| fax < [Ifld'x. 
“2 


Ro 





Alle Beweise ergeben sich in einfacher Weise aus der Definition und den ent- 
sprechenden Eigenschaften des Integrals über kompakte Quader [üAl. 


4.4 Additivität des Integrals 
Seien N1,Na,... paarweise disjunkte offene Mengen. Eine uf 2 = |) % 
k 


stetige Funktion f ist genau dann über Q integrierbar, wenn f über jedes 


integrierbar ist und die Reihe ), F |f| konvergiert. Es gilt dann 


[fax = [farx. 
2 
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BEWEIS als [üA]: Quaderzerlegungen von ()ı,02,... ergeben zusammen bei ge- 
eigneter Nummerierung eine Quaderzerlegung von ©). Die Behauptung folgt 
dann mit dem großen Umordnungssatz 8 7:6.6. = 


4.5 Integrierbarkeit beschränkter stetiger Funktionen 


Jede auf einer beschränkten offenen Menge ©) beschränkte stetige Funktion ist 
über Q integrierbar. 
BEWEIS. 


Nach Voraussetzung gibt es einen kompakten Quader I mit 2 C I und eine 
Schranke C für |f|. Sind /ı,...,/v kompakte Quader in mit paarweise dis- 
junktem Innern, so gilt 


N N 

„ (I o)ldx <cYvin)<cvt. 2 
k=1 I, Bel 

4.6 Ausschöpfende Folgen 


Die offenen Mengen Qı C 92 C D3 C ... bilden eine Ausschöpfung von Q), 
wenn 





= |) und x, jeweils eine kompakte Teilmenge von Q ist. 
k=1 
Eine stetige Funktion f :2 — R ist nach 4.5 über jedes ©, integrierbar, da 
(}. beschränkt ist und f auf der kompakten Menge (2, beschränkt ist. 





BEISPIELE. 
(a) Die Rechtecke N, = ]-k,k| x ]-k,k[ schöpfen RR? aus. 





oo N 
(b) Sei = |) Ir eine Quaderzerlegung und In das Innere von Vn = | Ir. 

k=1 k=1 
Die Nx bilden eine aufsteigende Folge mit On C 2. Jeder Punkt x € Q 
liegt in wenigstens einem Quader /;. Liegt er im Innern, so gehört er zu %. 
Liegt xo auf dem Rand von /;, so gibt es noch weitere I; mit xo € Ih. Es ist 
leicht einzusehen, dass xo im Innern der Vereinigung aller (endlich vielen) /ı 
mit xo € Iı liegt. 


BEMERKUNG zu (b). Sei Dı C Da C ... eine beliebige ausschöpfende Folge. 
Dann gibt es zu jedem 2, ein Vn mit Du C Vn, und jede kompakte Teilmenge 
K von D liegt in einem geeigneten Mı. 





Denn einerseits ist N, kompakt und wird daher nach 4.1 schon von endlich 
vielen der /ı,Ia,... überdeckt. Ist andererseits K C 0 kompakt, so liegt jeder 
Punkt von K in einem geeigneten |2);. Nach dem Überdeckungssatz von Heine- 
Borel 821:6.3 genügen daher endlich viele ;, um K zu überdecken. Als 9, 
nehmen wir deren Vereinigung. 
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4.7 Der Ausschöpfungssatz 


Sei 1 CN2C... eine Ausschöpfung von ©). Eine stetige Funktion f ist genau 
dann über 2 integrierbar, wenn die Folge der Integrale 


J \f@)ld"x 


2% 


beschränkt ist. In diesem Fall gilt 
[f&)d"x = lim [ f(x)d"x 
Q Be, 


BEWEIS. 

Aus der Integrierbarkeit von f folgt [ fls I If| nach 4.3 (f). Sei umgekehrt 
die Folge der Integrale [ fl Er Dann a auch die Integrale [ f+ und 
F f- beschränkt. Eur (b) genügt es daher, den Satz für stetige Een 
En 0 zu beweisen. Für diese existiert @: ‚im J f nach dem Monotoniekrite- 





rium. Sei /ı,/a,... eine Quaderzerlegung von 9. Nach der zu 4.6 gibt 


es zu jedem Vv = Iı U---UIn ein © mit Vn € Qı, also 5 [fs ie; <a. 
k=1 Iy 97 
Somit ist f nach 4.2 integrierbar mit [ f <a. Daes zu jedem I), ein Vn mit 


Q 
® . . — . . = , 
» C Vn gibt, silt «& ‚im Fi F& „im I F [If OD 
k VN N 


5 Parameterintegrale über offene Mengen 


5.1 Stetigkeit von Parameterintegralen 


Seien Do CR”, N CR” offene Mengen, und es sei f(x,y) stetig für alle 
(x,y) € No x D. Weiter gebe es zu jedem kompakten Quader K C No eine 
integrierbare, stetige Funktion gk :2— Rı mit 


If,y)| s ga(y) fürallexeK,yeD. 


Dann ist das Parameterintegral 
F(x) = | f(x, y)d”y 
2 


stetig auf Do. 





BEMERKUNG. Die Voraussetzung ist insbesondere erfüllt, wenn es eine von K 
unabhängige Majorante g gibt. Diese Voraussetzung ist jedoch für viele Anwen- 
dungen zu grob. 
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BEWEIS. 


Sei xo € Do, K C Do ein kompakter Quader mit xo im Innern von K und 
g = gr die dazu passende Majorante. Zu gegebenem e > O0 wählen wir Intervalle 


Iı,...,In aus einer Quaderzerlegung von |) so aus, dass für Vn = Iı U---UIn 
I = Js - 2er > 
O\Vr 2 


Nach 2.3 (a) gibt esein ö>0 mit Ks(xXo) CK, so dass 


” (ty) -F&o,y)) ’y|<e für |x-xol|l < 6. 


= Y, 


Für |x—-xo|| < ö gilt dann 


FR - = | / (re - f(xo,y))d”y| 

< je _ sy) ar + J (If y)| + fo, y)l) d’y 

< Sf (« - f(xo,y))dy|+2 [ 9 <3se. OD 
1 Ir Q\Vn 


5.2 Differenzierbarkeit von Parameterintegralen 


Unter den Voraussetzungen 5.1 sei f zusätzlich auf Nox N stetig nach x diffe- 
renzierbar, und zu jedem kompakten Quader K C I2o gebe es eine integrierbare, 
stetige Funktion hx mit 





a y)| < hr(y) für all (x,yJ)EKxN und i=|l,...,m. 
Li 


Dann ist F eine C'-Funktion auf No, und es gilt 





OF of & an 
re u 3 Sy)day für elıesMn 


W 





Der Beweis ergibt sich nach dem Vorbild von 5.1 mit Hilfe von 2.3 (b) [ÜA]. 


5.3 Parameterintegrale mit stetigen Grenzen 


Im Folgenden schreiben wir u < v, wenn für alle Komponenten die Beziehung 
u < v; gilt. Ist @ der offene Quader {x | u<x<v}, so schreiben wir 


[r&) d”x an Stelle von [r&)d x 
Q 


u 
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SATZ. Sei d CR” offen und g,h:N — R” seien stetige Funktionen mit 
g(x) <h(x) für alle xE N. Ferner sei f(x,y) stetig für allexE N und alle 
yeR” mit g(x) <y<h(x). Schließlich gebe es zu jedem kompakten Quader 
ICN eine Konstante Cr mit 


f&,y)| < CI 


für alle xE I und alle yeR” mit g(x) <y<hfx). 
Dann ıst 


h(x) 
F(x)= [| f&,y)d”y 


8(x) Y 


stetig ın D. Je h 
BEMERKUNG. f muss nicht beschränkt Ei 
sein ! 
BEWEISSKIZZE. 2 
Der Einfachheit halber sei m = 1. Zu 
jedem xo € 2 und gegebenem e > O zo Q 
gibt es einen Quader 
SER 
1= {x| Ix-xoll. <6}. i 
so dass 
Is&)- g(xo)| <e, |Jkhx)-hxo)| <e fürall EI. 
Für diese x ist 
h(xo)-e 
F(x) F(xo) = [ E y) F(xo, y)) d"y + R(x, xo) 
g(Xo)+te 


mit R(x,xo) <4eCıV(I). Das Integral auf der rechten Seite ist wieder ein In- 
tegral über einen festen kompakten Quader und strebt nach der Bemerkung 5.1 
gegen Null für x — xo. DO 








6 Sukzessive Integration 

6.1 Integration über die Ebene 

Hinreichend für die Integrierbarkeit einer stetigen Funktion f über R” sind die 
folgenden Bedingungen: 


(a) Zu jedem kompakten Intervall I gibt es eine integrierbare Majorante gr mit 


Iflz,y)| <gr(y) für alleyeRundallexel. 
-r00 
(b) G(zx) = [ If(z,y)|dy ist integrierbar über R. 
BR u 
Unter diesen Voraussetzungen sind G(z) und F(z) = | f(x,y)dy stetig, und 


00 
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es gilt 
+50 +00 +00 
[f f(«,y) dedy = [ PF(2)de = [ (Sf f(z,y)dy) da 
R2 — 09 — 009 — 00 
BEWEIS. 


(a) Die Konvergenz der G und F darstellenden Integrale folgt nach dem Ma- 
jorantenkriterium für gewöhnliche uneigentliche Integrale. 


(b) F und G sind stetig nach 5.1. 


(c) f+ und f- erfüllen dieselben Voraussetzungen wie f. Nach 4.3 (c) genügt 
es also, den Satz für positive stetige Funktionen f zu beweisen. 





(d) Integrierbarkeit von f. Jede Vereinigung kompakter Rechtecke liegt in einem 
geeigneten Rechteck [-R,R]| x |-R, R]. Für ein solches gilt unter der Voraus- 
setzung f >20 (also F=G) 





RR RR R 
[ Ste w)dady = [ ( S fla,y)dy) de < [ F(x)de 
-R-R -R —R —R 
-FOO 
< |) PFie)de=: M 
Also ist die Integrierbarkeitsvoraussetzung 4.2 erfüllt, und es gilt [ 7 Fr Pr. 
R? oo 
(e) Wir zeigen 
+00 
Tr<fft+e 
oo R2 
für jedes e > 0. Dazu wählen wir ein M >0O mit 
+00 M £& 
(1) [| Fia)de < [ F(a)de + 5 
oo —-—M 
ferner eine stetige Majorante g = gm mit 
2) \fa,y)| < gly) für alle yeR und alle x e [|-M, M]. 
Nun wählen wir N so, dass 
E 
3) S W)d = I at Jay | at way < or: 
yI2N 
Dann ergibt sich aus (1),(2),(3) die Behauptung (e): 
+00 MN M 
/ 29d.= [ ([ fla,y)dy) de + [ ( [ g(y )dy) de + ; 
oo -M -N -—M |yl>N 


2 
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6.2 Vertauschung der Integrationsreihenfolge 


Erfüllt f(xz,y) die Voraussetzungen 6.1 und f(y,x) entsprechende Voraussetzun- 
gen (Vertauschung der Rollen von x und y), so gilt 


+00 +00 +00 +00 +00 +5 
[ S fe w)dady= [ (S Faey)dy)dae= [ (S fa,y)de) dy. 


BEMERKUNG. Unter den Voraussetzungen 6.1 allein ist die Konvergenz des Inte- 


+00 
grals [ f(z,y) dx für alle ye R noch nicht gesichert. Z.B. gilt für die Funk- 


00 


tion f(2,Y) = evIlI+@?) die Abschätzung |f(x,y)| <e?!, ferner ist 





+00 6,0) 
Fe) = G(a) = / u ay=2 / = 
— 00 (0) 


+00 
über R integrierbar. Aber [ f(x,0) dx existiert nicht. 


00 


6.3 Sukzessive Integration im R”. Sein=p+g und f(x,y) stetig für 
alle xe RP, ye R®. Dann ergibt sich die zu 6.2 analoge Formel 


J a) d"z = (Sta )dy)@x= [([ FR y)@x)dy 


RP R4 Ra RP 


bei sinngemäßer Übertragung der Voraussetzungen 6.1 und 6.2. Auch der Beweis 
kann wortwörtlich übernommen werden. 


6.4 Ein allgemeiner Satz über sukzessive Integration 
Wir verwenden die Bezeichnungen von 5.3. 
SATZ. Sei Do ein Gebiet des R”, und g,h: No — R”" seien stetige Funktionen 
mit g(x) <h(x) für alle x € Mo. Weiter sei f stetig auf 

N = {(x,y) ER" I|xEeN, gx)<y< h(x)}. 
Gibt es dann zu jedem kompakten Quader I C Do eine Konstante Cı mit 
fx,y)|I<Cr für alle xeI, g(x)<y<h(x), so sind 


h(x) h(x) 


Fx)= [ fy)d”y und Gx) = [ \f&,y)ld”y 


&(x) 8(x) 


stetig in Do. Ist G über Do integrierbar, so ist auch f über ©) integrierbar und 
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h(x) 
[| f@) dry = [| F(&) d"x — [ ( [ f(x,y) d"y)d'x. 
2 20 No 2x) 


Diese Voraussetzungen sind z.B. dann erfüllt, wenn ©) in einem kompakten Qua- 
der liegt, auf dem f stetig ist. 








Der Beweis ergibt sich ähnlich wie der von 6.1 und wird wegen des technischen 
Aufwandes weggelassen. 





6.5 Anwendung auf Gebiete im IR? 
Das Gebiet  C R° sei wie folgt durch Graphen stetiger Funktionen begrenzt: 


De (x, y, 2) az2e<b HeE)<Yy<hile), Raleiyg)<z< ha(x,y)}, 
wobei gı (x) < hı(x) stetig auf Ja, b| sind und ga(x,y) < ha(x,y) stetig auf 

no = I(2,y) Ja<z<b, la)<y<hile)). 
Dann ergibt zweifache Anwendung von 6.4 


b_hıla) hola) 
[fa y,2)dedydz = S( JS ( S Fay,2)dz)dy) de. 


2 a gı(lz) galt,y) 


Formulieren Sie Bedingungen für die Richtigkeit dieser Formel. 


6.6 Beispiele und Aufgaben 
(a) Nach 6.4 und 811:7.4 (a) gilt für den Flächeninhalt der Einheitskreisscheibe 
Kı(0) CR? 


Y1-x2 


1 1 
/ tray = [( / 1ay )ar = 2 [Vie Ra 
1 4 


Kı(0) er 


(b) Zeigen Sie: Konvergieren für die auf R stetigen Funktionen f,g die un- 


+00 +00 
eigentlichen Integrale [ (2) d3, [ g(y)dy, so ist f(x) g(y) über R* inte- 


grierbar, und es gilt 


+00 +00 


+ +00 
[ JS so)aw)dedy = ( [ Fo)da)( [ sW)iy): 


00 — 00 


(c) Zeigen Sie, dass (x? - y)e "+9 über R>o X R>o integrierbar ist, und 
bestimmen Sie das Integral. 
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7 Das n-dimensionale Volumen 


7.1 Das Volumen offener Mengen 





Besitzt die offene Menge N C R” die Quaderdarstellung 2 = |) Ir, so defi- 
k=1 
nieren wir ihr n-dimensionales Volumen durch 


vr(9) = I> Vr(h), 


falls diese Reihe konvergiert. Andernfalls setzen wir V”(Q) := x. Diese Defini- 
tion ist unabhängig von der speziellen Quaderdarstellung. Das ergibt sich, wenn 
wir beachten, dass nach 4.2 


v”(0) = [1d”x. 


oO 


Für kompakte Quader I! CR” ist V”(T) nach 2.5 (b) der elementargeometri- 
sche Inhalt, d.h. das Produkt der Kantenlängen. 





Bei Teilmengen des R” sprechen wir vom Flächeninhalt, im R? vom Raum- 
inhalt. Wenn keine Verwechslungen möglich sind, schreiben wir V(®) statt 
v9). 


Beschränkte offene Mengen besitzen nach 4.5 stets endliches Volumen. Aber 
auch eine unbeschränkte Menge kann endliches Volumen haben, wie z.B. 








1 
Ve (awer’|a>1, O<y<a). 


Mit 


ergibt sich nach 6.4 
V’(9) = [idedy= [( [ Idy) de= [Zar =1. 
2 1 0 u = 


7.2 Das Volumen von Parallelflachen 


Für das Innere ©) eines von den Vektoren aı,...,a, aufgespannten Parallel- 
flachs wird sich in 8.2 das Volumen 


v"(9) = |det(aı,...,an) | 


ergeben. Dieses Ergebnis stellt die Verbindung zu dem in 817:4 axiomatisch 
eingeführten Volumenbegriff her. 
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7.3 Das Volumen zwischen zwei Graphen 


Sei No eine beschränkte offene Menge des R""', und seien g,h:Wo —R 
stetig und beschränkt mit g(x) < h(x) für alle x € Do. Dann hat die Menge 


2 = {&y)ER"|xERo, ga) <y<hk)} 
das n-dimensionale Volumen 


vro)= /[ (h(x) — 9(x)) de, 


Ro 


Das folgt wegen V"(Q) = [ 1 direkt aus 6.4. 
9 


BEISPIELE 





(a) Die Fläche zwischen der x-Achse und dem Graphen einer stetigen Funktion 


f: I Ro (I ein offenes Intervall) ist demnach |[ f(x) dx. 
T 


(b) Ist K ein Rotationskörper der in 3.2 beschriebenen Art, so gilt für das 


oO 


e b 
Volumen von K die Beziehung V’(K)=r[r(z)” dx. 
Im Folgenden untersuchen wir den Beitrag der Ränder zum Volumen. 


7.4 Nullmengen 





Gegeben ist eine offene Menge ©2 endlichen Volumens und eine kompakte Teil- 





menge K.Dannsind K und N\K ebenfalls offene Mengen endlichen Volumens. 
Unter welchen Bedingungen leistet OK keinen Beitrag zum Volumen, d.h. wann 
gilt 





v"(9) = V"(K) +V”(D\K)? 
Es ist zu vermuten, dass bei allzu ausgefranstem Rand von K diese Beziehung 
nicht erfüllt ist. Wir präzisieren im Folgenden, was wir unter einem gutartigen 
Rand verstehen wollen. 


Definition. Eine beschränkte Menge M C R” heißt eine Nullmenge (auch 
Jordan-Nullmenge), wenn es zu jedem e > O0 endlich viele Quader /ı,..., In 
gibt mit 


N N 
MC U I. und > V"(Ir) << 2; 
k=1 k=1 








Eine unbeschränkte Menge heißt Nullmenge, wenn jede beschränkte Teilmenge 
eine Nullmenge ist. Demnach ist jede Teilmenge einer Nullmenge wieder eine 
Nullmenge, und eine endliche Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Null- 


menge 
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Entartete Quader sind Nullmengen, also auch jede Randfläche eines Quaders 
und damit auch jede „Koordinatenebene“ {(zı,...,2n) | && = c}. Nichtleere 
offene Mengen sind keine Nullmengen [üAl. 











In der Lebesgueschen Integrationstheorie (siehe Band 2) wird der Begriff „Null- 
menge“ etwas weiter gefasst. 


Beispiele von Nullmengen 


(a) Graphen stetiger Funktionen. Ist I C RR”! ein kompakter Quader und 
f:I—R6stetig, so ist der Graph 


(RR) IxE 1} 


eine Nullmenge im R” [UA]. 


(b) C'-Bilder von Nullmengen. Sim>nundp:R”"I3N- R” eine C'- 
Abbildung. Liegt die V"-Nullmenge N in einer kompakten Teilmenge K CQ, 
so ist g(N) eine Nullmenge im R’”. Insbesondere sind C'-Bilder von Qua- 
derrändern Nullmengen. 





Den BEweEIS und mehr über (Jordan-)Nullmengen finden Sie bei |[HEUSER 2, 
8202]. 


7.5 Das Integral über gutberandete kompakte Mengen 
Eine Menge M heißt gutberandet, wenn ihr Rand eine Nullmenge ist. 


SATZ. Ist I offen und K eine gutberandete kompakte Teilmenge von I), so gilt 
für alle über D integrierbaren Funktionen f 


Id = [oa | Ida 


O\K 


Wir definieren daher das Integral über die kompakte Menge K durch 


Iso)d x = | Ia)arr. 


Hat © endlichen Inhalt, so gilt für gutberandete kompakte Mengen X CQ 


oO 


ve) =ViR) + VEO\K), 


und wir definieren 
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BEWEIS. 
Es genügt wieder, positive Funktionen f zu betrachten. Nach 4.3 (f) und 4.4 mit 
DER BSeDIKR SI db ls 
J f2 J es: 
K 


O\K 


Wir wählen eine endliche Vereinigung B kompakter Quader mit OK C B und 

setzen M := max{f(x) |x € B}. Sei e > O vorgegeben und OK C Iı U---UIn 
N 

mit ,V(Ir) < e. Nach 1.2 dürfen wir voraussetzen, dass die Ik kompakt 
k=il 

sind und disjunktes Inneres haben. Ferner dürfen wir sie so klein wählen, dass 

B- := Iı U---UIn C B. Offenbar lässt sich 2 wie folgt disjunkt zerlegen: 


2 = (K\B.)UB-U(Q\(KUB.)) = MUB.UR, 


wobei 921,02 offen sind. Aus den Quaderzerlegungen 


- UQ, = UR 
:=1 3=1 
entsteht durch Hinzunahme von /ı,...,/n eine Quaderzerlegung von ©). Nach 
Definition des Integrals und nach 4.3 (f) folgt 


JS = Sirjt#ijss Ji+ [ f+eM. = 


—=17]/ D\K 
k . \ 


8 Der Transformationssatz und Anwendungen 


8.1 Der Transformationssatz 


Sei p: [a,b] — [a,ß] bijektiv und C'-differenzierbar mit (x) # 0. Dann gilt 





ß b 

JtW) dv = S Flela)) e’(e)lde, 
wie sich aus der Substitutionsregel 811:7.1 durch Fallunterscheidung o’ > 0, 
o' <0 ergibt. Dem entspricht im RR” der folgende 


Satz. Sip:N— 0 ein C!-Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen N 
und ©’ des R”, d.h. bijektiv und mitsamt der Umkehrabbildung C' -differenzier- 
bar. Dann gilt 


| vd "y= [ie )) | det 0’ (x)| d”x 


£(2) 


für alle Funktionen f € C(D), für welche eines der beiden Integrale konvergiert. 
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Die Determinante |det Y’(x)| der Jacobi-Matrix wird die Funktionaldeter- 
minante oder Jacobi-Determinante genannt. 





Der Beweis des Satzes ist aufwendig; wir verweisen auf [FORSTER 3, pp. 16-21] 
und |[BARNER-FLOHR Bd. 2, 16.4, pp. 314-325]. 


Die folgende Betrachtung für n = 2 sollen den Satz plausibel machen: 





(a) Nach Definition des Integrals über offene Mengen genügt es, den Satz für 
Rechtecke / zu beweisen: 


j fo)d v=-/1@ )) | det o’(x)| d?x 


£(I) 


Da die Ränder nach 7.4 und 7.5 keine Rolle spielen, dürfen wir / als kompakt 
voraussetzen. 





(b) Wir überziehen I schachbrettartig mit einem Netz kleiner Rechtecke I; = 
xx, y»] mit Flächeninhalt V(/;) und bilden für g(x) = f(p(x))| det p’(x)| die 


N 
zugehörige Treppenfunktion ) ,g9(&Xr)Xr, . Dann gilt 
k=1l 
N 


1@ )) [det p'(x)|d’x = | g(x)d’x * 2 Ve), 





dies umso genauer, je feiner die Raster- 
unterteilung gewählt ist. 


(c) Y(x) kann auf jedem Teilrechteck 
I; in guter Näherung durch die affıne 
Abbildung 


xt plxr) + pP (X) (X — Xr) 


ersetzt werden. Dann ist (IR) nähe- 
rungsweise ein Parallelogramm mit In- r F 
halt |detp’(xr)| V (Ir), vgl. 817:4.4. 


(d) Die Rastereinteilung von I erzeugt 
auf (I) ein krummliniges Raster; die 
Bilder Y(I,) sind dabei nahezu Par- 
allelogramme Pr, auf denen f nähe- 
rungsweise konstant ist. Daher gilt 


ia > fer)) V(Pr) = 


£(I) kl k 


[ FE) Idet eo) Rx, 


Q 


SE 


Fe(&r))Idet P(xr)| V (Ir) 


1 


Bi 
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8.2 Folgerungen für das Volumen 
(a) Das Volumen eines Parallelflachs P=a+tltıaı + +2 |O<tH <1} 
ıst 

V"(P) = |det(aı,...,an)|. 


Denn ist A die Matrix mit den Spalten aı,...,an und Y(x) = a-+ Ax, so ist 
P das Bild des Einheitswürfels W unter p, und Y’ ist die Abbildung x ++ Ax. 
Also gilt nach 8.1 


V"(P) = [1d*y = [ 1|det Ald”x = |det AlV”(W) = |det A|. 
P w 





(b) Das Volumen ist bewegungsinvariant. Ist x T(x) = a+ Ax eine Bewe- 


gung des R”, d.h. Ae SO„, det A =1, so gilt V(2) = V(T(9)). 


8.3 Integration kugelsymmetrischer Funktionen 

Ist V(r) stetig für r > 0, so heißt die Funktion 
?:x>Vtlel), xeRÜ\ {0} 

eine kugelsymmetrische Funktion. 


(a) Ist Ae SO3 und f über 2 = Kr(0) \ {0} integrierbar, so gilt 
[ vixldx = S vUlAl)dx Mil. 


0<||x||<R 0o<||x||<R 


(b) Die Transformation auf Kugelkoordinaten sei gegeben durch 


r r sind cosyp 
®:|d9)| > | rsin® sinyp ir #>0 0< 7 <a U<a< ar, 
op r cosd 
Für diese gilt 
det ®’(r,d,o) = r” sind 


Satz. Ist r”V(r) über ]0, R] integrierbar, so gilt 
R 


V(|Ix||) d’x = in [TVo dr: 
0<j|&||<R (0) 
Insbesondere ergibt sich 
3 3 
In 2rR? und / En — = 4rR 


x! x1" 
0<||x||<R 0<||x||<R 
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BEWEIS. 

Sei 0<o<R. Das Bild des Quaders Q = |», R[ x lo, =|x |0, 2 | unter ® ist 
bis auf einen Schlitz, also bis auf eine Nullmenge, eine halbe Kugelschale. Nach 
(a) und dem Transformationssatz folgt durch sukzessive Integration 








2n 
[ V(||x||) d’x 2 [ V(||x||) dx = 9 [ r°V (r) sin ddr dödy 
0 


e<|ix||<R &(Q) 


|| 
2 — la 


RS Dr 
2 [ [ (r?v(r)sind f dy ) dr dd 
o 0 0 


4 


R 3 R 
= 4An| (r?V(r) [ sin 9 dd) dr = An | r“V(r)dr. 
o 0 


Die rechte Seite ist beschränkt, also folgt die Behauptung nach dem Ausschöpf- 
ungssatz für o — 0. Der Rest als für]. m 





8.4 Integration der Gaußschen Glockenkurve 





Als Anwendung der Integrationstheorie zeigen wir 
+00 


ferta — Vdr 
BEWEIS. 


+00 
(a) Das Integral A:= [ e”2° dx existiert nach 12:4 81€): 


(b) Zurückführung auf ein Doppelintegral. Wir wenden die Folgerung 6.6 (b) 
des Satzes 6.1 über sukzessive Integration an auf die Funktion 





a) 
und erhalten 
+00 us EEReR 
2 1522 4,2 
A => e 2 dt e 2 dy == f(&,y) dxdy. 


(c) Nach dem Ausschöpfungssatz 4.7 gilt 
A’ = lim [IS f(&, y) dx dy mit 0, = @,W) | _ <yz2? + ent. 
N—OooO Qu 


(d) Sei 9% := 0n\1(2,0) | x < 0}. Da der Schlitz 2, \ 0%, eine Nullmenge ist, 
gilt 


8 Der Transformationssatz und Anwendungen 469 


A’ = lim [J f(«,y) de dy. 


(e) Transformation auf Polarkoordinaten. Die Polarkoordinatentransformation 
8: “ u (5) 
00 rsing 
bildet nach 822:5.1 das Rechteck 
1 
Ir! x |, n| 
n 
diffeomorph auf den geschlitzten Kreisring 7, ab und es ist 


 [eosp —-rsinp u 
d®(r,yp) = vr ., detd®(r,p) =r>D. 


Mit dem Transformationssatz und sukzessiver Integration folgt 


n T 


Irene“ = / [rt arar 
or, er 
— kr” fie) dr 
1/n rm 
z zn [retten = a (dettar 
1/n 1/n \ 
— _ 2er \ = ale), 





(f£) Mit (d) folgt die Behauptung A? = lim Ir (e nr) _er/2) = m. 0 


N—0o 


m 


Check for 


Kapitel VI — 
Vektoranalysis 
824 Kurvenintegrale 


1 Kurvenstücke 


1.1 Reguläre Kurven 





Wir nennen eine C!-Kurve auf einem 
Intervall /, 


aı(t) 
a:IoR”, trat) = 
An(t) 


regulär, wenn der Tangentenvektor 
a(t) an keiner Stelle t € I verschwin- 
det 


Die Bildmenge «a (!) heißt die Spur von CDX 
—- 


&, vgl. 822:3.2. 
BEISPIELE. 
(a) Die Archimedische Spirale 
\ COS ‚) 
tr 
tsınz 

ist für t>0O eine reguläre Kurve. 
(b) Die Schraubenlinie 


r cost 
t+> | rsint tEeR) 
ht 


ist für r°+h?>0 regulär. 
(c) Die Zykloide 


t — sint 
1 ( ) (ER) 0 Im 
1 — cost 
ist nicht regulär, weil der Tangentenvektor an den Stellen t = 0, +27,... ver- 
schwindet. 


Verifizieren Sie, dass die Zykloide durch Abrollen eines Kreises vom Radi- 
us 1 auf der x-Achse entsteht. 





Bestimmen Sie den Grenzwert des Tangenteneinheitsvektors ||&(t)||”"&(t) bei 
rechts- und linksseitiger Annäherung an t =. 
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1.2 Kurvenstücke 


Eine Menge © C R” heißt C”’-Kurvenstück, kurz Kurvenstück, wenn C 
die Spur einer injektiven, regulären C’-Kurve a: [a,b >R” mitr>1,a<b 
ist. 

Jede solche Darstellung & von C' nennen wir eine C’—-Parametrisierung von 
C, kurz Parametrisierung. 


Die ganze Schraubenlinie ist kein Kurvenstück, wohl aber das Bild jedes kom- 
pakten Intervalls unter der Parametrisierung 1.1 (b). 


1.3 Parametertransformationen 
Zu je zwei C"-Parametrisierungen eines Kurvenstückes C, 
a:la,b > R”, B:l,sd—R”, 


gibt es einen C"-Diffeomorphismus h von [a,b] auf |c,d], welcher beide inein- 
ander überführt: 


a(t) = Bl(h(t)) für jedes te |a,bl. 


Wir nennen h eine Parametertransformation von C. Die Diffeomorphieei- 
genschaft besagt: h bildet [a,b] bijektiv auf [c,d] ab und A,h”' sind beide 
C”-differenzierbar. Aus der Kettenregel folgt, dass h’(t) #0 für jedes t € [a,b]. 








BEWEISSKIZZE. 

Durch Alt) := 8”! oaft) ist eine bijektive Abbildung [a,b] — [c,d] definiert. 
Zum Nachweis der C"-Differenzierbarkeit von h reicht es, zu jedem so € [a,b] 
eine Umgebung zu finden, auf der h C"-differenzierbar ist. (In den Randpunk- 


ten sind einseitige Umgebungen zu betrachten.) Ist das gezeigt, so ergibt sich 
durch Vertauschung der Rollen von «, 8, dass auch h"' C"-differenzierbar ist. 


Es sei so € [a,b] und to := h(so), also a&(so) = ß(to)- 











Wegen B(to) #0 ist wenigstens eine Komponente von Null verschieden, die- 
se sei 8%(to). Nach dem Umkehrsatz 822:5.2 besitzt t > ßx(t) eine C’- 
differenzierbare Umkehrfunktion f auf einer Umgebung von ßr(to). Für die 
Kurve r+Y(r) :=ßof(r) gilt dort „a(r) = ro f(r) = r. Hieraus folgt 


a = ßBoh=Bofof'oh=Yof'oh, insbesondere 


ar =moef'oh=foh, dh. h=foar. 





Damit ist h als Hintereinanderausführung der beiden C"-differenzierbaren Funk- 
tionen f und ar, eine C’-differenzierbare Funktion auf einer Umgebung von so. 





Einen ausführlicheren Beweis finden Sie in [BARNER-FLOHR II, 817.5]. Q 
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2 Länge und Bogenlänge 
2.1 Die Länge eines Kurvenstücks 


Die Länge L(C) eines Kurvenstücks 
C ist definiert als das Supremum der 
Längen aller in CU einbeschriebenen 
Sehnenpolygone. 


Satz. Für jede C'-Parametrisierung 
a: |a,b| > R” von C 2 





L(C) = = = Filed ‚dt. 


BEWEISSKIZZE. (für Einzelheiten siehe |HEUSER, Bd. 2, 8177|). 








(a) Sei Z:a=to<tiı<:.--<tn =b eine Zerlegung von [a,b] und 


> 2 latt;) - altj-ı)|| 


die Länge des Sehnenpolygons mit Eckpunkten afto),...,a(tn) (Fig.). Neh- 
men wir zu Z zusätzliche Teilpunkte hinzu, so entsteht eine Zerlegung Z’ mit 
e(Z’) > £(Z) (Dreiecksungleichung). Für das Supremum sind also nur die fein 
unterteilten Zerlegungen interessant: 











o(Z) = Dal egal N, <.1: 


(b) Für g;(t) = |la(t) - alt;-ı)|| gilt 





f — i (67 — alt; _1),& ür i—1 
g;(t) = En () - alt;-ı),a(t)) für t#t;-ı, 
(6-1) = |a(t;-ı)|| = „im 9). 


Nach dem Mittelwertsatz gibt es Zwischenstellen d; € |t . 1,t;| mit 


(+) (2) = I 9(63) - > (813) - 9(t5-1)) = PBRAL ei), 
KZ)<(b-a)- max {g/ (x YET, Jel, Bee 


woraus die Existenz des Supremums folgt. Für hinreichend kleines o(Z) folgt 
aus (*) 


2 ti) -1b;-1) = > lat % = = Filed )Ildt, 





dies umso genauer, je kleiner o(Z) ist, vgl. 811:4.3 (c). D 
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Für C'-Kurven &: 1 — R” auf einem beliebigen Intervall I setzen wir 
— = Filed ()idt für ,bEI,a<b. 


Aus der Additivität des Integrals (811:3.4) ergibt sich unmittelbar 
Li(a) = Li(a)+Li(o) für a<b<e, 
vgl. 83:8.1. 


2.2 Aufgaben und Beispiele 


(a) Für ebene Kurven in Graphenform «aft) = (t,y(t)) oder aft) = (y(t),t) 
ist 


L:.(c) _, 1+92(t) dt. 


a 


(b) Zeigen Sie, dass für ebene Kurve der Gestalt 


ale we _ 


Yo + r(t) sinw(t) 
die Länge gegeben ist durch 
(a) = f vr? +r202 dt. 
(c) Insbesondere gilt für die Länge eines Kreisbogens vom Radius R>O0 
L}(e) = RW-9), 


vgl. 83:8.1. 
(d) Berechnen Sie L” für die Archimedische Spirale 1.1 (a). 


2.3 Die Invarianz gegenüber Parametertransformationen 





Diese folgt zwar schon aus 2.1, kann aber auch direkt nachgerechnet werden: 
Seien @ : [a,b] — R” und B: [e,d] — R” zwei C'-Parametrisierungen von ©. 
Dann gibt es nach 1.3 eine C'-Parametertransformation h von [a,b] auf [c, d] 
mit & = ßo.h. Nach der Kettenregel ist &(t) = ß(h(t)) - h(t), und mit der 
Substitutionsregel in der Version 823:8.1 ergibt sich 





/ I&@lIdt = j Bat) hide = SER) ||: [he] dt 


|| 
2a 


s)|) ds = L(ß). 
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2.4 Invarianz der Länge unter Bewegungen 

Ist x> Tx = Ax+c (AeE SO„, c€ TR”) eine Bewegung des R”, so gilt 
L(T(C)) = L(C) 

für jedes Kurvenstück C |[üA]. 


2.5 Parametrisierung durch die Bogenlänge 


Es sei x: I — R” eine reguläre C'-Kurve und to € I. Die Funktion 
t 
t > hit) := L;,(@) = 4 Ia(r)!|| dr 
to 


ist ein C'-Diffeomorphismus von I auf J := h(T), denn t +> A(t) ist wegen 
h(t) = ||&(t)|| > 0 streng monoton steigend. Durch 


s > ß(s) := a(h'(s)), J>R” 


ist eine reguläre C'-Kurve gegeben, welche die gleiche Spur wie & hat. Aus 
alt) = A(hit)) für tE I folgt mit der Kettenregel 


la = ||ARW) ka] = |BR@)||- al für te 7, 
also 1I&(s) || —=1 für se J. Es gilt somit 








[Bodo = f1do = s-=. 
so so 


Bei dieser Parametrisierung gibt der Parameter s jeweils die Länge der Kurve 
zwischen einem festen Kurvenpunkt und dem Punkt ß(s) an. Wir sagen, die 
Spur a(I) = ß(J) sei durch die Bogenlänge parametrisiert. 





Der Bogenlängenparameter ist bis auf eine additive Konstante eindeutig be- 
stimmt. 





Geben Sie eine Bogenlängenparametrisierung für einen Kreis und die Schrau- 
benlinie an. 


2.6 Ketten von Kurvenstücken 


Sind Ci,...,C nm Kurvenstücke im R”, von denen sich je zwei in höchstens 
endlich vielen Punkten treffen, so nennen wir die Vereinigung Ü = Ci U---UCn 
eine Kette von Kurvenstücken. 








BEISPIEL. Eine aus zwei achsenparallelen, disjunkten Rechteckkurven bestehen- 
de Menge in der Ebene (N = 8). 


Als Länge einer solchen Kette definieren wir 


L(©) = L(Ch) +... +L{Cn). 





Diese Längendefinition ist unabhängig von der gewählten Zerlegung von C in 
Kurvenstücke (ohne Beweis). 
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3 Skalare Kurvenintegrale 


3.1 Das Kurvenintegral über Kurvenstücke 





Auf einem Kurvenstück CÜ sei eine reellwertige Funktion x > f(x) gegeben mit 
der Eigenschaft, dass für mindestens eine Parametrisierung a& : [a,b — R” 
von C die Funktion t > f(a(t)) stetig ist. Dies ist nach 1.3 dann für jede 
Parametrisierung von C der Fall. 





Das skalare Kurven- oder Wegintegral von f über C erklären wir durch 


b 
Jfds = [I @)ds := [ flat) |aCH)]| dt, 
C @ a 
Wie die Kurvenlänge ist auch dieses Integral unabhängig von der gewählten 


Parametrisierung a, vgl. 2.3. 


Das Symbol ds steht für das skalare Bogenelement |\«(t)|| dt. 


3.2 Das Kurvenintegral über Ketten 


Es sei Ü = C1 U ---UCn eine Kette von Kurvenstücken und f:CU —R eine 
Funktion, die auf jedem Kurvenstück Ciı,...,Cn stetig im Sinne von 3.1 ist. 
Dann setzen wir 





[fds = [ f(x) ds — [ Fds+...+ [ Fds. 
®; c cı CN 


Dieses Integral hängt nicht von der Zerlegung von C in stückweis glatte Kurven 
ab; auch hier ersparen wir uns den Beweis. 


3.3 Eigenschaftem des skalaren Kurvenintegrals 


(a) [(af+bg)ds =a|fds+b|ygds (Linearität), 
@ @ @ 


(b) | SFds| < LO) sup{lf@lIxec} Bl. 


3.4 Skalare Kurvenintegrale in der Physik 


Ein Draht der Massendichte u(x) (Masse pro Längeneinheit) sei durch ein Kur- 
venstück oder eine Kurvenkette C C R° idealisiert. Dann ist 


M = [ uds 
@ 


die Gesamtmasse des Drahtes. Wir schreiben durchweg dm für uds. Der Vek- 
tor s mit den Komponenten 
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ey )iüdn (k=1,23) 
@ 


ist der Schwerpunkt. 





Das Trägheitsmoment des Drahtes bezüglich der Geraden g= {tw |teR!} 
mit ||w|| = 1 ist gegeben durch 


| dist (x, 9)” dm 
C 
mit 
dist (x, 9)? = |x - (vw) w|] = IR? - (x w)?, 


vgl. 819: 5.6. 


AUFGABE. Berechnen Sie den Schwerpunkt eines Seiltänzers mit Balancierstan- 
ge: Der Seiltänzer wird durch das Kurvenstück Cı = (0, U << 1.8) (sehr 
schematisch) beschrieben, es soll die Massendichte uı = 32 haben. Die Balan- 
cierstange ist gegeben durch Ca = (t, 1.2 — 0.051°) | jt| < 4) und ua = 2. 


4 Vektorielle Kurvenintegrale 


4.1 Vektorfelder 
Unter einem Vektorfeld auf 2 C R” verstehen wir eine stetige Abbildung 





v1 (x) 
v: DR”, x vi) = 
Un (x) 
wobei wir uns jeden Vektor v(x) mit seinem Fußpunkt an die Stelle x angehef- 


tet denken. Sind alle Komponentenfunktionen v1,...,Un C"-differenzierbar, so 
sprechen wir von einem C”-Vektorfeld. 





Beispiele von Vektorfeldern in der Physik liefern Geschwindigkeitsfelder von 
Gasen und Flüssigkeiten, Gravitationsfelder, elektrische und magnetische Fel- 
der. Diese hängen im Allgemeinen noch 

vom Zeitparameter ab. 


Der Geschwindigkeitsvektor v(x) ei- 

ner Luftströmung an der Stelle x ist v(x) 
tangential zu der durch den Punkt ee Penn 
x laufenden Stromlinie (Figur); die- ——L —n— 
ser ist natürlicherweise an die Stel- — —_n 
le x angeheftet. Bei Windkanalver- 

suchen wird die Geschwindigkeitsrich- 


tung der Strömung oft durch Papier- 
streifen sichtbar gemacht. 
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4.2 Das vektorielle Kurvenintegral 


Für ein Vektorfeld vauf N CR” und eine reguläre C'-Kurve a: [a,b] > R” 
in ©2 definieren wir das vektorielle Kurven- oder Wegintegral durch 


[v»dx := [ (v(elt)), a(t)) dt. 


Das Symbol dx (oft auch mit ds bezeichnet) steht für das vektorielle Bo- 
genelement «(t) dt. Der Punkt zwischen v und dx kommt von der andernorts 
verwendeten Bezeichnung x ey für das Skalarprodukt (x,y). 





Andere Schreibweisen sind: 


[va)*dx, [veds, [videı+...+undan, 


[eo 


speziell in der Ebene und im Raum 


[Pdx+Qdy, bzw. [Pdx+Qdy+ Rdz. 


Aus der Darstellung 
a 
vedx = veält)dt = (v © a) Ia!|dt = van ds 





entnehmen wir, dass das vektorielle Wegintegral als skalares Wegintegral über 
die Tangentialkomponente des Vektorfeldes aufgefasst werden kann. 





Beispiele für vektorielle Wegintegrale in der Physik: 


Vektorfeld Wesgintegral 


Kraftfeld Arbeit 
Geschwindigkeitsfeld Zirkulation 


elektrische Feldstärke elektrische Spannung 
infinitesimale Wärmeänderung | Wärmemenge 





BEISPIEL. 


Ein Massenpunkt im Ursprung erzeugt ein Gravitationsfeld, das bis auf einen 
konstanten Faktor gegeben ist durch 


= 5 8 E 
K(x) = — z = - (+ yY+z)2|y ir zeIly| 0. 
Ix| e2 z 


Wird ein weiterer Massenpunkt der Masse 1 in diesem Gravitationsfeld längs 
einer Kurve a: [a,b] — R?\ {0} bewegt, so ist die an diesem geleistete Arbeit 
das Wegintegral 
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- [ Kunds _ - [wo _ / ODER) 
J J (22(£) + y2() + 22)? 


[07 





Zeigen Sie, dass in diesem Kraftfeld längs geschlossener Wege («(a) = «(b)) 
keine Arbeit geleistet wird. 





b 
Hinweis: Schreiben Sie [Kk e dx in der Form [ en OR Eee 


4.3 Verhalten bei Umparametrisierungen, Orientierung 


Seien C ein C!-Kurvenstück in N und a, ß zwei C'-Parametrisierungen, 
vgl. 1.2. Nach 1.3 gibt es eine Parametertransformation h mit « = ßoh. Dann 
ergibt sich mit der Kettenregel ähnlich wie in 2.3 





[v-dx, falls h>0, 
ß 


- [vedx, falls A<0. 
ß 


[v».dx = 


Eine Orientierung (Festlegung des Durchlaufsinns) von C besteht darin, ei- 
ne bestimmte C'-Parametrisierung 8 als positiv auszuzeichnen und jede C'- 
Parametrisierung & = Boh mit h>0 als positive Parametrisierung zu 
bezeichnen. Auf diese Weise entsteht ein orientiertes Kurvenstück. 





Eine Parametertransformation h mit h > 0 heißt orientierungstreu. Nur 
unter solchen bleibt das vektorielle Kurvenintegral invariant. Bei Umparame- 
trisierungen & = ßBoh mit h<o0 sprechen wir von einer Änderung des 
Durchlaufsinns. Diese bewirkt eine Vorzeichenänderung des vektoriellen Kur- 
venintegrals bei gegebenem Vektorfeld. 





4.4 Das Kurvenintegral für stückweis glatte Kurven 





Gegeben seien ein Vektorfeld v auf einem Gebiet 2 C R” und reguläre Kurven 
ar : (ar, dk > R” (k=1,...,N) in ©. Ist der Endpunkt ax-ı(bz-ı) gleich 
dem Anfangspunkt ax(ax) für k=2,..., N, so heißt die Kollektion aı,..., an 
eine stückweis glatte Kurve. Wir bezeichnen diese mit «= aı 4+...+Qan 
und definieren das vektorielle Kurven- oder Wegintegral über & durch 


[v»dx = [vrax+...+ [vedax. 
a a1 


aN 


aı(laı) ist der Anfangspunkt und an(bn) ist der Endpunkt von «a. Die 
Kurve «& heißt geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt gleich sind. 
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Unter der Spur von «a verstehen wir die Vereinigung der Spuren von aı,...,Qn, 
weiter setzen wir L(@) = L(aı)+... +L(an): 





Wie bei polygonalen Wegen (vgl. $21:9.1) können wir eine stückweis glatte 
Kurve mit Hilfe einer einzigen Parametrisierung 8: I —> R’” beschreiben, 8 ist 
dabei stetig und stückweis C'-differenzierbar. Für die Definition des Integrals 
ist das jedoch unwichtig. 





4.5 Rechenregeln 
Es seien v,w Vektorfelder auf 2, &,ß stückweis glatte Kurven in Q und 
a,beR. Dann gilt: 
(a) [ v» BZ au. dx, 
a+ß 
(b) [ (av+bw) «dx = afvras +b[wedx, 


[eo 


| [v+dx| < L(o) sup {|v@x)]| |x € Spur (@)}. 


BEWEIS. 
(a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition. 
(c) folgt aus 
EAZ d«|<| /[v* dx |+.. .+| [vd |, 
© AN 


wobei si: 


b 
| [veax| = | [iv )‚&rlt))dt| < Fiviantı ar) dt 
ak [07 
< L(ax) sup {|v(@&)|| | x € Spur (@)} 
nach Cauchy-Schwarz und der Definition von L(ax). OD 


4.6 Aufgaben 


(a) Berechnen Sie für das ebene 
Vektorfeld v(x,y) = 2) und die 
beiden skizzierten Kurven Y|, und %5 (1,1) 
die Kurvenintegrale. 


(b) Fließt durch einen in der z-Achse 
liegenden Draht ein konstanter Strom, 
so erzeugt dieser nach dem Biot- 
Savartschen Gesetz ein Magnetfeld 
außerhalb des Drahtes, das bis auf X 
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einen konstanten Faktor gegeben ist durch 


1 —=yY 
H(x,y, 2) = 2? +22 LT A 
0 


Berechnen Sie das Wegintegral über H längs einer Kreislinie in der £&,y-Ebene 
mit Radius r > 0 und dem Ursprung als Mittelpunkt. 


(c) Die Leibnizsche Sektorformel. 

C = {(ett),yt))|a<st<b} sei ein y 

ebenes Kurvenstück, das den Ursprung 

nicht enthält und das von jedem Strahl 

durch den Ursprung höchstens einmal C 
und nicht tangential getroffen wird. 

Zeigen Sie, dass 


> [x dy - yda 
® 


(Bezeichnungen von 4.2) bis auf das 
Vorzeichen der Flächeninhalt des Ge- 
bietes ©) ist, das von C’ und den beiden Strecken zwischen dem Ursprung und 
den Endpunkten von C begrenzt wird (Fig.). 


Anleitung: Fassen Sie 2 als Bild des Rechteckes |0,1| x Ja,d| unter der Ko- 
ordinatentransformation £ : (s,t) > (sz(t), sy(t)) auf und wenden Sie den 
Transformationssatz für Integrale an. 
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5.1 Konservative Vektorfelder 


Ein Vektorfeld v auf Q CR” heißt konservativ oder exakt, wenn das Kur- 
venintegral [ ve .dx über stückweis glatte Kurven in ©) nur von den Endpunk- 


| 
ten der Kurve %, nicht aber vom übrigen Verlauf abhängt: 


[v*dx = [v*dx 





Y = 
falls an und %5 Ar gleichen Anfangs- 
punkt xo und den gleichen Endpunkt Yo 
xı besitzen. Wir dürfen in diesem Fall “| 
das Kurvenintegral ohne Angabe des 
Integrationsweges mit 


xı 
[v e dx 
x0 


bezeichnen. 
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Es ist leicht zu sehen, dass das Vektorfeld v genau dann konservativ ist, wenn 
das Kurvenintegral über alle geschlossenen stückweis glatten Kurven in |) ver- 
schwindet. 





Ein wichtiges Beispiel eines konservativen Vektorfeldes ist das Gravitationsfeld 
eines Massenpunktes 4.2. Dagegen ist das Magnetfeld in Aufgabe 4.6 (b) nicht 
konservativ. 


5.2 Potentiale 
Ein Vektorfeld v auf N CR” ist konservativ genau dann, wenn es eine C'- 
Funktion U:QN—R gibt mit 
veNVG, 
In integrierter Form lautet diese Beziehung 
[v»dx = U(xı) -U(xo) 
Ri 
für jede stückweis glatte Kurve Y in DM von xo nach Xxı. 


Wir nennen U eine Stammfunktion oder ein Potential des Vektorfelds v. 
Nach 822:3.5 sind Potentiale nur bis auf additive Konstanten festgelegt. 


In der Physik werden Potentiale oft auch durch VU = —v definiert. 





BEWEIS. 
(a) Jedes Gradientenfeld v = VU ist konservativ: Für jede C'-Kurve % : 
[a,b > © von a nach b gilt nach der Kettenregel 822: 3.2 


TUR) = (VUHW)FH) = WO) 





also 


[v»dx 


Y 


| 
Se 


VON) FU) 


= UYb)) - Ulyla)) = Ulb) - Ua). 


Hieraus folgt auch für jede stückweis glatte Kurve Y=Y, +:..+Yyn mit den 
Eckpunkten xo,...,XN 


N 


[v» dx = ” [v.dx =), (Ulx.) - Ulx.-ı)) = Ulxn)-U(xo). 


Das Wegintegral hängt somit nur von den Endpunkten von % ab. 


(b) Jedes konservative Vektorfeld v:N2 — R” besitzt eine Stammfunktion: 
Wir wählen einen festen „Aufpunkt“ xo € 0. Nach 5.1 ist mit den dortigen 
Bezeichnungen durch U(xo) :=0 und 
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UIx) = [ved« 


=0 


eine Funktion auf ©) bestimmt. Wir zeigen, dass U eine Stammfunktion von v 
ist. Es sei ae und W CE Q ein Würfel mit Mittelpunkt a und Seitenlänge 
2r. Für k=1,...,n und |h| < r liegt das Segment zwischen a und a+ he; 
in W und damit in ©. Für |h|l<r gilt 


a+he, a 
U(la+he,) - Ua) = | vedx - [vedx 
a+he, h 


[| v.dx = [(v(a+tter),er)dt 


0 


h 


[vr(a+ten)dt. 
10) 


Nach dem Hauptsatz der Differential- 
und Integralrechnung ist 


hU(a+he,) 


differenzierbar, und es gilt 


OU d 


h=0 


vr(a). 





Somit ist U eine C'-Funktion auf Q mit 
VU=wv,d.h. U ist eine Stammfunk- 


tion von V. m 


AUFGABE. Zeigen Sie, dass jedes Zentralfeld v(x) = k(r)(x —-xo) mitxo € R” 
und einer stetigen Funktion k von r = ||x — xo|| > O0 ein Potential besitzt. 


Hinweis: Machen Sie den Ansatz U(x) = u(r). 





5.3 Einfache Gebiete 





Ein Gebiet I C R” heißt sternförmig, wenn es einen Punkt xo € © gibt, so 
dass mit jedem Punkt x auch die Verbindungsstrecke zwischen xo und x in ©) 
liegst. Vom „Zentrum“ aus kann also jeder Punkt xo von ©) „gesehen“ werden. 


Jede Kugel und jeder Quader Jaı,bı| x --- x Jan, bn| ist sternförmig. Weitere 
Beispiele sternförmiger Gebiete sind: 








5 Konservative Vektorfelder und Potentiale 483 


»OVEL 


Ein Gebiet  C R” nennen wir einfach, wenn es das C”-diffeomorphe Bild 
eines sternförmigen Gebietes im R’” ist. 








Ein einfaches Gebiet entsteht also durch „Verbiegen“ eines sternförmigen Ge- 
bietes. 


BEISPIELE. 


(a) Der geschlitzte Kreisring 


We 2,9) Ir <ı/2? + y? <R} 
\{(2,0) |2 > 0} 


ist einfach, weil dieser als Bild eines 
offenen Rechteckes unter einem C*- 
Diffeomorphismus darstellbar ist. 


Geben Sie den Diffeomorphismus 


an! N 
(b) Das Komplement der archimedi- 


schen Spirale 


{(tcost,tsint) |t > 0} 








in der Ebene ist ein einfaches Gebiet. \ 


Konstruieren Sie einen geeigneten 
Diffeomorphismus auf ein sternförmi- 
ges Gebiet. 


I 


5.4 Die Integrabilitätsbedingungen 








Wie sehen wir einem gegebenen Vektorfeld v an, dass es ein Potential besitzt ? 
Notwendig hierfür sind die Integrabilitätsbedingungen 


IM; = Or 
0% 2 Oi 








für Ik: 
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Denn hat v ein Potential U, so folgt aus v; = 0;U wegen der Vertauschbarkeit 
der partiellen Ableitungen 8 22: 2.6 


vr 9 WU 0 OU Our 


Or u Ox 0%; u dx; 0x u Ixi 














Vektorfelder im R” mit dieser Eigenschaft heißen auch rotationsfrei. 


Die Integrabilitätsbedingungen sind nicht hinreichend für die Existenz eines 
Potentials! Hierfür liefert das Magnetfeld H in 4.6 (b) ein Gegenbeispiel. Es 
ist leicht zu verifizieren, dass H die Integrabilitätsbedingung erfüllt [üAl. H 
kann aber kein Potential besitzen, denn das Wegintegral über eine den Draht 
umlaufende Kreislinie verschwindet nicht, vgl. 4.6 (b). 








5.5 Eine hinreichende Bedingung für die Existenz von Potentialen 


Ein C'-Vektorfeld v auf D. besitzt ein Potential, wenn es die Integrabilitäts- 
bedingungen 
IM; Bu Or 


In Er für i#k 





erfüllt, und wenn Q) ein einfaches Gebiet ist. 





Hiernach kann das Definitionsgebiet des betrachteten Magnetfeldes H nicht ein- 
fach sein, denn H ist nicht konservativ. Das Definitionsgebiet Oı dieses Vektor- 
feldes ist der R” ohne die z-Achse. Was unterscheidet Nr von einem einfachen 
Gebiet?” In einem einfachen Gebiet lässt sich jede geschlossene Kurve stetig 
auf einem Punkt zusammenziehen, ohne bei diesem Deformationsprozess (2 zu 
verlassen (warum?). In Qu ist das nicht möglich: Beim Zusammenzuziehen des 
Einheitskreises der x,y-Ebene zu einem Punkt müsste die z-Achse passiert 
werden. 





FOLGERUNG. Ist Q ein beliebiges Gebiet und erfüllt das Vektorfeld v dort die 
Integrabilitätsbedingungen, so besitzt v in einer Umgebung jedes Punktes ein 
Potential. 


Denn für jeden Punkt gibt es eine einfache Umgebung in ©, etwa eine Kugel. 
Diese lokalen Potentiale lassen sich im Allgemeinen aber nicht widerspruchsfrei 
zu einem Potential auf ganz ©) zusammensetzen. 


BEWEIS. 


(a) Sternförmige Gebiete N. Wir dürfen o0.B.d.A. annehmen, dass wir alle 
Punkte von ©} vom Nullpunkt aus „sehen“ können. Sei 


ax=1tx|0 <t<1} die Verbindungsstrecke von O und x. 


Wir definieren 
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fu 


1 n 


V(x) = [vedx = [| (v(tx),x) dt 2) Er) .di. 


Qx 0 (0) 


Nach dem Satz 823:2.3 über Parameterintegrale folgt 


IV(x) = Hvi(tx)ta;dt + al (tx) dt. 


I 0 


LS 
IS; 


ı 
Partielle Integration des zweiten Integrals ergibt 


1 1 


[rt di = LöltX) - [t4%) dt 


0 0 





—= U(X) — ED Owlix) a. dt. 


Zusammen mit den Integrabilitätsbedingungen Ö;vr; = Orv; folgt die Behaup- 
time oe) rel, 


(b) N sei einfach, d.h. 2 = Y(9o) mit einem sternförmigen Gebiet No C R” 
und einem C?-Diffeomorphismus x von Do nach ©. 








Der Beweis besteht darin, das auf 0) gegebene Vektorfeld v mittels 2 nach 90 zu 
verpflanzen („zurückzuholen“), für das verpflanzte Vektorfeld w auf %o die In- 
tegrabilitätsbedingungen nachzuweisen und schließlich das nach (a) existierende 
Potential für w von ©2o wieder nach ©) zu transportieren. 


Wie das zurückgeholte Vektorfeld w auszusehen hat, machen wir uns folgen- 
dermaßen klar: Angenommen, v hat schon ein Potential V:Q — R. Für 
W:=Vop:-—R gilt dann nach der Kettenregel 





RW = KV op) = ((VV)ep, kp) = (vop,kp) 


für k=1,...,n, d.h. W ist ein Potential für das Vektorfeld 


& 
| 
DM: 


(vop,&kp)er auf Mo. 


k=1 


(c) Zur Konstruktion einer Stammfunktion für das Vektorfeld v auf N definieren 
wir nun aufgrund dieser Vorüberlegung das zurückgeholte Vektorfeld durch 


n 


w= ),urer := ), (vop,Ökfp)er 


k=1 k=1 


w ist ein C'-Vektorfeld auf No. Mit IP = Hp und Av; = I;vi ergibt 
sich für w die Integrabilitätsbedingung mit Hilfe der Kettenregel: 
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Iwr = IHVop,&kPp) = 0 v;oP) Okpi 


3 


>. ((91%;) op) Ayı Ko; + DD (v5 0 p) I: ky; 


3=1 


| 
SE 


1 


m 
fun 


So, 
| 


> ((d;v1) op) diypı kp; + > (op) Mdip; 


1 


3 


I 
7]= 


u 


1 


m 
o&, 
| 


I: 


l 
& 


2) VOII LH = wm Mir TFrR. 


[=1 


Gemäß (a) besitzt das Vektorfeld w auf dem sternförmigen Gebiet No ein Po- 
tential W :Qo — R. Wir zeigen, dass V := Wogyp"':N—R ein Potential 
von v ist: 


Aus W=Vog folgt für ze Mo, y := p(x) nach Definition von w und mit 
Hilfe der Kettenregel 


(vYy),HpR)) = wir) = W (x) = Vo p)&) = KVV(y), PR); 





also 
(v(y) -VV(y),,dipkx))=0 für i=1l,...,n. 


Da g ein Diffeomorphismus ist, bilden die Spaltenvektoren O1 p(x),..., mPp(X) 
der Jacobi-Matrix eine Basis des R”, also ist v(y) —- VV(y) orthogonal zu allen 
Vektoren des R”. Es folgt 


v(y) -VV(y)=0 für jedes ye®. D 


5.6 Zur praktischen Bestimmung von Potentialen 


Allgemein erhalten wir eine Stammfunktion durch U(x) = ii vedx, wobei 





x0 

längs irgend eines Verbindungsweges zwischen xo und x zu integrieren ist. Ist 
N der R”, eine Kugel oder ein achsenparalleler Quader, so können Wege aus 
achsenparallelen Stücken gewählt werden: 


(a) Ebene Vektorfelder. Das C'-Vektorfeld v(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) im R°, 
in einer Kreisscheibe oder einem achsenparallelen Rechteck erfülle die Integra- 
bilitätsbedingung 6, P = 0.Q. Wir erhalten eine Stammfunktion U wie folgt: 





Wir halten y fest und bestimmen eine Stammfunktion x > p(z,y) für x > 
P(x,y), also mit 0,p(x,y) = P(x,y). Die allgemeine Lösung U der Gleichung 
8zU(x,y) = P(x,y) enthält noch eine Integrationskonstante q(y), ist also von 
der Form 


(1) Ulx,y) = p(2,y) + gay): 
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Damit U auch die Gleichung 0,U(x,y) = Q(x,y) erfüllt, muss für q gelten 


(2) d(y) = Qa,y) - plz,y). 


Die rechte Seite ist aufgrund der Integrabilitätsbedingung von x unabhängig: 





9.(Q - IP) = Q - dp = Q - dp = &Q -9,P =0. 


Bestimmen wir nun eine Stammfunktion q für r(y) = Q(x,y) — 9yp(x,y), so ist 
durch (1) eine Stammfunktion U gegeben. 


(b) Räumliche Vektorfelder. Das Vektorfeld v = (P,Q,R) erfülle im R°, in 
einer Kugel oder auf einem achsenparallelen Quader die Integrabilitätsbedingun- 
gen. Wir halten (y,z) fest und bestimmen eine Stammfunktion x > p(x,y,z) 
für 2 P(x,y,z). Die Integrationskonstante ist jetzt von der Form q(y,2): 





(1) 0,92) =2PpE4 23 +02: 


Hierdurch ist 6,U = P erfüllt, und die beiden restlichen Gradientengleichun- 
gen führen auf 








Hierbei hängen die rechten Seiten aufgrund der Integrabilitätsbedingungen nur 
von y und z ab. Die Bestimmung von q aus (2) erfolgt nun wie in (a) beschrieben. 


5.7 Aufgabe. Weisen Sie nach, dass das Vektorfeld 


ye’’sinz+tx+y 
v(2,y,2) = | ze’’snz+r+y-2z 


e”d’ cosz -y+2z 
konservativ ist, und bestimmen Sie ein Potential. 


5.8 Exakte Differentialgleichungen 
Durch 


ran een) 
sei ein C'-Vektorfeld auf N C R” gegeben, und es sei Q(x,y) #0 auf Q. 
Die Differentialgleichung 
*) Pia,y(2)) + Q@la&,ya)) ya) = 0 


heißt exakt, wenn das Vektorfeld v exakt ist, d.h. auf 0 ein Potential U besitzt. 
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SATZ. Das Vektorfeld v=(P,Q) habe ind) ein Potential U. Dann ist die An- 
fangswertaufgabe 


P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0, y(xo) =yo mit (x0,yo) € 


eindeutig lösbar. Die Lösung y ergibt sich durch Auflösung der Gleichung U(x,y) = 
U(xo,yo) nach y. 


BEWEIS. 


Für jede Lösung y gilt £U(z,y(z)) =0, also U(xz,y(x)) = const = U (xo, yo). 


Wegen 8,U(z,y) = Q(x,y) #0 besitzt die Gleichung U(x,y) = U(xo,yo) eine 
eindeutige lokale Auflösung nach y mit y(xo) = yo (Satz über implizite Funk- 
tionen). Für diese gilt U(x,y(x)) = U(xo, yo), also nach der Kettenregel 


0 = Z_U(n,y(a)) = Pla,v(2)) + Qa,va))y/@). . 





Aufgabe. Lösen Sie die Anfangswertaufgabe 


en 22 +cos(ct-+Yy) 


7 
0 fü an 
TE y(0)=0 für |e+y| < 5 


5.9 Integrierende Faktoren 


It c:Q — R eine C'-Funktion ohne Nullstellen, so ist die Differentialglei- 
chung 


P(x,y) + Q(&,y)y' = 0 
äquivalent zur Differentialgleichung c(z,y)P(x,y) + c(z,y)Q(z,y)y = 0, die 
wir in der Form 

F(2,y) + G(a,y)y' = 0 


notieren. Falls das Vektorfeld (P,Q@) nicht exakt ist, können wir versuchen, die 
Funktion c so zu bestimmen, dass (F,G) = (cP,cQ) ein exaktes Vektorfeld 
wird. Gelingt dies, so heißt c ein integrierender Faktor für die gegebene 
Differentialgleichung. 





Aufgaben 
(a) Lösen Sie die Anfangswertaufgabe 
3 
/ LY 1 
Zoo o— — ) —— ur 
Y 1 4 222 y2 I y( ) > 





mit Hilfe eines integrierenden Faktors c(y). 


(b) Seien a,b € C!(T) und b(y) #0 für alle y € I. Die Differentialgleichung 
—a(z)b(y)+y' =0 mit getrennten Variablen (vgl. 813:3) ist i.A. nicht exakt. 
Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor. 
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6 Kurvenintegrale und Potentiale in der Thermodynamik 


6.1 Der erste Hauptsatz 


Wir betrachten als einfachstes thermo- 
dynamisches System ein Mol eines Ga- 
ses in einem Behälter mit Volumen v, 
Druck p und Temperatur T'. Diese drei 
Größen sind durch eine für das Gas ty- 
pische Zustandsgleichung 


FI,.oH =0 
verbunden, z.B. 

pvV=hl 
für ein ideales Gas, oder 

(p+ S)w-b) — RT 


für ein van der Waalssches Gas. 





Wir nehmen die Zustandsgleichung als nach p aufgelöst an und schreiben also 
Db=Dll,v) 88.3 2:53): 


Wir wollen die Änderung AQ des Wärmeinhalts bei Übergang von einem Zu- 
stand (7, v) zu einem Nachbarzustand (T-+AT,v+ Av) beschreiben. Die dafür 
angesetzte erste Näherung 





AQ = Qı(T,v)AT+Qs(T,v) Av für kleine AT, Av 


(Qı = c, = spezifische Wärme bei konstantem Volumen) kann in dieser Form 
missverständlich sein. Ihre korrekte Interpretation gewinnen wir erst durch die 
Beschreibung globaler Anderungen mittels Kurvenintegralen: 





Bei einer Zustandsänderung des Sy- 
stems längs eines Weges & in der 
(T,v)-Ebene von (Tp,vo) nach (T},vı) 
ist die Wärmeänderung das Weginte- 
gral über das Vektorfeld (Qı, Q2), also 


ist in der Notation von 4.2 
AU = [QıdT +Qadv. 


Für den Integranden wird meistens 
oQ = QıdT + Q2 dv 


geschrieben. Das Symbol ö@ soll zum 
Ausdruck bringen, dass das Vektorfeld 
(Q1,@2) nicht konservativ ist. 
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Für ein ideales Gas ist beispielsweise c, konstant und 


öQ) = wdT +pdv =  „dT + Se 
V 





Bei dem nebenstehend skizzierten 


V 
Kreisprozess «& ergibt sich : a 
2 
J$Q = R(T2 - Tı)log 2 #0. 
Für das Vektorfeld dA = (0, p) liefert 
v1 


[sA= [ pdv 


die bei einer Zustandsänderung längs 

eines Weges & vom System geleistete mechanische Arbeit. Denn in der ersten 
Figur ist X =p-F die auf die Kolbenfläche F wirkende Kraft, also F Dav= 
[pFds= [ Kds mit dv = Fds. 


di Ta T 











Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt: 
6Q -6A = QıdT + (Qa — p) dv 
ist ein „totales Differential“, d.h. das Vektorfeld (Q1,Q@2 — p) ist exakt und 


besitzt daher ein Potential U. 
U=U(T,v) heißt die innere Energie des Gases. 


6.2 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik 


Dieser besagt, dass das Vektorfeld 7 (Q1,Q>2) exakt ist, also ein Potential S 


besitzt. n ist also ein integrierender Faktor für das Vektorfeld (91, @2), vgl. 5.9. 
Die Funktion $S = S(T,v) heißt die Entropie des Gases. 





Die beiden Hauptsätze liefern 


OU OU 885 Qı 99 @ 


arte zer mt m Ti 


Hieraus ergibt sich 


0 05 005 (22) 0) (+ (Z )) 


HI Ta Altar)" ar ET 
1 8 U 34-2248) 
Ta 2 ) T\ıaıTa 3 


_ A oR: Op 
ul tr - IT) 
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Als Folgerung aus den beiden Hauptsätzen erhalten wir somit eine Verknüpfung 
von Energie, Temperatur und Druck: 


OU, 
Fr 








Aufgaben. Folgern Sie mit Hilfe dieser Beziehung: 

(a) Für ein ideales Gas ist U=«T. 

(b) Für ein van der Waalssches Gas gilt U=->+f(T). 
(c) Gilt für ein Gas U=U(T), so gilt 


p=Tg(v) und S = Sı(T) + S2(v). 


(d) Gilt U=U(T) und pv = h(T), so handelt es sich um ein ideales Gas. 


7 Divergenz, Laplace-Operator, Rotation, Vektorpotentiale 


7.1 Divergenz, Laplace-Operator und Rotation 


Für C'-Vektorfelder v = (v1,...,vn) auf N CR” erklären wir die Divergenz 
durch 


dvı E + OUn 
0x1 u On. 


divv := 





Für C-Funktionen U:N—-R setzen wir 


HU HU 
AU = — +4 ..+ — =di 
U 3? di a 322 ivVU 


A wird der Laplace-Operator genannt. 


Die Rotation von C'-Vektorfeldern v auf c R° ist definiert durch 
OaV3 — O3V2 
rotv = | O3V1 — O1vz |]. 
01 Va > OaV1 
In der Physikliteratur finden sich auch die Schreibweisen 
dvv=Vev, AU=V’U, rotv=Vxv. 


Diese Differentialoperatoren spielen in der Mathematischen Physik eine funda- 
mentale Rolle, besonders in der Kontinuumsmechanik und Elektrodynamik, vgl. 
dazu 826:6. 
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7.2 Rechenregeln 





Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gilt: 
(a) rot VU=O 

(b) divrotv=0 

(c) dv(f-v)=(Vf,v)+f:divv 

(d) rotrotv = Vdivv - Av 

(e) div(vx w) = (rotv,w) — (v,rotw) 
(f) rot(f-v)=(VfJ)xv+f-rotv 
( 


g) rot (vx w) = (divw):-v- (divv)-w+dv:-w-dw:v. 





In (d) ist der Laplace-Operator komponentenweise wirkend zu verstehen. 


Beweis als [UA]. (a),(b) und (c) sollte jeder nachrechnen. 


7.3* Vektorpotentiale 
Ein C!-Vektorfeld w auf N C R? heißt Vektorpotential für v, wenn 


vz= Totw. 





Notwendig für die Existenz eines Vektorpotentials von v ist nach 7.2 (b) 


divv=(. 


Satz. In einem sternförmigen Gebiet I C R°? ist die Bedingung divv =0 
hinreichend für die Existenz eines Vektorpotentials. Ist xo € 2 ein Zentrum 
von N), so ist ein Vektorpotential gegeben durch 


w(x) = [tv(a(t)) x &(t)dt mit alt) = xo+t(x-xo). 


Jedes weitere Vektorpotential von v unterscheidet sich von diesem nur durch 
ein Gradientenfeld. 





BEweEIS als Aufgabe. Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus 5.5. Sei 
0.B.d.A. xo = O und w wie oben definiert. Rechnen Sie unter Verwendung 
von 7.2(g) nach, dass 








L(??v(tx)) dt = v(x). = 


rtw&)= | 


Dr 
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1 Flächenstücke im IR? 


1.1 Flächenparametrisierungen 


Unter einer Flächenparametrisie- 
rung verstehen wir eine injektive C’— 
Abbildung (r > 1) auf einem Gebiet 
UCR, 





®:U — R’, 
®, (u) 
u= (u,u2) — ®(u) = (2:9 ) 
P;(u) 
1 
deren partielle Ableitungen 
919: (u) | ® 
dı P(u) = (a8) 
9, ®3 (u) u2 
u 
920, (u) 
I®(u) = (20:0) 
d2®; (u) 
an jeder Stelle u € U linear unabhän- u 


gig sind. 








Für eine feste Stelle u = (u1,u2) des Parameterbereiches U sind 
s> ®(u +s,u) und t+ ®(u,ua+t) mit |s|, \t| <1 


C'-Kurven auf der Bildmenge ®(U). Die Tangentenvektoren dieser Koordi- 
natenlinien sind 


d d 
I P(u) = 7, Fu + 5, u>) _g’ IP(u) = 7 Pluı,u2 +t) RER 


Wir nennen d9ı®(u), da®(u) die Tangentenvektoren von ® an der Stelle u. 


Die lineare Unabhängigkeit der Tangentenvektoren stellt sicher, dass die Bild- 
menge von ® unserer Vorstellung von einer Fläche als einem zweidimensionalen 
Gebilde im Raum entspricht. 
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BEISPIELE. 
Ebene (u1,u2) > at u1aı + uaaa, 
ul 
obere/untere Hemisphäre u= (u,Uu2) > u2 ‚ Jul <1, 
+y1-|ull“ 
sind cosp 0<o<ır 
Sphäre ohne Nullmeridian (2,0) > | sind sing |], | 
cos OT, 
z cOSY 2 
geschlitzer Kreiskegelmantel (z,p) > | zsingp |, 
& 0 <yp<2r. 





Zeigen Sie, dass die vier Beispiele Flächenparametrisierungen darstellen. 
Verschaffen Sie sich eine Vorstellung von den Abbildungen, indem Sie einige 
Koordinatenlinien skizzieren. 


1.2 Beispiele und Aufgaben 


(a) Für eine C’-Funktion 9:U—R heißt eine Parametrisierung der Gestalt 


u= (u,u2) — ®(u) = u2 
lu) 


ein Graph über dem ebenen Gebiet U C R? der uı, ua-Ebene, vgl. 822: 4.7. 
Bestimmen Sie für diese Parametrisierung den Normalenvektor O1® x 02®. 








(b) In der rechten Hälfte der x,2-Ebene sei eine injektive und reguläre C'- 
Kurve t > (r(t), z(t)) gegeben. Durch Rotation des Kurvenstück um die 2- 
Achse im Raum entsteht eine Rotationsfläche. Jede die z-Achse enthaltende 
Halbebene schneidet aus dieser eine Meridiankurve heraus. 


Geben Sie für die Rotationsfläche eine Parametrisierung an. Betrachten 
Sie insbesondere den Spezialfall des Torus, der durch Rotation einer Kreislinie 
entsteht (den Mittelpunkt des Kreises kann einfachheitshalber auf die &-Achse 
gelegt werden). 





1.3 Flächenstücke 


Eine Menge M C R? heißt Flächenstück (C”-Flächenstück mit r > 1), 
wenn sie das Bild einer C”-Flächenparametrisirung ®: R’S> U- R’ mit 
stetiger Umkehrabbildung ®"!:M —U ist. Jede solche Abbildung heißt eine 
(zulässige) Parametrisierung für M. 
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Flächenstücke sind die zweidimensionalen Analoga zu den Kurvenstücken. Pa- 
rametrisierungen von Kurvenstücken haben einen kompakten Parameterbereich. 
Bei Flächenstücken setzen wir den Parameterbereich als offen voraus, um Schwie- 
rigkeiten bei der Differenzierbarkeit am Rand aus dem Wege zu gehen. 


Die Stetigkeit der Umkehrabbildung ei- 
ner Parametrisierung muss nun extra 
gefordert werden; wir benötigen diese 
beim Beweis des fundamentalen Satzes 
über die Parametertransformation 1.4 
und für die Orientierbarkeit. Diese Be- 
dingung schließt Figuren mit „approxi- 
mativen“ Selbstdurchdringungen (Fig. ) 
aus. 








Alle vier Beispiele von Parametrisierungen in 1.1 haben Flächenstücke als Bild- 
mengen. Darüberhinaus ist jeder Graph im R° ein Flächenstück. 
1.4 Parametertransformationen 


Zu je zwei C"-Parametrisierungen ®: U R?, W:V RR? eines C"- 
Flächenstückes gibt es einen C"-Diffeomorphismus h von U auf V mit 


& = Woh. 


h heißt Parametertransformation zwischen P und ®. 





Der Beweis verläuft ähnlich dem für Kurven (vgl. die Beweisskizze 8$24:1.3); 
wir verweisen auf Bd. 2, 811:1.3 und |BARNER-FLOHR II] 8 17:5. 


1.5 Stereographische Projektion 


Für u = (u1,u2) € R? verbinden wir den „Nordpol“ N = (0,0,1) der Ein- 
heitssphäre 


Se I[xeR’ II] = 1} 


mit dem Punkt (uw1,u2,0) durch ei- 
ne Gerade. Der von N verschiedene 
Durchstoßpunkt ®(u) dieser Gerade 
durch die Sphäre ist gegeben durch 





1 2uU1 


u) = —— | 
lH? 1 
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Satz. $B:R”— R° ist eine Parametrisierung der im Nordpol gelochten Sphäre 
S-\HNE. 


BEWweEIS als [öA]. Verfizieren Sie zuerst die Formel für ® und bestimmen Sie 
dann die Umkehrabbildung. 


2 Der Flächeninhalt von Flächenstücken 


2.1 Der Flächeninhalt einer Parametrisierung 


Für eine Flächenparametrisierung ®: RD U— R? setzen wir 


911 912 


gik ' (G®,9,® ) ur 4,ke1 2, de det(g;r) — 
921 922 


und 








A(®) := [ \/g(u) duı du2, falls dieses Integral konvergiert. 
U 


Wir machen plausibel, dass A(®) den Flächeninhalt der Fläche ®(U) c R? 
darstellt. 


Es gilt 
Id Blu) x ®(u)|| = Valu). 


Denn mit vı = dı®(u), v2 = da®(u) und dem von vı und va eingeschlosse- 
nen Winkel go ergibt sich 


Ivi ll" |lvall” sin®% = |vill“||vall”(l - cos” p) 


|vı x va]|” 


vi ll" |lvall” - (vı,v2)° = g(u). 


Wir fixieren im Parametergebiet U eine Stelle u = (v1, u2), ein kleines Rechteck 
R = [uı,uı + Auı| x [u2, ua + Au2] und betrachten die lineare Approximation 
W für ® an der Stelle u, d.h. 








Y(u+h) := ®(u) +hıd$ı $(u)+hriPlu). 


Den Flächeninhalt des krummen Vier- 
ecks ®(R) wird durch den Flächenin- 
halt des Parallelogrammes W(R) ap- 
proximiert. Letzteres wird von den 
Vektoren Auı vı, Au2 va aufgespannt, 


besitzt also den Flächeninhalt ®(R) 
Ausva 
I(Auıvı)x (Auava)| 
— ||vı x va|| Auı Aus ®(u) 


\/g(u) Auı Aus. 
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Denken wir uns nun das Parametergebiet U nahezu ausgeschöpft durch solche 
kleinen Rechtecke mit Eckpunkten uı,...,un und Seitenlängen Auı, Aus, so 
ist der Flächeninhalt von ®(U) näherungsweise 


N 


>> \/ g(ur) Au Aus R 


k=1 


Diese Summe wiederum approximiert für kleine Auı, Au2 das Integral 


| voro au dus . 


U 


2.2 Der Inhalt eines Flächenstücks 





Die vorangehende Betrachtung legt es nahe, den Flächeninhalt A(M) eines 
Flächenstücks M C R° wie folgt zu definieren: Wir setzen 


A(M) := A(®), 


falls es eine Parametrisierung ® : R’ > U — R° gibt, für die das Integral 
A(®) = [ 9 duı du2 konvergiert und A(M) = oo sonst (Bezeichnungen wie 
U 


in 2.1). Zu dieser Definition sind wir berechtigt, denn 


Der Flächeninhalt ıst von der Parametrisierung unabhängig: 





Sei W:R’D>V -M eine weitere Parametrisierung und 
g” = det(gr), gr = (WW) für ,k=1,2. 


Nach 1.4 gilt ® = Woh mit einem C'!-Diffeomorphismus h: U — V. Mit der 
Kettenregel folgt nach kurzer Rechnung 


I,® x HP = (91%) oO h) x ((92W) oO h) . (Oıhı Oaha = Oıha Öahı) R 
Daher gilt 


vg = |Oı® x HP] = |detdh| - |(9ı W)ohx (&W)ohl|) = |detdh |ı/g* oh. 





Der Transformationssatz ergibt, falls eines der beiden Integrale konvergiert, 


[vg du duz = [| vg* oh |detdh| du: dua = [ Vg* dvi don. 
U U v 


BEMERKUNGEN. Das Symbol ‚/g duı du2 wird das skalare Oberflächenele- 
ment genannt und mit do, dA oder dS bezeichnet. Die Determinante 


911 912 


— det 7 — 
3 (9 k) 921 922 
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heißt die Gramsche Determinante. In der Literatur finden sich auch die von 
C.F. GAUSS eingeführten Bezeichnungen 


E,F,G für gı, gıa = gaı, 9a2. 


Bei dieser Notation lautet das Oberflächenintegral 


A(M) = [|vEG-F? duı dus. 
U 


2.3 Der Flächeninhalt niederdimensionaler Mengen 


Die Herausnahme einer stückweis glatten Kurve oder von endlich vielen Punkten 
aus einem Flächenstück M ändert den Flächeninhalt nicht. 


Wir wollen den Beweis nicht explizit ausführen. Er beruht auf der Tatsache, 
dass das Urbild einer stückweis glatten Kurve auf M unter einer Flächenpa- 
rametrisierung wieder eine stückweis glatte Kurve ist. Die Spur einer solchen 
ist nach 823:7.4(b) eine Nullmenge im R?” und ändert deshalb das Integral 
[ /g duı du2 nicht. 

Wir treffen allgemein die 


VEREINBARUNG. Der Spur von stückweis glatten Kurven und endlich vielen 
Punkten wird der Flächeninhalt 0 zugeschrieben. 


2.4 Der Flächeninhalt einer Sphäre 
Wir betrachten die r-Sphäre mit dem Ursprung als Mittelpunkt 


er @n2) I\ve+y? +2? =r}. 


5, ist kein Flächenstück. Nehmen wir aber aus 5, den Nullmeridian heraus, 
d.h. betrachten wir 


$.=8,\N mit N= {(sind,0,cosd) |O<Y<rF}, 


so erhalten wir ein Flächenstück 5’. , das sich von der Sphäre nur um eine glatte 
Kurve unterscheidet. Die geschlitzte Sphäre S/. lässt sich durch Kugelkoordi- 
naten parametrisieren: 


r sind cosyYp 
®:U->R’, (9) > | rsindsinp 


r cos’ 
mit dem Parametergebiet 


U={[(,9)|0<p<in, 0<d<ret. 


2 Der Flächeninhalt von Flächenstücken 499 


Es ergibt sich: 
—r sin® sinp r COoS® cos yp 
O,®D = rsindcosp |), SP = | rcosd sing |, 
0 —r sin® 
go = (O,®,0,B) = r’sin‘V, 
Ip = (P,nB) = 0, 
0 = (HB, ub)=r, 


2 


rsind 0 
0 r? 


Iep  Ip0 
99 908 


ER 
= = r"sın’®. 














Nach der Vereinbarung 2.3 erhalten wir 


A(S,) = A($-\N) = [| v9 dpdd = ft [r?sinddp) do 


0 


— Ir? [sind do — Anr“. 
0 


2.5 Beispiele und Aufgaben 


(a) Für die Parametrisierung eines Graphen ®(u) = (u1,ua, y(u)) über dem 
Parametergebiet U CR? ergibt sich als Flächeninhalt 


A = [VI+Ivel? du du [2] 
U 


(b) Die durch die Parametrisierung 


r(u) cos v 
(u,v) > | r(u)sinv |, a<u<b, O<v<2r 
(u) 


gegebene (geschlitzte) Rotationsfläche hat den Flächeninhalt 





A = 2r | r(u)ı/r?(u) + 2?(u) du für]. 


a 


(c) Bestimmen Sie den Flächeninhalt des Torus 1.2 (b) mit Radien O<r<R. 
Auch hier erfasst die Parametrisierung nur den geschlitzten Torus. 


(d) Berechnen Sie den Inhalt der Sphärenkappe mit Radius r und Höhe h: 


@u2) I\ve+y?+z?=tr, z>r-hb, 
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2.6 Verhalten des Flächeninhalts unter Transformationen 


(a) Der Flächeninhalt eines Flächenstückes M bleibt unter einer Bewegung T 
des R? erhalten: 


A(T(M)) = A(M). 

(b) Bei der Streckung x + T,.(x) = rx ergibt sich 
A(T,.(M)) = r”A(M) 

Beweis als [ÜA]. 
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3.1 Skalare Oberflächenintegrale 


Für ein Flächenstück M € R° und eine stetige Funktion f: M— R definieren 
wir das skalare Oberflächenintegral von f über M durch 


[ fdo = [ f(x) do = ei ))\/g(u) duı dua , 





falls dieses Integral konvergiert. Hierbei ist ®: U — R? eine Parametrisierung 
von M und g wie in 2.2 die Gramsche Determinante von ®. Das Symbol do 
steht für das Oberflächenelement ,/g duı dua. 


Die Unabhängigkeit des Integrals von der gewählten Parametrisierung ergibt 
sich wie in 2.2. 


3.2 Zwiebelweise Integration 


Für jede auf der Kugel Kr = Kr(0) C R® stetige und integrierbare Funktion 
f gilt 


Ssodx = SS Fao)ar = [rl S Frx)dok)) dr, 


wobei 5, die Sphäre vom Radius r bezeichnet. 


BEWEIS. 


Die längs des Meridians 
N 1(2,0,2) Bea zeR!} 

geschlitzte Kugel Kr, = Kr\N ist das diffeomorphe Bild des Quaders 
2 = {(r,9,p) |O<r<R, 0<d<an, 0<p<2r} 


unter der Transformation auf Kugelkoordinaten 
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r sind cosyp 
h:(r,d9,p) > | r sind sing mit det(dh) =r"sind. 


r cosd 


Für jedes feste r > 0 ist dabei 





(dp) h(r,d,9) auf ]0,r| x ]0,2{ 
eine Parametrisierung der geschlitzten Sphäre 
$.=5,\N mit N = {(sind,0,cosd) |O<d<rt}, 


die bis auf die Reihenfolge der Parameter mit der in 2.4 angegebenen über- 
einstimmt. Das Oberflächenelement ist also r”sin® dOdyp. Daher ist nach der 
Vereinbarung 2.3 


I Fao=.) Jao= f(h(r,d,p))r”sin® dOdp. 
r Si 


Fl 
S—N 


Nach dem Transformationssatz für Integrale $23:8.1 ergibt sich unter Ver- 
nachlässigung der Nullmenge N 


Jod x = [ I®)d’x = [(f oh) |detdh|dr dd dp 
Ks Q 


2 


ff ra h(r,d,g))r" sind dO do dr, 
00 


| 





Letzteres nach dem Satz 823:2.4 über sukzessive Integration. Oo 
3.3 Orientierte Flächenstücke 
In 817:5.1 hatten wir die Frage der Orientierung einer Ebene 

B= uaı + u2aa | U1,Uu2 € R} 


angeschnitten und festgestellt, dass es zwei Möglichkeiten der Orientierung von 
E gibt. Entsprechendes gilt für Flächenstücke: 





Gegeben sei ein Flächenstück M im R°. Zwei Parametrisierungen ® und Y von 
M nennen wir gleichorientiert, wenn für die Parametertransformation h mit 
®=Woh (vgl. 1.4) die Bedingung 


det(dh) > 0 


gilt; andernfalls heißen ® und W entgegengesetzt orientiert. Das Flächen- 
stück besitzt also zwei Klassen von untereinander gleichorientierten Parametri- 
sierungen oder, wie wir sagen, zwei Orientierungen. 
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Wir erhalten ein orientiertes Flächenstück, wenn wir eine der beiden Orien- 
tierungen auszeichnen. Dies kann durch Auszeichnung einer Parametrisierung 
erfolgen. Jede Parametrisierung der ausgezeichneten Klasse nennen wir eine po- 
sitive Parametrisierung, die Parametrisierungen der zweiten Klasse heißen 
negative Parametrisierungen. (Vergleichen Sie dazu 824:4.3.) Der einfa- 
chen Notation halber bezeichnen wir das orientierte Flächenstück auch wieder 
mit M und das entgegengesetzt orientierte mit —M. 





Der von den Tangentenvektoren Öı®(u) ,d2®(u) einer Parametrisierung ® 
aufgespannte zweidimensionale Teilraum des R? heißt Tangentialraum von 
M im Punkt x = ®(u) € M und wird mit 7,M bezeichnet. 


Unter einem Einheitsnormalenfeld 
von M verstehen wir ein stetiges Vek- 
torfeld n:M > R° mit 


n(x) LTM, In) =1 


für xeM. 

Wir denken uns den Tangentialraum 
als Tangentialebene an den Flächen- 
punkt x angeheftet, ebenso den Nor- 
malenvektor n(x) (Fig.). 





SATZ. Für ein orientiertes Flächenstück M gibt es genau ein Einheitsnorma- 
lenfeld n von M mit der Eigenschaft 


0, ® x Ooa® 


(x)  n(x) = 1,0 x 50] (u) mitx= ®(u), 


wobei das Pluszeichen für positive, das Minuszeichen für negative Parametrisie- 
rungen ® gilt. 








Häufig wird bei gegebenem Einheitsnormalenfeld n über diese Beziehung eine 
Orientierung von M festgelegt. 


BEWEIS. 


Wir wählen eine positive Parametrisierung W und setzen 


O,W x 0a W Bi 
n(x) = ——— (VW '(x)). 
ereke) 
Nach 1.3 ist W”! stetig, also auch n. Ferner gilt (x): Ist ® eine beliebige Pa- 
rametrisierung von M, so gibt es nach 1.4 eine Parametertransformation h mit 
Y=&oh. Wie in 2.2 gezeigt wurde, gilt mit v := h(u) 





9 %lu) x Wlu) = cd P(v)xIP(v) mit c= det(dh(u)). D 
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3.4 Aufgabe 


Berechnen Sie das Normalenfeld 9,® x 0,® für die Parametrisierung 
&(r,p) = (rcosp,rsing,p) O<r<1l0<yp<2m) 


einer Wendelfläche, und machen Sie eine Skizze. 


3.5 Das vektorielle Oberflächenintegral 
Sei M ein orientiertes Flächenstück und v : M — R? ein auf M stetiges 
Vektorfeld. Wir definieren das vektorielle Oberflächenintegral durch 


[v.do = [v(x) «do(x) := + [| (vo®, I,® x h®) dur dus, 


M M U 


wobei ® : R’ > U — R° eine Parametrisierung von M ist und das Vorzei- 
chen positiv oder negativ gewählt wird, je nachdem, ob die Parametrisierung ® 
positiv oder negativ ist. 


Auch hier ist die Endlichkeit des Integrals extra zu verlangen. Die Unabhängig- 
keit von der Parametrisierung ergibt sich wie in 2.2 [üAl. 


Das Symbol do steht für das vektorielle Oberflächenelement. 
do = + O,® % I® duı dus : 
Mit dem skalaren Oberflächenelement do = ‚/g duı du2 besteht die Beziehung 


ee 0 


v9 


denn nach der Bemerkung 2.1 und nach 3.3 gilt 


0, ® x Ooa® 


Das vektorielle Oberflächenintegral kann damit auch als skalares Oberflächen- 
integral geschrieben werden: 


[v.do = [vendo. 
M M 


vg = | AH Px&P| und n= + 





Dies ist das skalare Oberflächenintegral über die Normalkomponente von v, es 
wird auch als Fluss von v durch M bezeichnet. 
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Bei der Berechnung des Oberflächenintegrals kann die folgende Determinanten- 
darstellung nützlich sein: 





U O & v2 Oo & Vz 90 & 
(v oO ®, 9, ® x I2® ) = 0191 01 ®> O1®3 
0581 Od2  OaBz 





(Die linke Seite ist das Spatprodukt von vo ®, 9,®, Ö2®, die rechte wegen 
det A’ = det A die Determinante dieser Vektoren, vgl. 817:4.2.) 





Aufgaben 





Berechnen Sie die folgenden Oberflächenintegrale. Die Orientierung der Flächen- 
stücke ist dabei festgelegt durch die Angabe eines Einheitsnormalenvektors n. 
(a) M = 12,0, 2)|@&’ +y = %< 1} (Rotationsparaboloid), 

v(2,y,2) = (z°,2°y,xyz), n(0,0,0) = (0,0, —1). 





(b) M = (r cosp,rsinp,p) |O<r<1, -T<p< m} (Schraubenfläche), 
v(2,y,2) — -,; n (2,0,0) — (0,-4,—) 
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1 Übersicht 


Die Integralsätze sind mehrdimensionale Versionen des Hauptsatzes der Diffe- 
rential- und Integralrechnung 


b 
J f de = f(b) - f(a). 
Zu diesen können wir die uns schon bekannte Beziehung 


[VU.dx = U(xı) -U(xo) 

# 
rechnen (vgl. 824:5.2). Die hier behandelten Integralsätze von Stokes und Gauß 
formulieren wir in der Schreibweise der klassischen Vektoranalysis, wie sie über- 
wiegend in der Physikliteratur verwendet wird: 





[rotv«.do = [ vedx, 
M öM 


[divv d’x = [vedo. 
Q 80 
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Der Beweisaufwand für die Integralsätze hängt wesentlich von der Allgemeinheit 
der betrachteten Integrationsmengen ab. Bei deren Auswahl müssen wir einen 
Kompromiss schließen, soll einerseits der begriffliche Aufwand in vertretbaren 
Grenzen bleiben und andererseits hinreichende Allgemeinheit für die Anwen- 
dungen in der Physik erreicht werden. 


Wir betrachten Pflasterketten als Integrationsmengen und lassen uns von dem 
in [GRAUERT-LIEB, Kap. III] vorgestellten Konzept leiten. 


Es sei erwähnt, dass sich sämtliche Integralsätze (auch für höhere Dimensionen) 
mit Hilfe des Differentialformenkalküls in die einheitliche und prägnante Form 


[dw = de Ww 
M öM 
bringen lassen, vgl. Bd. 3, 88:5.6, [BARNER-FLOHR II, 8 17.6], [FORSTER 3, 8 21], 


[GRAUERT-LIEB, Kap. III], [HEUSER 2, Nr. 216]. Diese allgemeine Gestalt wird 
z.B. in der Hamiltonschen Mechanik und in der Relativitätstheorie benötigt. 





2 Der Integralsatz von Stokes 
2.1 Der Integralsatz für Rechtecke 
Sei R = Ja,b| x ]c,d[ ein offenes Rechteck im R*, Pı und P> seien C'- 


Funktionen in einer Umgebung von R. Dann gılt 


[ (O1 P2 —— OaPı) dııdzca = [ Pı dcı + P.dixa. 
R OR 


Dabei ist das auf der rechten Seite 
stehende Integral zu verstehen als die 
Summe der vier Wegintegrale 


| Pıdaı + Pıdxz eeibansd) 


Tk 


des Vektorfeldes (Pı, Pa) über die im 
mathematisch positiven Sinn durchlau- 
fenen Rechteckseiten: 


o1:la,b) = R’, t-> ) 





o2:|,d >R?, tr G) 


o3:[a,b >+R?, t»> N) 
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BEMERKUNG. Statt der Parametrisierung ao, der k-ten Rechteckseite können 
wir nach 8 24:4.3 auch jede andere Parametrisierung a, wählen, welche dasselbe 
Wegintegral ergibt, die also durch eine orientierungstreue Parametertransforma- 
tion h (h > 0) mit o, verbunden ist. Bei diesen Parametrisierungen wird der 
Rechteckrand in mathematisch positivem Sinn durchlaufen, d.h. das Innere des 
Rechtecks liegt zur Linken. 








BEWEIS. 


Sukzessive Integration und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und 
Integralrechnung ergibt, da 61 P2 auf R stetig ist, 


d b 
Jar. dxı dxa — Jar. dxı dxa — N Ew dei) dxa 
1 
R ı 


R c [07 


d 
= | (Pa.22) - Psla,2)) de: -//p an + [Pr d2 


c 2 a4 
= [Pras: + [Pros + | Praos + | Poaos 
oı o2 o3 a4 
= [Fran 
OR 


denn es gilt 


b 
[ra = K on. (5) ) dt = 0, entsprechend [ra =; 


oı a o3 


Ebenso erhalten wir 


b 
[er dxı dx Id® (24,85) de) daxı = Frteo-Ae,o)arı 


R a 


Pı dxı Fi dxı 


— [rin - [ran - [man - [nen 
o3 a4 
= [fin 


OR 


Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt die Behauptung. El 
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2.2 Zweidimensionale Pflaster im IR°® 


Wie lässt sich der Integralsatz auf kompliziertere Figuren, z.B. auf ein defor- 
miertes Rechteck erweitern ? 





Beim Beweis in 2.1 wenden wir den Hauptsatz der Differential- und Integral- 
rechnung sowohl auf die &ı-Koordinate als auch auf die r2-Koordinate an, 
integrieren also längs Koordinatenlinien &2 = const. bzw. xı = const. 


Auch für allgemeinere Figuren benötigen wir zwei Scharen von Integrations- 
linien, die „von Rand zu Rand“ laufen. Bei der Auswahl dieser Integrationswege 
passen wir uns flexibel der Geometrie der betrachteten Figur an — vorausgesetzt 
natürlich, die Figur hat keinen zu wilden Rand. Ist eine Figur das differenzierba- 
re Bild eines abgeschlossenen Rechteckes (Innengebiete diffeomorph aufeinander 
abgebildet), so erhalten wir Integrationslinien als Bilder der Koordinatenlinien 
xı = const. und X2 = const. unter dieser Abbildung. 








Das ist der einfache Grundgedanke, der dem Konzept des Pflasters zugrunde 
liegt! Ein Pflaster ist, zunächst grob gesagt, das C*-Bild eines Rechtecks, wobei 
zugelassen ist, dass Rechtecksseiten auf einen Punkt zuammengezogen werden 
(Beispiel: Dreieck) und dass zwei Rechteckseiten zu einer Seite verklebt werden 
(Beispiel: geschlitzte Kreisscheibe). 


SH EHE EHE 


> A® 


Bevor Sie weiterlesen, stellen Sie das Dreieck und die geschlitzte Kreisschei- 
be als differenzierbare Bilder von Rechtecken dar. 




















Wir präzisieren nun das Konzept des Pflasters, und zwar gleich für Flächen im 
Raum. 
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Als Parameterbereich legen wir das Einheitsquadrat [0,1]° := [0,1] x [0,1] 
zugrunde. Dessen Inneres ist |0, 17 . Wie in 2.1 seien 01,02,03,0.4 die kano- 
nischen Parametrisierungen der Randseiten, die das Einheitsquadrat im mathe- 
matisch positiven Sinn umlaufen. 


DEFINITION. Ein zweidimensionales Pflaster im R? ist ein orientiertes 
Flächenstück M, für das es eine C*-Abbildung 





®:U- R’, (u1, ua) ur ® (u1,u>) 


auf einer Umgebung U von [0, 1)” gibt mit folgenden Eigenschaften: 


(a) Die Einschränkung von ® auf ]0,1[” ist eine positive Flächenparametri- 
sierung von M (vgl. 825:1.1). 


(b) Die k-te Seitenkurve von ® (k = 1,2,3,4), eingeschränkt auf ]0,1[, 
p, = ®00r.:]0,1[>R°, 
ist entweder konstant (entartet) oder injektiv und regulär. 


(c) Für die Seiten, d.h. die Spuren £,(j0,1[) gilt: Jede nichtentartete Seite 
trifft höchstens eine weitere nichtentartete. Trifft sich die j-te Seite mit der 


k-ten für jk, 
4,0, 1) N%,.(0,1]) #9, 


so gibt es eine C*-Parametertransformation 











h:]0,1[ j0,1| mit %,=%,oh und h<o, 





d.h. die gemeinsame Spur wird entgegengesetzt durchlaufen. 


Die Abbildung ® nennen wir eine Pflasterparametrisierung für M. Wir 
schreiben im Folgenden kurz ® : [0,1]° — R?, da es auf das Verhalten von 
® außerhalb [0, 1]* nicht ankommt. Weiter setzen wir |M]| := ®([0,1]°) C R°. 





Die Fläche |M| entsteht also durch differenzierbares Verbiegen des Einheitsqua- 
drates, wobei Randstücke verklebt sein können. 





Die Bedingung (b) lässt zu, dass Quadratseiten unter ® zu einem Punkt entar- 
ten. Das Bild %,(|0, 1]) einer nichtentarteten Seite kann eine geschlossene Kurve 
sein. 








Die Bedingung (c) erlaubt das Verkleben von je zwei nichtentarteten Seiten 
unter der einschränkenden Bedingung, dass die Klebestelle unter 2%, und 2, 
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird. 








Das Konzept des Pflasters sollte durch die vorangehenden und die nachfolgen- 
den Beispiele hinreichend klar werden. Es sei angemerkt, dass sich die hier ein- 
geführten Begriffe Pflaster und Pflasterparametrisierung nicht genau mit den in 
[GRAUERT-LIEB Bd. III] verwendeten decken. 
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Beispiele und Aufgaben 


(a) Durch 
u P3 

®: [0, U- = R’, (u1, u) > U1U2 vB) 
0 


ist eine Pflasterparametrisierung eines 
Dreiecks in der x, y-Ebene gegeben. Die 
zu , gehörige Seite entartet zu einem Punkt, die restlichen Seiten sind nicht 
entartet und treffen sich nicht. (Nach Definition gehören die Endpunkte nicht 
dazu.) 


fı 





(b) Durch 
®8:0,1 > R?, 


uı cos (2ru>) 2 
(u1,u2) > | uı sin (2rmu>) 


ist eine Pflasterparametrisierung der längs der positiven x-Achse geschlitzten 
Einheitskreisscheibe in der x, y-Ebene gegeben. Hierbei ist #, entartet, 9, pa- 
rametrisiert die Kreislinie im mathematisch positiven Sinn, und Z,,%, parame- 
trisieren den Schlitz in entgegengesetzter Richtung. 








. P3 
(ce) Für 0<®<2r ist 
7 cos (Ouı1) 
®: ( ') > | sin (Ouı) 
u2 
u2 
eine Pflasterparametrisierung für ein Zy- D5 Pa 


lindermantelstück mit Öffnungswinkel 

2n — © (Fig.). Alle vier Seiten sind 

nicht entartet. Im Fall © = 27 ist der Zylindermantel geschlossen; die verklebte 
Seite wird hierbei durch %, und 9, in entgegengesetzter Richtung parametri- 
siert. 


Verifizieren Sie diese Aussagen, und studieren Sie das Abbildungsverhalten 
von ® durch Betrachtung der Bilder von Koordinatenlinien. 











(d) Zeigen Sie, dass durch die Kugelkoordinaten 825:2.4 mit 9 = nu, 9 = 
2ru2 eine Pflasterparametrisierung der längs des Nullmeridians geschlitzten 
Sphäre gegeben ist, und geben Sie die Seitenparametrisierungen 9, an. 





(e) Zeigen Sie, dass die Darstellung des zweifach geschlitzten Torus (verglei- 


che $825:1.2 (b)), 
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( (R+r cos (2rua)) cos (2ruı ) 
®:0,1°>R’, (u,ue) > | (R+rcos(2rua))sin(2ruı) |, 


r sin (2rrua) 


für O<r<R eine Pflasterparametrisierung ist. 


2.3 Integration über den Pflasterrand 


Für eine Pflasterparametrisierung ® : [0,1]° — R? definieren wir den Pflaster- 
rand wie folgt: Von den vier Seitenkurven 


%,=8®00,:]0,1]>R? (k=1,2,3,4) 


von ® streichen wir die entarteten und entfernen dann noch die Paare 9,,P,, 
welche die gleiche Seite in entgegengesetzter Richtung parametrisieren. Danach 
mögen p,,,:--,/;,, übrig bleiben (O <m<A); m = 0 steht für den Fall, dass 
keine Seite übrigbleibt, wie etwa bei der geschlitzten Sphäre oder beim zweifach 
geschlitzten Torus. 





Der Pflasterrand ist für m > O die stückweis glatte Kurve 

OM =9p,+-..:+9,, 
bzw. 9M :=G für m = 0. Für ein Vektorfeld v auf einer Umgebung von |M| 
ist für m >0 das Integral nach 8 24:4.4 definiert durch 


[| v*.dx = [vedx+...+ [ vedx, 


OM Pi 


Pim 


und [v.dx=0 Nr ne V; 
öM 


Hinweis. Das Symbol OM meint hier nicht den topologischen Rand von M. 
Dass die Wahl der Pflasterparametrisierung für das Randintegral keine Rolle 
spielt, ergibt sich aus dem folgenden Satz von Stokes. Die Untersuchung der 
Frage, ob der Pflasterrand OM nur vom Flächenstück M, nicht aber von der 
Parametrisierung abhängt, wäre in voller Allgemeinheit zu aufwändig; für die 
Anwendung ist sie sekundär und im Einzelfall meist problemlos. 


2.4 Der Integralsatz von Stokes für Pflaster im IR? 
Ist v ein C' -Vektorfeld auf QC R° und M ein Pflaster mit |M| C 9, so gilt 


[rotv.*do = [vedax. 
M öM 


BEWEIS. 





Der Beweisgedanke ist einfach: Wir holen das Vektorfeld mit Hilfe einer Para- 
metrisierung ® auf das Finheitsquadrat zurück (vgl. 824:5.5) und wenden auf 
das zurückgeholte Vektorfeld (Pı, Pa) den Integralsatz 2.1 für Rechtecke an. 


2 Der Integralsatz von Stokes oll 
(a) Mit den Bezeichnungen 2.3 gilt 


m 4 
I weaxe’y [v-dx=) [vedx, 
OM k 


=19;, 3-1; 


denn in der letzten Summe liefern die entarteten 9, keinen Beitrag, und die 
Integrale über die 9,, welche nicht in OM erscheinen, heben sich wegen der 
entgegengesetzten Orientierung paarweise weg (vgl. 824:4.3). Ist 9M = $, so 
ist die letzte Summe Null. 








(b) Seien o;, und o;, die Komponenten von o;, der Parametrisierung der 
Quaderseiten. Mit der Kettenregel folgt aus 9, =®oo; 


p, = (AP) 00;)0;, + (AP) o0;,)0;,. 





Also gilt 
1 
[v+-dx= [(vop,9#,)d 
Pj (0) 
1 
= [((vo®o00,,(d1®)00;)6,, +(vo®oo,, (bb) o0;)6;, )dt 
0 
= [ Pıduı + Padua 
a 


mit BR :=(vo®,9;®) für i=1,2. 
Daher gilt nach dem Integralsatz für das Einheitsquadrat 2.1 


4 
[| v*.dx = >», [ Pıduı + Padua 
(x) OM 3-1 j 
— [ Pı duı + Rdus = [ (O1 Pa — öOaPı) duı dua. 
öE? E2 


(c) Wir zerlegen das Vektorfeld v = vıeı + vae2 + vgez in seine Komponenten. 
Wegen der Linearität aller auftretenden Integrale genügt es, den Integralsatz für 
die Komponenten vze; zu beweisen. Wie die folgende Rechnung zeigt, bedeutet 
es keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir dies nur für vıeı ausführen. 





(d) Wir betrachten also das einkomponentiges Vektorfeld v = feı mit einer 
C!-Funktion f auf ©. Für dieses gilt 


P; = ((feP)eı, ;®)= (foB)0;Ö, > 1,2). 





Die Kettenregel liefert (Argument ® in f fortgelassen, partielle Ableitungen 
wirken nur auf den nächstfolgenden Term) 
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3 

Bd >, HfOıDdr + FOL Bı, 
k=1l 
3 

&Pı = 9191 > HfRrdr, + FR9ı Bi. 


k=1 


O1 P2 





Damit ergibt sich für den Integranden des letzten Integrals in (x) unter Beach- 
tung von IH&® = HödıD (deshalb die Voraussetzung ® € C? für Pflasterpa- 
rametrisierungen) 


9ıPa -Pı = af (9192 9281 — 9191 02®>) 
+ Os f (O1 ®3 0s®1ı — 09191 d2®3) j 





Auf der anderen Seite ist 
rtv=rot(feı)=ÖOsfe2a - fe. 
Weil ® eine positive Parametrisierung von M ist (vgl. $25:3.3), gilt 
do = IB x bdu du = ( (0102 0203 — 9103 6202)eı 
+ (91 ®3 t99®1ı — 91 9ı &B3)eo 
+ (81®1 &2®2 — 8102 62®1)e3) du du2. 
Berechnung von rotv e do = (rotv,do) und Vergleich mit oben ergibt 
(91 Pa -&Pı) du dus = ((rotv)o®)edo. 
Mit (x) erhalten wir 


[| v*.dx = [ ((otv)o®, 9,8 x &® ) du: dus = [rotvedo. OD 
OM 


E2 M 


2.5 Beispiel. Wir betrachten das Zy- 
linderstück 


Z={(2,y,2)|’+y’=1,0<z<1l}. 


Schlitzen wir dieses Zylinderstück längs 
einer Mantellinie auf, etwa längs 








N=1102))0<2<1}, 


so erhalten wir ein Flächenstück M = 

Z\ N. Wir orientieren M durch Aus- - 
zeichnung des nach außen weisenden 

Einheitsnormalenfeldes n. 
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Die Zylinderkoordinaten liefern eine Pflasterparametrisierung von M wie in 
2.2 (a), deren Rand aus den beiden Kreisen & = £,, B = £3 besteht (Fig.). 
Für ein Vektorfeld v auf einer Umgebung von Z liefert der Integralsatz von 
Stokes damit 


[rotv.do = [rotvedo — [ vedx = [v*dx + [ve.dax. 
2 M OM a ß 

2.6 Aufgaben 

(a) Was liefert der Integralsatz von Stokes für eine Sphäre und einen Torus ? 


(b) Bewegt sich ein zweidimensionales Pflaster mit dem Geschwindigkeitsfeld 
v=v(t,x) im Raum und ist B ein konstantes Vektorfeld, so gilt 


Bed = [(Bxv) «dx, 
dt, o, 


dabei sind M, das Pflaster zur Zeit t und C; = OM, dessen Pflasterrand. 


Diese Beziehung ergibt das Faradaysche Induktionsgesetz bei konstantem Mag- 
netfeld B und bewegter Leiterschleife Ci. 








Anleitung. Betrachten Sie eine bezüglich aller drei Variablen C?-differenzierbare 
Pflasterparametrisierung (u1,u2) — ®(t,uı,u2) für M,ı. Für deren Zeitablei- 
tung V := O®/öt gilt V= vo®. Zeigen Sie vor Anwendung des Stokesschen 
Satzes für Rechtecke 

6) 


zB. A®x90)=-(B,AVxhS+ADx EV) 


= 9(B,Vx&®)-&{B,VxoO9®). 


2.7 Zweidimensionale Pflasterketten im IR° 


In einem weiteren Schritt wollen wir nun den Gültigkeitsbereich des Integralsat- 
zes auf Figuren erweitern, die durch regelmäßiges Aneinandersetzen von Pfla- 
stern entstehen. Hierdurch erhalten wir stückweis glatte Flächen im Raum und 
die in der Funktionentheorie wichtigen mehrfach gelochten Gebiete in der Ebe- 
ne. 





DEFINITION. Unter einer zweidimensionalen Pflasterkette M im R° ver- 
stehen wir eine Kollektion von Pflasterparametrisierungen 


®1,...,dn:0, 1 > R, 
so dass mit den Bezeichnungen von 2.2 und 
M: = &;(0, 1), #,,:=8:00,;:[0, 1] 4 R’ 


füri=1,...,N,j=1,2,3,4 Folgendes gilt: 
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(a) M;, N M; MIT ISSFH. 





(b) Eine nichtentartete Seite 9,,(|0,1[) kann höchstens eine weitere nichtent- 
artete treffen. Geschieht dies etwa mit 2,,(]0,1|), so stimmen beide überein 
und werden durch ihre Parametrisierungen entgegengesetzt orientiert, d.h. es 
gibt eine Parametertransformation 








h: [0,1] — [0,1] mit 
Pi; = Prioh und h<O. 
Für eine Pflasterkette schreiben wir 
M=Mı+...+Mn. 


Die Vereinigungsmenge aller Pflaster 
mitsamt ihren Randseiten bezeichnen 
wir mit 


IM|=|M;ı|u a. U|Mn|. 





Für ein auf |M| gegebenes Vektorfeld v erklären wir das Oberflächenintegral 
über die Pflasterkette M durch 





[v*do — [v.do+...+ [ veao. 
M 


Den Pflasterkettenrand IM definieren wir wie in 2.3: Von den sämtlichen 
Seitenkurven 2,, di =1,...,N,j=1,2,3,4) streichen wir zunächst die entar- 
teten und dann alle Paare von Seiten, die sich gemäß (b) treffen und entgegen- 
gesetzt durchlaufen werden. Die Kollektion %,,...,%,, der übrig bleibenden 
bezeichnen wir mit 9M bzw. OM =, falls keine Seite übrig bleibt. 





Das Integral von v über IM definieren wir durch 


[vedx:= [vedx+... + [v*dx bzw.=0, falls 9M =. 
öM 1 om 


Die Unabhängigkeit des Randintegrals von den Parametrisierungen ergibt sich 
aus 2.8; für die Parameterinvarianz von OM gilt das in 2.3 Gesagte. 


2.8 Der Integralsatz von Stokes für Pflasterketten im IR? 
Es sei U CR? ein Gebiet. It M= Mı+t... +Mn eine Pflasterkette mit 
IM| CN und v ein C'-Vektorfeld auf Q, so gilt 


[rotvedo — [vedx. 
M 


OM 


3 Der Stokessche Integralsatz in der Ebene 949 


BEWEIS. 
Wie in 2.4 (a) ergibt sich 


Jvedi=) rear [vedx. 


Nach 2.4 gilt für jedes einzelne Pflaster M; 





A 
[rotvedo=), [ vedx. 
M; 3-19; 

Die Behauptung folgt jetzt durch Addition der letzten Gleichungen. Oo 


3 Der Stokessche Integralsatz in der Ebene 


3.1 Ebene Flächenstücke und ebene Pflaster 








Liegt ein Flächenstück M in der xı, x2-Ebene des R°, so ergeben sich eine Reihe 
von Vereinfachungen. Solche Flächenstücke orientieren wir durch das Einheits- 
normalenfeld ez. Für jede Parametrisierung ® gilt ®3 = 0 und 





0, ® x Os® = (O1 ®ı z 0s®> — 01 ®>3 . da®ı) es [üAl. 


Wir lassen nun die dritte Komponente fort, beschreiben also M durch die wieder 
mit ® bezeichnete Parametrisierung 


»-()) :RSUSR. 
®2 


Damit ergibt sich für das vektorielle und skalare Oberflächenelement 
do = |det (d®)|es duı du, do = | det (d®)| du: duz. 


Das skalare Oberflächenintegral reduziert sich daher auf das gewöhnliche Inte- 
gral über die Menge M: 


[ fdo = [ f(®(u)) | det d®(u))| dur duz = [ f(x, y) de dy 





nach dem Transformationssatz für Integrale. 


Für ebene Pflaster M gilt mit den vorangehenden Bezeichnungen det(d®) > 0, 
d.h. die Pflasterparametrisierung ist auf dem offenen Einheitsquadrat orientie- 
rungstreu. 


Denn nach der Pflasterbedingung (a) von 2.2 soll ® (als Abbildung in den R° 
aufgefasst) eine positive Parametrisierung sein, d.h. d4®xÖ&a® soll ein positives 
Vielfaches des Einheitsnormalenvektors ez3 sein. 
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3.2 Ebene Vektorfelder 

In einer Reihe von Anwendungen 
können Vektorfelder der Physik durch y 
ebene Felder 


‚I? vılE,9) 
e (3) u ve 


beschrieben werden. 











Das ist beispielsweise immer dann der 
Fall, wenn das räumliche Feld folgende 
Gestalt hat 


x vı(z,y) = 
(X) vi: (») un (9) 
z 0 


BEISPIELE. 
(a) Luftströmung um eine unendlich lange Tragfläche (Fig.). 


(b) Fließt durch die z-Achse ein konstanter Strom, so lässt sich das Magnetfeld 
durch das ebene Feld 


(ram?) 


beschreiben, vgl. 824:4.6 (b). 








(c) Kugel- und achsensymmetrische Felder können durch einen ebenen Schnitt 
beschrieben werden. 





Für ein räumliches C'-Vektorfeld der Gestalt (x) gilt 
rot v = (O1V2 — Öavı) es. 

Für ebene Pflaster M gilt mit den Bezeichnungen 3.1 
do = doez = det(d®) e3 duı dua , 

also für das Vektorfeld (*) 


[rotv«*do = [ (rotv,es)do = [ (dıv2 - v1) dady. 


M M M 


Nach Definition des Wegintegrals für ebene Kurvenketten folgt 


[rotvedo = [v*.dx = | vıda + v2dy. 
M OM OM 
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3.3 Der Stokessche Integralsatz für die Ebene 


Sei M eine ebene Pflasterkette. Dann gilt für jedes in einer Umgebung von |M| 
erklärte C'-Vektorfeld (P,Q) 


[ (&Q-0,P) dedy = [| Pdx+Qdy 


IM] öM 





mit der Bezeichnung 83 24:4.2. Das ergibt sich nach den vorbereitenden Bemer- 
kungen 3.1, 3.2 nun unmittelbar aus 2.8, wenn wir vı = P und va = Q setzen. 


3.4 Die Orientierungregel für ebene Pflaster 


Sei &: [0,1]° — R? eine Pflasterparametrisierung. Dann ist det(d®) > 0 im 
Innern des Einheitsrechtecks nach 3.1. Ein Punkt x = ®(u) heißt regulärer 
Randpunkt von ®, wenn er auf der Spur einer nichtentarteten Seite 9, liegt 
und wenn det d®(u) > 0 gilt. In diesem Fall lässt sich leicht zeigen, dass in der 
Nähe von x beim Durchlaufen der Pflasterseite p, das Pflaster zur Linken liegt. 
Denn das gilt beim Umlaufen des Einheitsrechtecks durch die o,, und ® ist in 
einer Umgebung von u orientierungstreu. 











3.5 Der Stokessche Satz für die Einheitskreisscheibe 


Für die Kreisscheibe K = Kı(0) und den im mathematisch positiv durchlaufe- 
nen Rand OK gilt 


[(82Q -9,P) dedy = [| Pdx+Qdy. 


K OK 


Denn in 2.2 hatten wir gesehen, dass unter der Parametrisierung 
(*) u cos(2rV) 
7 
v u sin(2rV) 


die längs der positiven Achse geschlitzte Kreisscheibe K’ ein Pflaster ist, wobei 
OK durch %, parametrisiert wird. Die Behauptung folgt jetzt wegen 


[ (02Q -9,P) dedy = | (9:Q - 9,P) dady. 


1:€ RB 


BEMERKUNG. Auch die ungeschlitzte Kreisscheibe kann durch „Aufblasen“ eines 
einbeschriebenen Quadrats als Pflaster mit vier nichtentarteten Seiten (= Vier- 
telskreisbögen) parametrisiert werden; die Rechnung erfordert aber etwas Nach- 
denken [üAl. Die oben gegebene Parametrisierung durch Polarkoordinaten ist 
einfacher und natürlicher. 
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3.6 Einfaches Umlaufen eines Punktes 


Wir betrachten in der Ebene R? einen stückweis glatten, geschlossenen Weg & 
und einen außerhalb der Spur C liegenden Punkt a. Der Weg a = aı +: ::-+an 
sei durch die Parametrisierung t > (x(t),y(t)) für a <t < b gegeben. Deren 
Einschränkung auf [ax_ı,ax] liefere eine C*-Parametrisierung von ax (a = 
ao <aı <:::<oan =b). Der einfacheren Notation halber nehmen wir a=0 
an. 





Wir sagen: & umläuft den Punkt a = 0 einfach positiv (einmal im positiven 
Sinn ohne Rückläufigkeit), wenn 


(a) jeder von O ausgehende Strahl «(t) für genau ein tE [a,b| trifft und 
(b) z(t)Üult) - &(t)y(t) > O0 für jede der Teilkurven a; gilt. 





SATZ. Unter diesen Voraussetzungen 

lasst sich das Ringgebiet zwischen 

OK,(0O) und C fürr0 <o<l als 

Pflasterkette darstellen. 

Der Pflasterkettenrand besteht aus der 

Kurve & und der im Uhrzeigersinn ori- 

entierten Kreislinie &” + y” = 0”. C 
BEWEIS. 


Wir geben für jedes k eine Pflaster- 

parametrisierung des durch OK,(0), 

die Spur (a,) und die Ursprungsstrah- 

len durch ax (ar-ı), ax(ar) begrenzten 

Gebiets an. 

(i) Wir verwenden für a, die komplexe Schreibweise: z(t) = x(t) +iy(t) für 
ax_ı <t < ar. Dann gibt es C?-Funktionen r,© mit O(t) € [0,2r|, z(t) 
r(t)e® 9 und O(t) > 0 für ax-ı <t < ar. Letzteres bedeutet, dass z(t) den 
Nullpunkt im mathematisch positiven Sinn umläuft. 


Die C*-Differenzierbarkeit von r(t) und ©(t) folgt aus der Existenz lokaler 


U” -Umkehrabbildungen % der Transformation auf Polarkoordinaten und aus 
(r(t),O(t)) = p(x(t),y(t)). Das Vorzeichen von © ergibt sich aus 








iO | ri 
(®) Re 

< — ae — “ + iO, also 

z re’ r 

Gen an her), 

2 c+iy x? +y? 

(ii) Herstellung einer Pflasterparametrisierung zu |ar-ı,ax|. Wir verwenden 
wieder die komplexe Schreibweise und definieren 


&(s,t) := szft)+(1-s)oee” (O<s<I1, a_ı<t<aor). 
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Für festes t durchläuft s > ®(s,t) das radiale Segment zwischen dem Kreis- 
punkt oe’®® und z(t). Die Bildmenge von ® ist der Bereich zwischen der 
Kreislinie und der Kurve & im Winkelbereich [|O(ar-ı), O(ar)], Letzteres nach 
Voraussetzung (a). Für ® = (Re®,Im®) ergibt sich 


det (d®(s,t)) = (rt) — 0) (sr(t) +(1- s)0) + osr(t)| Olt) > 0. 


& lässt sich zu einer C*-Abbildung über [0,1] x [a,_ı,ax] hinaus fortsetzen, 
indem a; geeignet fortgesetzt wird. 

& ist injektiv: Aus ®(sı,tı) = ®(sa,ta) folgt tı = t2 nach Voraussetzung (a). 
Wegen |®(s,t)| = s (r(t) — 0)+o ergibt sich dann auch sı = sa. Der Pflasterrand 
wird wie in der Figur durchlaufen. 








(c) Durch Zusammensetzen der zu den einzelnen Intervallen [ax -ı, ax] konstru- 
ierten Pflaster erhalten wir offenbar eine Pflasterkette, denn zwei verschiedene 
Seiten treffen sich nur längs Radien und werden entgegengesetzt durchlaufen. 

Ü 








4 Der Integralsatz von Gauß 

A.1 Der Integralsatz für den Einheitswürfel im IR? 

Den dreidimensionalen, offenen Einheitswürfel bezeichnen wir mit 
E® := { (x1, 82,23) 02:05 < 1} 

Die sechs Seitenflächen des Würfels numerieren wir wie folgt durch: 
Dip.) { (u, x2, 23) |0<x2,23 < 1} = 0,1), 
Pau { (x1, u, 23) |0<zı,23 <1} i=0,1), 


Pag { (1, 22, 1) |0<zı,202 <1} = 0,1), 


Diese Seiten orientieren wir durch Aus- 
zeichnung der folgenden Einheitsnor- 
malenfelder n: 


n= -e; auf B:6- 
n=e; auf Di 


für 5 = 1,2,3. Machen Sie sich klar, 
dass alle sechs Normalenfelder vom 
Würfel weg weisen; wir sprechen vom 
äußeren Einheitsnormalenfeld auf 
dem Rand ÖE®. 
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Satz. Ist v ein C'-Vektorfeld auf einer Umgebung des abgeschlossenen Ein- 
heitswürfels |0, 1|”, so galt 


| divvd’x = [ vedo. 


E3 8E3 
Das Integral auf der rechten Seite ist dabei definiert durch 
| 
Im LE pe Ede Ben [ vendo. 
öE3 Jely-V J-Lu=0 E;ju 


BEMERKUNG. Die Behauptung des Satzes bleibt unter den folgenden schwäche- 
ren Voraussetzungen richtig: v ist stetig auf [0,1]’, C'-differenzierbar im In- 
nern E°, und die partiellen Ableitungen ,v, sind beschränkt auf E°. 





BEWEIS. 


Wir legen kanonische Parametrisierungen Aj;u : E + E;,„ der Würfelseiten 
fest durch 

Aıo(u1,u2) — (0, u2,u1), Aıı(uı,u2) — (1,u1,u2), 

Aso(u1,u2) — (u1,0,u2), Ası (u, u2) — (u2,1,u1), 

Aso(u1, u2) — (u2,u1,0), Ası (u1, u2) — (u1,u2,1) 
für O<wuı,u2a < 1. Die Einschränkung von A;,, auf das offene Einheitsquadrat 


E* ist jeweils eine positive Parametrisierung von E,, [ÜA]. 
(u1,u2) — Aju(u>2,uı) liefert eine negative Parametrisierung von E;,. 








Wegen n = e; auf E,ı und n = -—e; auf Eyo gilt 


[v.do= [ vendo=(-1)"*' [ vee;do = (-1)""" [ vjdo. 


Eju Eju Eju Eju 
Weiter ist 
re 
| Suı.d’x = SSCS Frei, 22,23) daı ) do daz 
B3 00 0 


(vı(l, T2, x3) — U] (0, 2, x3)) dxa dxz 


l 
Sn 
SEN 


(v1 oO A1o) (1, x2) dxı dxa 


l 
Ben 
Bi 
SE RREN 


1 
[ U O2 Aıı)( (is x2) dxı dxa — 
0 


vıdo + [ vı do = [ v*.do + [ v*do. 


Fa Bio E43 Eıo 
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Analog erhalten wir 


| 92v2 d’x = [ v.do+ [ v*»do, ii 0000 [v .do-+ [v. do. 


E3 Esı Es0 Esı E30 


Durch Addition dieser drei Gleichungen folgt dann 


3 
| divvd’x = | (O1vı + Öav2 + Ösv3) d = > I vedo= [ vedo. 


E3 E3 3-lu=0E;, öE3 


Unter den in der Bemerkung genannten schwächeren Voraussetzungen ist der 
Beweis wie folgt zu modifizieren: Nach 823:4.5, 6.4 sind die Funktionen I.vx 
jeweils über EP integrierbar, und die Integrale lassen sich sukzessiv berechnen, 
2.B. gilt 


11 
1 O1v1 d’x = Ion (21, 2,3) di ) da da . 
00 


E3 





Für das innere Integral gilt dabei wegen der Stetigkeit von Öıvı auf E3 


1 1-o 
1 01v1 (z1, T2, x3) daı = = lim [ 01V1 (21; T2, x3) dxı 
0 Be [6) 
=. im (vı(1 — 0,%2,X%3) — vı(o, x%2,%3)) = 41,959) - (0,23, 3). 
e—0O 
Der Rest des Beweises (a) kann übernommen werden. D 





4.2 Dreidimensionale Pflaster 


Wir gehen ähnlich wie bei zweidimensionalen Pflastern vor. Dreidimensiona- 
le Pflaster sind differenzierbare Bilder von abgeschlossenen Quadern im R°. 
Wir definieren sie so, dass sich mit ihrer Hilfe eine möglichst große Vielfalt 
von Körpern im Raum darstellen lässt, wie z.B. verbogene Quader, Prismen, 
Pyramiden und geschlitzte Kugeln. 


Durch regelmäßiges Zusammensetzen von dreidimensionalen Pflastern zu Ket- 
ten lassen sich darüberhinaus kompliziertere Figuren bilden. Auf dreidimen- 
sionale Pflasterketten werden wir jedoch nicht eingehen; bei Bedarf kann die 
Definition für zweidimensionale Pflasterketten 2.7 unschwer auf den dreidimen- 
sionalen Fall übertragen werden. 


E? = ]0, 1[” bezeichne wieder das offene Einheitsquadrat und E? = ]0, 1[” den 
offenen Einheitswürfel. A, seien die in 4.1 eingeführten Seitenparametrisierun- 
gen des Einheitswürfels. 


DEFINITION. Wir nennen ein Gebiet No C R° ein dreidimensionales Pflaster, 
wenn es eine Umgebung U von |[0, 1]? und eine C*-Abbildung 
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h:U>R 


gibt mit folgenden Eigenschaften: 


(a) Die Einschränkung von h auf E° ist ein orientierungstreuer Diffeomorphis- 
mus (det dh > 0) zwischen dem offenen Einheitswürfel E° und No. 


(b) Für j=1,2,3, u = 0,1 ist die Einschränkung von 


®,. := hoA,.:[0,1]x [0,1] > R° 





auf E* entweder eine Parametrisierung der Seite M;, := ®;,(E?) als Flächen- 
stück, oder die Jacobimatrix d®,, hat Rang < 1. Im letzten Fall nennen wir 
®,. bzw. die Seite M,, entartet. 


(c) Treffen sich zwei nichtentartete Seiten, M;jı N Mxv ZP für (j,u) # (k,v), 
so fallen sie zusammen und werden durch ®,, und ®,, entgegengesetzt ori- 
entiert, d.h. es existiert ein C*-Diffeomorphismus f von E? auf sich mit ®,, = 
®,,of und detdf <O. 





h: [0,1]? — R? nennen wir eine Pflasterparametrisierung von Do. Die nach 
(b) zugelassene Entartung von Würfelseiten unter der Abbildung h erlaubt es, 
auch Figuren mit weniger als sechs Seitenflächen als dreidimensionale Pflaster 
darzustellen, z.B. quadratische Pyramiden und Prismen. Nach (c) ist das Ver- 
kleben zweier Pflasterseiten möglich; auf diese Weise lassen sich die geschlitzte 
Kugel und der geschlitzte Zylinder als dreidimensionale Pflaster realisieren. 





BEISPIELE UND AUFGABEN. N 


(a) Zeigen Sie, dass die Kugelkoordi- 
naten (823:8.3) eine Pflasterparame- 
trisierung der Kugel Kr(0) liefern, die 
längs der Halbebene 


Ne 1 @,0,2) |2>0, zeR} 





geschlitzt ist. Welche Würfelseiten E;u 
degenerieren, welche werden verklebt ? 








(b) Geben Sie eine Pflasterparametri- 
sierung für die quadratische Pyramide. 





(c) Desgleichen für das nebenstehend 
abgebildete Sechsseit. 


(d) Lässt sich ein durch die Halb- 
ebene N (N wie in (a)) geschlitzter 
Kreiskegel als dreidimensionales Pfla- 
ster schreiben? 
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4.3 Gaußsche Gebiete 


(a) Für ein dreidimensionales Pflaster No mit Pflasterparametrisierung h be- 
zeichnen wir wie in 4.2 die Seitenparametrisierungen mit ®,. = ho A;,, die 
Seiten mit M;. = ®,,(E*) sowie &,;,([0,1]*) mit |M;,.|. Von den nichtentar- 
teten Seiten nehmen wir alle weg, die gemäß 4.2 (c) paarweise verklebt anfallen 
und bezeichnen die Kollektion der übrigbleibenden nichtentarteten Seiten mit 
Oh= IM,,:.:, Mn, Ilm <6). 














Zum besseren Verständnis der folgenden Definition betrachten wir als Beispiel 
die gemäß 4.2 (a) geschlitzte Kugel Do = K,(0) \ N. Hier besteht öh nur aus 
Mı := Mıı, das ist bis auf den Nullmeridian die Sphäre OKr(0). Die übrigen 
Seiten liefern zusammen den Kugelschlitz Kr(O)NN. 





(b) Als Gaußsches Gebiet bezeichnen wir ein beschränktes Gebiet Q, zu dem 
es ein Pflaster No = h(E?) CN gibt mit folgenden Eigenschaften (Bezeichnun- 
gen wie in (a)): 

— Der topologische Rand O0 ist die Vereinigung der |M;| € öh, 

— N\20 liegt in der Vereinigung der restlichen |M;,.!, 

— die M, € Oh sind durch ihre Seitenparametrisierung ®, so orientiert, dass 
der Normalenvektor nach außen weist. 

(Bei näherer Analyse erweist sich die letzte Forderung als überflüssig.) 


Demnach ist die Vollkugel Kr(0) ein Gaußsches Gebiet; No ist die gemäß 
4.2 (a) geschlitzte Kugel, die ihrerseits kein Gaußsches Gebiet ist. Ein Pflaster 
ohne Entartungen oder Verklebungen ist selbst ein Gaußsches Gebiet. Auch die 
Vollkugel kann durch „Aufblasen“ eines einbeschriebenen Würfels als ein solches 
Pflaster erhalten werden [üAl, doch ist dies weder einfach noch angemessen. 








(c) Für ein Gaußsches Gebiet N definieren wir in naheliegender Weise 
[v*.do:=), [vedo, 
a9) k=1 M, 


Bezeichnungen wie oben. Die Unabhängigkeit von der Parametrisierung h ergibt 
sich anschließend aus dem Gaußschen Satz. Die Integrale auf der rechten Seite 
sind für jedes auf ©) stetige Vektorfeld endlich, ferner gilt 





3 1 

(*) [v+do = >> > [ (vo $;,,0,®;. x 02®,,) du: dus. 
ON jeluse0 92 

Denn die Integrale für die entarteten ®,, sind Null, da 01 ®,,,02®;, linear 

abhängig sind, und für jedes Paar verklebter, also entgegengesetzt orientierter 

Seiten heben sich die Integrale weg. 








BEMERKUNG. Das Oberflächenintegral über die R-Sphäre ist also definiert 
als das Integral über die geschlitzte R-Sphäre. Dies entspricht der Konventi- 
0n:3 25:22:38. 
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4.4 Der Gaußsche Integralsatz 
It QCR° ein Gaußsches Gebiet und v ein C' -Vektorfeld auf einer Umgebung 


von I), so gilt 


[divv d’x = [v*.do = [v.ndo. 
Q 89 8 


Hierbei istn das äußere Einheitsnormalenfeld auf den Randseiten von N. 


BEMERKUNG. Der Satz gilt auch unter folgenden schwächeren Voraussetzun- 
gen: v ist stetig auf N, C'-differenzierbar in Q, und die partiellen Ableitungen 
Orr Sind beschränkt. Letzteres sichert die Endlichkeit des linken Integrals, 
vgl. 823: 4.5. 


Der BEWEIS verläuft ganz nach dem Muster des zweidimensionalen Falles 2.4. 
Wir geben deshalb aus Platzgründen nur die wichtigsten Schritte an und über- 
lassen dem Leser die (zum Teil länglichen) Rechnungen. 





Wir wählen für 0 eine Pflasterparametrisierung h und verwenden die Bezeich- 
nungen Aj;u, Pju, Mj,„ von 4.1 und 4.2. Weiter setzen wir 





u (v 6) h, ö;h x Oh) ‚»  W= a1ne3 + a2az3eı + Q31ıE2 


und bezeichnen das äußere Einheitsnormalenfeld des Würfelrandes dE° mit N. 


(a) Für festes (j, u) gilt mit A := A,,., ® := ®,,, 


(vo®,91®x&®) —= (woA,01Ax&A) = (woA,N). 





Dies ergibt sich durch Anwendung der Kettenregel auf ®=hoA. 


(b) Hieraus folgt zusammen mit der Gleichung 4.3 (x) und dem Gaußschen 
Integralsatz für den Einheitswürfel 4.1 


[v.nd = [ w«Ndo = [ divw d’u. 
80 


8E3 B3 
(c) Es gilt 


divw = ((divv) o h) - det(dh). 





Bei der Herleitung ist 0;9.h = O,Öd;h zu beachten. 


(d) Die Anwendung des Transformationssatzes für Integrale auf den orientie- 
rungstreuen Diffeomorphismus h: E? —D (d.h. det dh > 0) liefert 


[v- nd= | divwd’u = [| ((divv) oh) Idet(dh)| du 


I®) E3 E3 
= [divv d’x. DO 
e) 
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5 Anwendungen des Gaußschen Satzes, Greensche Formeln 


5.1 Der Gaußsche Integralsatz für die Kugel 
Nach den Überlegungen 4.3 und dem Gaußschen Satz gilt 


[ divvd’x = F vendo 


Kr(a) OKr(a) 


unter den Voraussetzungen 4.4 über v. Dabei ist n das äußere Normalenfeld. 


5.2 Aufgabe. N CR? sei die Pyramide mit der Spitze e3z und dem Quadrat 
en { (x, 9,0) I 2117, 1} als Grundseite. Ferner sei v das Vektorfeld 


(x,y,2) > («° 





‚2°, y). Berechnen Sie zunächst das Integral [ vedo und dann 
Q 
mit Hilfe des Gaußschen Satzes das Integral [ vedo über die Mantelfläche 





M 
M = 0N2\Q (zu verstehen als Summe der Integrale über die vier Mantelseiten). 


5.3 Das Volumen als Oberflächenintegral 





Zeigen Sie für Gaußsche Gebiete ©): 


V’(0) = 3 [x*do. 
19) 


5.4 Raumwinkel 


Das zweidimensionale Pflaster M C R”\ {0} werde von jedem vom Ursprung 
ausgehenden Strahl höchstens einmal und nicht tangential getroffen. 

Mı sei das durch die Zentralprojektion x — x/||x|| von M auf die Einheits- 
sphäre entstehende Pflaster und n das vom Ursprung wegweisende Einheitsnor- 
malenfeld auf M. Zeigen Sie: 





PER do(x) = A(Mı) = Flächeninhalt von Mı. 
x 
A(Mı) heißt der vom Ursprung aus gesehene Raumwinkel von M. 


Anleitung: Wenden Sie den Gaußschen Integralsatz auf das divergenzfreie Vek- 
torfeld 


v(x) = x/|xI|" 


und dem Kegelstumpf ®, an, welcher von M, M- = {rx |xe Mı} (r <|]) 
und Segmenten von Ursprungsstrahlen begrenzt wird. 
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5.5 Die vektoriellen Versionen des Gaußschen Integralsatzes 





Unter geeigneten Differentierbarkeitsvoraussetzungen an die Integranden gilt: 


was [ pndo, J[rotva’x = [nxvdo. 
90 9 90 





Die Integrale werden hierbei komponentenweise gebildet. 


Beweis als [üA]: 


Wenden Sie den Gaußschen Integralsatz auf die einkomponentigen Vektorfelder 
w = fe; an und setzen Sie die dabei entstehenden drei Integralformeln geeignet 
zusammen. Beachten Sie 824:7.2 








5.6 Partielle Integration 
SeiNCR° ein Gaußsches Gebiet. Die Funktionen u, v seien C' -differenzierbar 


in einer Umgebung von I), und eine von ihnen verschwinde auf O9. Dann gilt 
ürk=1,23 


IK dee La 


W 


BEMERKUNG. Die Formel bleibt richtig unter den schwächeren Voraussetzungen 
u,v e C!(M)NC’(D), Beschränktheit der partiellen Ableitungen von u, v auf Q 
und u-v = 0 auf ON. 


Beweis als Ubungsaufgabe; beachten Sie den Hinweis in 5.5. 


5.7 Die Greenschen Integralformeln 


Sein CR? ein Gaußsches Gebiet, und u,v seien C*-Funktionen in einer 
Umgebung von ©. Dann gilt 


(a) [ ((vu,Vv) +uAv) d’x = R\ uOnv do, 


(b) [ (uAv - vAu) d’x = | (uönv — vOnu)do. 
9 80 


Hierbei ist 
Inulx) := (Vu(x),n(x)), oft auch bezeichnet mit = (x), 
die Ableitung von u in Richtung des äußeren Einheitsnormalenfeldes n von O9 


(822:3.2). 


BEMERKUNG. Die beiden Integralformeln gelten noch unter den schwächeren 
Bedingungen: Die Funktionen u, v sind C”-differenzierbar in und lassen sich 
mitsamt ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig auf ©) fortsetzen; 
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ferner sind die zweiten partiellen Ableitungen beschränkt auf ©. Dies ergibt 
sich aus der Bemerkung zum Gaußschen Integralsatz 4.4. 


BEWEIS. 


(a) ergibt sich durch Anwendung des Gaußschen Integralsatzes auf das Vektor- 
feld w := uVv. Denn mit der Produktregel 8 24:7.2 (c), 


divw = div(uVv) = (Vu,Vv) + uAv, 


erhalten wir 


[ru vo) + uAn) d’x = Javw ex — [wn)ao 


9) W ON 


| 
nn 

S 

< 

< 

> 

Q 

S 

| 
——_ 

= 
>| & 

S 

S 


(b) folgt unmittelbar durch zweimalige Anwendung von (a). Q 


AUFGABE. EFrfüllt u # O0 die Voraussetzungen der Greenschen Formeln, ver- 
schwindet auf dem Rand O%, und gilt die Eigenwertgleichung 


Au = Au 


auf O2, so ist A positiv. 


Hinweis: Multiplizieren Sie die Eigenwertgleichung mit u, und wenden Sie eine 
der Greenschen Formeln an. 


6 Anwendungen der Integralsätze in der Physik 


6.1 Massenerhaltungssatz und Kontinuitätsgleichung 





Seien v(t,x) das Geschwindigkeitsfeld einer Flüssigkeits- oder Gasströmung 
und o(t,x) die Massendichte zur Zeit t an der Stelle x. Die in einem Raumgebiet 
() zur Zeit t enthaltene Masse ist gegeben durch das Integral 


1002 :08 


Die pro Zeiteinheit durch den Rand O9) nach außen fließende Masse ist 


[ ovendo, 
Re 


wobei n das äußere Einheitsfeld von © ist. Massenerhaltung bedeutet somit 
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few) dx + [ovendo=0 


dt D [a9 

EEE SEE Ep 
Zunahme an Abfluss an Masse 
Masse in D durch O9 


für jedes Gaußsche Raumgebiet Q C R? und jeden Zeitpunkt t. Dies ist die 
integrale Fassung des Massenerhaltungssatzes. Zur Herleitung der differen- 
tiellen Fassung wenden wir für festes t auf das zweite Integral den Gaußschen 
Integralsatz an und erhalten 


/@& + div(ov)) d’x = 0 


N 
für jedes Raumgebiet 0 und jedes t. Daraus folgt die Kontinuitätsgleichung 


00 5 
Er + div(ov) = 0 


als differentielle Fassung des Massenerhaltungssatzes. 


Denn wäre der Integrand an einer Stelle a von Null verschieden, etwa positiv, 
so wäre dies auch in einer Umgebung %o = K,(a) der Fall. Dann wäre das 
Integral über 00 positiv im Widerspruch zur integralen Fassung für ®o. 


Bei der Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit ist die Dichte o konstant, 
also gilt div(ov) = odivv. Wir sprechen von einer inkompressiblen stationären 
Strömung, wenn o zeitlich und räumlich konstant ist. In diesem Fall gilt 


divv=0. 


BEMERKUNGEN. Die vorangehenden Betrachtungen behalten ihre Gültigkeit 
über die Hydrodynamik hinaus, beispielsweise kann o die elektrische Ladungs- 
verteilung bedeuten. Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung wird auch die zeitab- 
hängige Wärmeleitungsgleichung hergeleitet. 





6.2 Physikalische Deutung von Divergenz und Rotation 


Für ein C'-Vektorfeld v auf N C R° lassen sich Divergenz und Rotation in 
jedem Punkt durch Integralmittelwerte darstellen: 





Hierbei ist S,(a) = {x e R° | ||x - al] = r} die r-Sphäre um a, und n ist das 
äußere Einheitsnormalenfeld. Für jeden Vektor e der Länge 1 gilt 


((rotv)(a),e) = im — | vedx; 


dabei ist 
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Cr(a,e) = S-(aaNn/xe R’|(x-a,e) = 0} 


der r-Kreis um a senkrecht zu e. Dieser Kreis ist so zu durchlaufen, dass für 
x € C.(a,e) die Vektoren e,x — a und der Tangentenvektor in x der Dreifin- 
gerregel genügen. 


Physikalische Deutung. Bei Flüssigkeitströmungen ist [ vendo nach 6.1 
Sr(a) 
die durch den Rand einer kleinen Kugel K,.(a) pro Zeiteinheit strömende Flüs- 
sigkeitsmenge, der Fluss durch S,(a). Ist dieser positiv (bzw. negativ), so muss 
in K,(a) eine Quelle (bzw. Senke) vorhanden sein. Aus der ersten der beiden 
Formeln ergibt sich, dass divv(a) als Quelldichte an der Stelle a interpretiert 
werden kann. Aus der zweiten Formel ergibt sich die Interpretation von rot v(a) 
als lächenhafte Wirbeldichte: Der Grad der Wirbelbildung in der zu e senk- 
rechten Fläche um a wird gemessen durch die Zirkulation längs C,(a,e), gege- 
ben durch das Wegintegral [ vedx. 
Cr (ae) 











BEWEIS. 
(a) Für jede stetige Funktion f auf © gilt 





f(a) = im ——— |[ fd’x = lim 


3 
K.(e) ro Anr 





[ Fax. 


K,(a) 
Denn wählen wir zue >0 ein ö > 0 mit 
Yo) -fa)|<e für |x-all<s, 


so folgt für O<r<ö 














3 3 
fa) = Ar? de ae — Anr3 Kr(a) (Fa) = F9) dx 
3 
< ZI < e, 
<a, Mo - solar se 


(b) Hieraus folgt zusammen mit dem Gaußschen Integralsatz 


(divv)(a) = lim 


r=0 Arr® 





ß 5 Br 2 
[ divvd’x = lim 13 [ vendo. 


K,(a) Sr(a) 








(c) Die zweite Identität folgt ebenso mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes, 
angewandt auf die Kreisscheibe K,(a,e) mit Normalenvektor n = e und Rand 
Cr.(a,e): 

1 


1 
tv)(a),e) = lim —. tvendo= lim —. edx.D 
nl 
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6.3 Das Beschleunigungsfeld einer Flüssigkeitströmung 


Bezeichnet v(t,x) die Geschwindigkeit und b(t,x) die Beschleunigung eines 
Teilchens, das sich zur Zeit t im Raumpunkt x € R° befindet, so besteht die 
Beziehung 


OV 3 OV 
atrz2un,. 


il L 


Bese ( )ex). 





Denn ist t alt) die Bahn eines Teilchens, so hat dieses zur Zeit tim Raum- 
punkt x = alt) die Geschwindigkeit «&(t) = v(t,«(t)) und damit die Beschleu- 
nigung 





b(1,x) = äft) = vlt, odi)) = N (1,0tt)) +) =” (t,&(t)) &i(t) 


- 5, 6% + Va tmultr). 


il 


6.4 Der Impulserhaltungssatz für ideale Flüssigkeiten 


Auf ein deformierbares Medium können zwei Arten von Kräften einwirken, 
Raumkräfte (z.B. Gravitationskräfte) und Oberflächenkräfte. Erstere lassen sich 
durch eine Kraftdichte G(t,x) pro Masseneinheit beschreiben. Die auf ein räum- 
liches Gebiet  C R° zur Zeit t wirkende Raumkraft ist also durch das vektor- 
wertige Integral 





[| S(t,x) o(t,x) d’x = Bu o(t,x) d’x 


gegeben. 





Oberflächenkräfte werden bei einer idealen (nicht zähen) Flüssigkeit durch den 
Druck p(t,x) > 0 beschrieben. Greifen wir zu einem Zeitpunkt t ein Raumteil 
N C R° heraus, so muss zur Erhaltung des Gleichgewichts auf N die Ober- 
flächenkraft 


NIE 


— | plt,x)n(x)do = - 


ei [ ptt, x) ni (X) do, 
ON 1 019) 


1 


wirken, wobei n das äußere Einheitsnormalenfeld von © ist. Die Druckkraft 
greift an jedem Oberflächenelement senkrecht an, weil die Flüssigkeitsteilchen 
frei verschiebbar sind. 











Bezeichnet b(t,x) den Beschleunigungsvektor des Teilchens, das sich zur Zeit 
t an der Stelle x befindet, so wird Impulserhaltung in integraler Fassung be- 
schrieben durch das Kräftegleichgewicht 
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[ob dx = [eG d’x | (-pn) do 
Q Q Ele) 


SEHE EEE URS PBEE 
Beschleunigungskraft Raumkraft Oberflächenkraft 


für jedes Raumgebiet 2 und jeden Zeitpunkt t. 


Zur Herleitung der differentiellen Fassung des Impulserhaltungssatzes wenden 
wir auf das dritte Integral den Gaußschen Integralsatz in der vektoriellen Fas- 


sung 5.5 [ pndo = [ Vpd”x an und erhalten 
30 9 


|(eb-.0G + Vp)d’x — 0 
Q 


für jeden Raumteil 0 C R° und jedes t. Wie in 6.1 folgt hieraus das Verschwin- 
den des Integranden ob-0G-+Y\Vp. 


Drücken wir die Beschleunigung b gemäß 6.3 durch die Geschwindigkeit aus, so 
ergibt sich die differentielle Form des Impulserhaltungssatzes 


OV > OV 1 


i=1 
Diese drei Gleichungen, zusammen mit der Kontinuitätsgleichung 6.1, sind die 


Eulerschen Gleichungen der Hydrodynamik (EULER 1755). 


Eine Anwendung der integralen Form 
des Impulserhaltungssatzes ist das Ar- 
chimedische Prinzip: 


L3 


Wird ein Körper in eine ruhende 
Flüssigkeit einen Körper eingetaucht , 
so wirkt auf diesen eine Auftriebskraft, 
deren Betrag dem Gewicht der ver- 
drängten Flüssigkeit entspricht. 


Denn ist g die Erdbeschleunigung und 
(! der vom Körper eingenommene 
Raum, so ergibt sich mit 





v=ß0, G= -ges, 


und dem Impulserhaltungssatz 


| (-pn) do = — [eG d’x = J[ oges d’x = Aes, 
Ele) Q Q 


dabei ist A = [ ogd’x das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit. 
Q 
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6.5 Ebene stationäre, inkompressible, wirbelfreie Strömungen 


Wir betrachten die Strömung eines inkompressiblen Gases mit Massenerhaltung 
und einem stationären (zeitlich konstanten) Geschwindigkeitsfeld v(x). Bildet 
dieses Feld keine Wirbel, d.h. verschwindet die Zirkulation [ vedx=( für jede 





geschlossene Kurve %, so besteht nach 8 24:5.4 die lese ieeikeme 
rotv=0. 

Die Inkompressibilität bedeutet nach 6.1 
dvv=0. 


Ist nun die räumliche Konfiguration in jeder Ebene {z = const} gleich, wie 
z.B. beim Modell eines unendlich langen Tragflügels (vergleiche dazu die Figur 
in 3.2), so können wir uns auf ein ebenes Modell beschränken: 


s=-Üed, Denley, B=0; 


Wirbelfreiheit und Inkompressibilität bedeuten in diesem Fall 


OVa vi v1 Ov2 
Free har "nr Ta 





Ebene Felder, die diesen Differentialgleichungen genügen, werden mittels kom- 
plexer Rechnung behandelt (8 27: 5.6). Auf diese Weise werden solche Strömungs- 
probleme eine Anwendung der (komplexen) Funktionentheorie, der wir uns nun 
zuwenden. 








m 


Check for 


Kapitel VII z— 


Einführung in die Funktionentheorie 


827 Die Hauptsätze der Funktionentheorie 


1 Holomorphie, Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen 


1.1 Topologie in der Zahlenebene 


Die Auffassung des R” als komplexe Zahlenebene und das Ausnützen der mul- 
tiplikativen Struktur von C geben der Vektoranalysis in R? ein ganz neues 
Gesicht. Die daraus entstandene Funktionentheorie ist ein selbständiges Gebiet 
der Mathematik und ein wichtiges Hilfsmittel der Analysis. 





Für zwei komplexe Zahlen 2ı = zı +iyı, 22 = 22a +iya ist |zı — 22| der 
euklidische Abstand der Vektoren (zı,yı) und (x2,y2) im R*. Daher können 
wir alle topologischen Begriffe des R” auf C übertragen. So heißt eine Menge 
M <C offen bzw. abgeschlossen bzw. kompakt usw., wenn sie als Teilmenge 
des RR die entsprechenden Eigenschaften hat. Die Konvergenz zu — z bedeutet 
Iz — zn| — 0 oder, gleichbedeutend damit, Rez„n — Rez und Imz„ — Imz; 
Näheres dazu in 87:3. 








In der Funktionentheorie betrachten wir komplexe Funktionen 
f:2-C, zr fl), 


wobei |) stets ein Gebiet in der Zahlenebene Ü© ist. Eine solche Funktion hat 
also die Form 


z+iy Hr ula,y) tivle,y)- 
BEISPIEL: z= x +iy > e? = e”cosy-+ ie” siny. 


Grenzwerte komplexer Funktionen. Ist U eine Umgebung von a € C und 
fin U \ {a} erklärt, so schreiben wir 


lim f(z2) =b, 


za 


falls lim f(zn) = b für jede Folge (z,) in U\{a} mit m» —a, vgl. 821:7.1. 


N—0o 





BEISPIEL. lim _— = 1. Denn für 0<|z| <1 gilt nach 810:1.3 


z—D 
e? —1 e’—-1-2z — „k-1 0 2] 
TEE IE DES Dee 
ö “ k=2 “ k=2 I=E 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2018 
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SATZ. Aus lim f(z) = b folgt insbesondere für reelle h 
lim f(a+h) —=b und lim f(a+ ih) =D; 

Aus der Existenz der Grenzwerte 
imf)=b, Ima2)=& 
za za 

folgt wie im Reellen die Existenz der Grenzwerte 


lim | f(2) | = Il, 
za 


lim (af(z) + Bg(z)) = ab+ßce für „Bel, 


za 


lim f(z)g(z) = be, 


za 





lim 2) = 2 falls c#Dd. 
za g9(z) C 


Das wird genauso wie in 88 bewiesen [üA]; der Nachweis kann auch durch den 


Rückgriff auf den Real- und Imaginärteil geführt werden. 


1.2 Stetigkeit von komplexen Funktionen 


Eine komplexe Funktion f : 92 — C heißt im Punkt a € 9) stetig, wenn 
f(a) = lim f(z). Die üblichen Eigenschaften stetiger Funktionen ergeben sich 
Zz—>Qa 





aus 1.1. 


1.3 Komplexe Differenzierbarkeit 


Eine komplexe Funktion f : 2 — C heißt an der Stelle a € 2 komplex 
differenzierbar, wenn die komplexe Ableitung 


_#\ _ fa)- flo) 
= FraG) = lim 


z—a zZ 


/ 
F (a) 
existiert. Bevor wir diesen Begriff näher analysieren, formulieren wir die wich- 


tigsten 


Eigenschaften der komplexen Differentiation 

(a) Ist f an der Stelle a differenzierbar, so ist f dort stetig. 

(b) Sind f,9g:N2— TC an der Stelle a € N differenzierbar, so existieren auch 
die folgenden Ableitungen: 


(af+Bg) (a) = afl(a)+Pg(a) für ,BeEC, 
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(fg) (a) = F(a)g(a) + fla)g’(a) (Produktregel), 
I\ . _ Fosta) - fla)g’(a) | 
(i) (a) = 7(a)? ‚ falls g(a) #0 (Quotientenregel). 


(c) Kettenregel. Seig:N2— 09 an der Stelle a differenzierbar und f:2’ — © 
an der Stelle g(a) differenzierbar. Dann ist fog:N2— C an der Stelle a 
differenzierbar, und es gilt 


(fog) (a) = f(g(a))g'(a). 


Die Beweise zu (a),(b) stützen sich auf die Rechenregeln für Grenzwerte und 


ergeben sich völlig analog zu $9 [ÜA]. (c) folgt wie in 89:3.2 [üA]. 


BEISPIELE. 








(a) Konstante Funktionen sind überall differenzierbar mit Ableitung Null. 


(b) Die Identität z > z ist überall differenzierbar mit Ableitung 1. 


n 


(c) Jedes komplexe Polynom p(z) = ao +qaı2+ ... +qn2” ist überall differen- 


zierbar und hat die Ableitung p’(z) = aı +2a22 +... +nanz"”!. 
d /1 1... 

(e) Ze = ef, 

BEWEIS. 








(a) und (b) direkt aus der Definition, (c) und (d) aus den Rechenregeln [UA]. 


zZ __ Q za __ 1 
(e) folgt aus = Zu = e22 22 9 e® nach L1. D 
2 —4 2—4 





1.4 Holomorphe Funktionen 


Eine Funktion f :92 — C heißt holomorph, wenn f in jedem Punkt von © 
stetig komplex differenzierbar ist, d.h. wenn die Funktion z + f’(z) auf ganz 
©) erklärt und dort stetig ist. 


Alle in 1.3 genannten Funktionen sind holomorph. 
Sind f,9g:2— C holomorph, so auch 

af+bg für a,beC, 

F'9; 

f/g außerhalb der Nullstellenmenge von g. 





Das folgt aus 1.3 und, was die Stetigkeit der Ableitung anbetrifft, aus den Re- 
chenregeln 1.1 für Grenzwerte. 
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SATZ. Eine komplexe Funktion 
f:z=z+iy  ula,y) +iv(z,y) 


ist genau dann holomorph, wenn u und v als reellwertige Funktionen in CR? 
C!-differenzierbar sind und die Cauchy-Riemannschen Differentialglei- 
chungen 


ou WW OvV — dM 


9 Hy my 
erfüllen. Es gilt dann 
, .\ _ M . Ov WW „OU 


[üA]: Verifizieren Sie dies für f(z) = 2° und f(z) = e*, vgl. 1.2 (e). 
Zeigen Sie mit Hilfe dieses Satzes, dass z + Z nicht holomorph ist. 


BEWEIS. 
(a) Sei f holomorph und 20 = zo +iyo € D. Nach 1.1 gilt für reelle h #0 


f'(z0) = lim ulzo + Rh, yo) = wo, yo) +4 lim vizo + Rh, yo) = v(zo, yo) 
h—0 h ED h 


= = (20,90) + 32 (20, 0) 
9:90 an 


Andererseits ergibt sich für ih—0, OZheR 





(20) = lim 40 yo + AR) = ul@o,Y0) |; Jim, 2120,90 + Rh) — vlzo, vo) 
h—0 ih h—0 ih 


Be 1 RER ARRG 


Durch Vergleich von Real- und Imaginärteil ergeben sich die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen. Die Stetigkeit von z ++ f’(z) ist äquivalent zur 
stetigen Differenzierbarkeit vonu=Ref undv=Imf. 


(b) Seien u,v: R’D>N—R stetig differenzierbar, und die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen seien erfüllt. Dann gilt an jeder festen Stelle zo = 
zotiy eN und für h=sHit, |s|, |t| <1 


fao+h) = ve +s,Y+L)+ivlzo+s,y +t) 
= u(zo, Yo) + Özu(xo, Yo) s+ Oyu(xo, Yo) 4 7 (8; t) 
1% (v(xo, Yo) Tr Örv(Xo, Yo) 37 O,v(xo, yo)t Ar r2(5, t)) 








mit 
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rı(5,t) 1 r2(S,t) 
Iralso |hl  1Rloo [Al 








=D; 


Mit r(s+it) := rı(s,t) +ira(s,t) und O,u = -0;V, O,V = Özu erhalten wir 
also 


f(z0 +h) = f(20) + (Öru(zo, yo) + iÖ2vV(xo,yo)) (s+ it) + r(h) 
und daraus für A=s+it#0 


re az) + (ao) + 


mit lim Aw) 


N ee ne 


Hieraus folgten die Differenzierbarkeit von f an der Stelle zo, die behauptete 
Formel für f’(zo) und die Stetigkeit von zo > f’(zo). D 


1.5 Holomorphe Funktionen und ebene Strömungen 





Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen bedeuten, dass die Vektor- 
felder (u, —v) und (v,u) divergenzfrei sind und die Integrabilitätsbedingungen 
erfüllen. 





Ist umgekehrt (vı,v2) das Geschwindigkeitsfeld einer ebenen, stationären, in- 
kompressiblen und wirbelfreien Strömung (vgl. $ 26: 6.5), so sind die Funktionen 


z+tiy> vıla,y) -iva(z,y) und z+iy> vo(z,y) +ivile,y) 


holomorph. 


1.6 Das Verschwinden der Ableitung 
Ist f in D holomorph und gilt f =0, so ist f konstant. 


Das folgt sofort aus dem entsprechenden Satz für den Real- und Imaginäranteil 
11.8 2223.39. 


2 Komplexe Kurvenintegrale und Stammfunktionen 


2.1 Stückweis glatte Kurven in C 


Ein ebenes C!-Kurvenstück y beschreiben wir durch eine Parametrisierung 
t> z(t) = xt) +iy(lt), a<t<b. 


Die Tangentenvektoren einer Parametrisierung haben die komplexe Darstellung 
z(t) := &(t) +iüf(t). Abweichend vom bisherigen Gebrauch bezeichnen wir jede 
gleich orientierte Umparametrisierung ebenfalls mit y. Somit steht y für ein ori- 
entiertes Kurvenstück, vgl. 824:4.3. Das umgekehrt durchlaufene Kurvenstück 
bezeichnen wir mit —Y. 
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Die Länge von Y ist gegeben durch 


Li) = [va@? +3@? dt =  lith)lat. 


Eine stückweis glatte Kurve oder ein stückweis glatter Weg y ent- 
steht durch Aneinanderhängen von orientierten C'-Kurvenstücken Y1,...,yN, 
vgl. 824:4.4. Wir schreiben 


Y- Mr ee FIN: 
Die Länge von Y ist definiert durch 
Ly)=Lm)+...+Lon). 


Den im mathematisch positiven Sinn durchlaufenen Kreis {|z — zo| = r} bezei- 
chnen wir mit C’(zo). Als Parametrisierung wählen wir meistens 


tr zo+re”" (O<t<2m). 





Bei entgegengesetzter Durchlaufung im Uhrzeigersinn schreiben wir —C(2o). 


Kettenregel. Ist f holomorph in D und t > z(t) C'-differenzierbar mit 
z(t) ED, so gilt 


d , 
ee) = FR). 


BEWEIS. 

Wir setzen f(x-+iy) = u(z,y)+iv(xz,y), z(t) = z(t)+iy(t). Mit der Kettenregel 
(vgl. 822:3.2) und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt 
sich (wir unterdrücken der Übersichtlichkeit halber Argumente): 


(ft) = Z (ualt),y)) + vllt), u) 





= ar Zyri(Zi+ ) 

dx öy° 0x öy° 
u OV 

Eu en en au..e ae I = 
(+12) @ + 0) = Fe) 2) 


2.2 Komplexe Kurvenintegrale 
(a) Für F(t) = U(t)+iV(t) mit stetigen Funktionen U,V : [a,b| >R setzen 
wir 
b b b 
[Fa := [U!)dt+i|Vlt)dt. 


a 


Aus dem Hauptsatz folgt für U,V € C'[a,b] 


1226 dt= F(b)- F(a) mit F(t)=UÜft)+iV(t). 
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(b) Sei f:2—C stetig und y ein durch z: [a,b] > C gegebenes orientiertes 
C'-Kurvenstück in ©. Dann definieren wir das komplexe Kurven- oder Weg- 
integral durch 

b 


[ f(2)dz := [ f(z(t)) 2(t) dt. 


a 





Dies macht Sinn, denn wie in 324:4.3 ergibt sich, dass die rechte Seite für jede 
positive Parametrisierung von y denselben Wert hat, und dass bei Anderung 
des Durchlaufsinns das Vorzeichen wechselt, 


[ f(z)dz = — [ (2) dz. 





(c) Für stückweis glatte Wege y=Yı+ ... +Ym setzen wir 
[rad = [fe)dz +... + [ flo). 
7 n YN 





In der Literatur findet sich für geschlossene Wege y auch die Bezeichnung 
$ f(2) dz. 
2) 

SATZ. Das Kurvenintegral ist linear: 


JKaf(z) +bg(z))dz = a | f(z)dz+db[g(z)dz für ,beC. 


Y 


Des weiteren besteht die Integralabschätzung 


|ffa)da|< ML), 


falls |f(z)| < M auf der Spur von Y. 


BEWEIS. 
Der Nachweis der ersten Behauptung ist eine leichte [üAl. 











Es genügt, die zweite Behauptung für C'-Kurvenstücke zu zeigen. Sei 
Fi) Jaäd)2E) = U FErVD). 


Die Polardarstellung des Kurvenintegrals sei [ f(z)dz = re‘. Dann gilt 


ni 
b b 


| [Ft)dt | =r = Re(r) = Re (e”‘* [ F(t)dt) 


a 


BEIOrZ 


[Re (e’? F(t)) dt < Nerrolat 


[67 


= [Ir@lat < [ Mlztı)|dt = MLQ). a 


[67 


540 827 Die Hauptsätze der Funktionentheorie 


2.3 Zurückführung auf vektorielle Kurvenintegrale im IR? 


Sei fe +iy) = ulz,y) +iv(z,y) stetig in D und y ein Weg in . Dann gilt 
[f@)dz = [(ude-vdy) +i| (vde+udy) 
Y Y 


Y 
= [fedx +i[gedx 
Y Y 


mit den Vektorfeldern f = (u,—v) und g = (v,u), vgl. 1.4. 


Ist f insbesondere holomorph in ©), so erfüllen beide Vektorfelder die Integrabi- 
Iktätsbedingungen. 


Dieser Satz erlaubt die Übertragung der Ergebnisse von 8324:5 über Weg- 
unabhängigkeit und Existenz von Potentialen auf komplexe Kurvenintegrale. 


Der Beweis ist eine einfache [üAl. 


2.4 Kurvenintegrale über Kreislinien 





Für das Kurvenintegral über die Kreislinie C(2o) in der Standardparametri- 
sierung t+> 20 +re” (O<t<2r) ergibt sich 


2 
Solar (z0 +re*) e"dt. 
Cr(zo) 0 
2.5 Die Grundformeln der Funktionentheorie 
Fürne 2 gilt 
(z—- 20)" dz = 


2mi fürn=-1, 
0 für n#-1. 


Cr(20) 
BEWEIS. : ; 
| @- 2)” dz = ir | (re) e' dt I dam eg 
Cr(zo) 0 0 


ar 
Sa (cos(n + 1)t+isin(n+ 1)t) dt 
0 


2ri für n+1=0, 
0 für n+170. 


2.6 Stammfunktionen 


(a) SATZ. Sei f : N —C eine stetige Funktion, für die das komplexe Kurven- 
integral wegunabhängig ist, d.h. 


I )02= [| f(2) dz 


Y2 


für je zwei Wege Yı, ya in mit gleichen Anfangs- und Endpunkten. 
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Wir wählen einen Punkt zo € NM und setzen 
F(2) = [ Fw)dw := | flw) dw, 
z0 Y 


wobei y irgend eine Verbindungskurve in) von zo nach z ist. Dann ist F holo- 
morph und eine Stammfunktion für f, d.h. F'(z) = f(z) für alle ze. 


BEWEIS. 
Schreiben wir F(z) = U(x,y) +iV (x,y) für z= x + iy, so gilt nach 2.3 


Ua,y) = [(udr-vay), Vle,y)= [dat udy). 
z0 z0 
Nach Voraussetzung sind die Vektorfelder (u, —v) und (v,u) konservativ, also 
liefern U und V jeweils zugehörige Stammfunktionen nach 8 24:5.2. Das bedeu- 
tet, dass U und V jeweils C'-Funktionen auf Q sind mit 
OU OU OV OV 


—D = Ü = U. 


Pr Er 7 dy 


Damit erfüllen U und V die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 
Nach 1.3 ist F holomorph, und es gilt 


F(x2+iy) = a) Hay) a) Fern) B 


Wir knüpfen an die hinreichende Bedingung 3 24:5.5 für die Existenz von Po- 
tentialen für ebene Vektorfelder auf einfachen Gebieten 8 24:5.3 an. 





(b) FOLGERUNG. Ist 2 ein einfaches Gebiet und f holomorph in N, so besitzt 
f in X eine Stammfunktion F, und es gilt 


[| f(z) dz = 0 
‘ 
für jeden geschlossenen Weg y ın Q. 


BEWEIS. 


Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfüllen die Vektor- 
felder (u,—v) und (v,u) die Integrablitätsbedingungen. Daher ist das Integral 


| f(@)dz = [(uda -vdy) + i [(vde-+ udy) 


2; 2 
wegunabhängig, und wir erhalten wie oben eine Stammfunktion F'. oO 





2.7 Der komplexe Logarithmus 
(a) Die komplexe Exponentialfunktion z > exp(z) = e“* ist nicht injektiv, denn 
nach 85:9.2 gilt 


z Ww 


e" =ze + z = w+2rin füreinneZ. 


942 827 Die Hauptsätze der Funktionentheorie 


Trotzdem können wir einen „Logarithmus“ als Umkehrfunktion bilden, der al- 
lerdings aus unendlich vielen „Zweigen“ besteht. 


Ist 2 ein einfaches Gebiet mit 0 & ©, so heißt eine in $2 holomorphe Funktion 
F ein Zweig des Logarithmus, wenn 


ef) _ z fürall zeQ. 


Für n € Z liefert auch F + 2rin einen Zweig wegen exp(?2rin) =1. 


Notwendigerweise gilt für einen Zweig des Logarithmus 


/ 41 
F(2)= 3, 





denn aus z= exp(F'(z)) folgt nach der Kettenregel 


1 = exp (F(z))F'(z) = exp(F(z))F'(z) = zF’(z). 


Wir zeichnen nun einen Zweig des Logarithmus als Stammfunktion von = aus. 


(b) Die geschlitzte Ebene C\R-_ = {z= re? |r>0,-nr<p<r} is 
sternförmig, also einfach, und enthält nicht den Ursprung. Auf dieser ist nach 
2.6 (b) die Stammfunktion F von * mit F(1) =0 gegeben durch 


Re zu ‚ Y eine Verbindungskurve von Inachzin C\R_. 
w 


Y 


Diese heißt Hauptzweig des Logarithmus und wird mit log bezeichnet. 


Wählen wir für z= re mit r>0, 
m <gp<r den skizzierten Weg 


Y=NYr tYp mit 
Y=41l+s(tr-1)|0O<s<1l}, 
Y=tret |O<t<I}, 


so ergibt sich 


logz = logr tip. 


0 





Es folgen die Eigenschaft eines Zweiges und die Umkehreigenschaft 
e 8” —-z für zeC\R_ und loge”=w für |Imw|<r. 


(c) SATZ. Auf jedem einfachen Gebiet I mit O END gibt es unendlich viele Zwei- 
ge des Logarithmus. Diese unterscheiden sich um ganzzahlige Vielfache von 2mi. 
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BEWEIS. 
Wir fixieren ein zo €eN\R_. Nach 2.6 (b) existiert eine Stammfunktion F von 
= mit F(zo) = log zo. Es folgt 


iA = - Le rLFAFe)= (+4) = 0, 


z 


also gilt nach 1.6 für alle ze 9 
2er?) — const = 4 ef) — LI eleer0 — 1. 
= zo z0 
Nach (a) ist auch F+2rin für ne Z ein Zweig des Logarithmus. 


G(z F(z) 





Ist umgekehrt G ein Zweig des Logarithmus, so gibt es wegen e®) = z=e 
zu jedem z € N eine ganze Zahl n(z) mit G(z) = F(z) + 2rin(z). Da 


zo n() = — (G(z) - F(z)) 


2mi 


stetig und ganzzahlig ist, folgt die Konstanz von n(z). m 


2.8 Zweige der Quadratwurzel 


In der geschlitzten Ebene = C\R_ gibt es genau zwei holomorphe Funktio- 
nen fi, f2 mit (fi(2))" = (fa())” = z. 
Geben Sie fı, f2 mit Hilfe des komplexen Logarithmus an. 


2.9 Kompakte Konvergenz und Vertauschung von Integral und Limes 


(a) Sei fı, f2, -.. eine Folge beschränkter Funktionen auf D, deren Grenzwert 
f(z) = imn-% fn(z) für jedes z € N existiert und beschränkt ist. Wir sprechen 
von kompakter Konvergenz, wenn zusätzlich gilt 





If- fallx >20 für n— oo und jede kompakte Teilmenge KC2. 


Hierbei ist ||\g|| = supt|g(z)| |ze K}. 


SATZ. Bei kompakter Konvergenz ist die Grenzfunktion f = lim fn ebenfalls 
N—00 


stetig auf I), und für jeden Weg y in D gilt 
If@)de= Im | nl): 
Y mr 


BEWEIS. 





Nach Voraussetzung konvergiert die Folge fn auf jeder kompakten Teilmenge 
K 2 gleichmäßig gegen f, woraus sich wie in 812:3.1 die Stetigkeit von f auf 
K ergibt. Die Stetigkeit in einem beliebigen Punkt 20 € © folgt hieraus durch 
die Wahl K = K,(zo) C ©. Da die Spur von y kompakt ist, folgt nach 2.2 (c) 


Sf dz - Snte)dz | < | SO) dz | < IF - Fall, En) > 0. © 
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(b) Ein wichtiges Beispiel für kompakte Konvergenz liefern die Partialsummen 


009 
von Potenzreihen: Eine in = Kr(zo) konvergente Potenzreihe ) )an(z -— 20)” 


n=0 
6%) 


konvergiert mitsamt der gliedweis abgeleiteten Reihe ), nan (2-20 





)”=' gleich- 


n=0 
mäßig auf jeder kompakten Menge K CN (812:2.7 mit r= R-dist (K,O9)). 


3 Analytische Funktionen 


3.1 Gliedweise Differenzierbarkeit von Potenzreihen 
Besitzt eine Funktion f eine Potenzreihendarstellung 


009 


fa) = 2 nl - 20)" 
n=0 
für |z-z0]| <R mit O< R< x, so ist f dort beliebig oft komplex differen- 
zierbar. Die Ableitungen f',f' ,... ergeben sich durch gliedweise Differentiation 
der Reihe. 
BEWEIS. 


(a) Nach 2.9 (b),(a) ist g(2) := >) nan(z — 20)” " stetig, und es gilt 
n=]l 


(*) | g(w) dw = > Nan | (w — 20)” dw 


für jeden Weg yin = Kr(2o). Wir zeigen, dass f eine Stammfunktion von g 
ist. 

Das Kurvenintegral für die holomorphe Funktion z + (z — 20)” ist wegun- 
abhängig, da Q ein einfaches Gebiet ist (2.6 (b)). Also ist auch das Kurveninte- 
gral über die stetige Funktion g wegunabhängig wegen (x), d.h. g besitzt eine 
Stammfunktion nach 2.6 (a). Diese berechnen wir durch Integration längs der 
Strecke y; von zo nach z mit der Parametrisierung 








(tt) =20 +t(z-2), O<t<1. 


Wir erhalten mit 2(t) =2z-— 20 


1 1 = n 
[(w- 2)" dw= [t"""(z- 2)” dt= (z- 20)" [td = ee 
Vz 0 0) 
Aus (x) ergibt sich 
[ s(w) dw = > na, — 12) — 0. 
Yz n=1l n 


Nach 2.6 (a) folgt g(z) = £(f(z) - a) = f’(z). 
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(b) Dasselbe Argument, angewandt auf f’(z) = >, nan(z — 20)” , ergibt 
nl 


f"’(2) =». nn - 1)an(z — 20)” *. Die Behauptung folgt so per Induktion. D 
n=2 


3.2 Analytische Funktionen 


Eine Funktion f :2 — C heißt analytisch , wenn es zu jedem 20 € 2 eine 
Kreisscheibe Kr(2z0) C N gibt, so dass f in Kr(zo) eine Potenzreihenentwick- 
lung 





besitzt. 


Nach 3.1 ist eine analytische Funktion f beliebig oft komplex differenzierbar in 
(2. Die Koeffizienten der Reihenentwicklungen sind eindeutig bestimmt: 


_ fo) 


WE Bel]; 
n! 


An 


Denn es gilt 


ff” (z) = > k(k — 1) ae (k-n+l)arz- 2) " 


kn 
für |2—2z0| < R nach 3.1, woraus f'” (20) =n!an folgt. 


Zeigen Sie: Mit f,g sind auch alle Linearkombinationen und das Produkt 
f:g analytisch in ©. Verwenden Sie für f:g das Cauchy-Produkt. 


3.3 Der Identitätssatz für analytische Funktionen 

Zwei analytische Funktionen f,9g:N — TC sind schon dann gleich, wenn sie auf 
einer Folge (zn) mit zu > 20 €N und zn # zo übereinstimmen. 

BEWEIS. 

(a) Nach Voraussetzung gibt esein R>0 mit 


009 


fl) =), ar(z - 20)”, g(z) = >, br(z - 20)” für ze Kr(2o). 
k=0 k=0 

Wir zeigen zunächst a, = br für alle k > 0, also f(z) = g(z) in Kr(2o). 

Angenommen, das ist nicht der Fall. Wir setzen m := min{k > 0 | ar £ br}. 

Dann besteht die Reihenentwicklung 





00 


f(z) - g(z) = (z- 20)” Y clz- 2)" mit o= am -bmf0. 


k=Ü 


546 827 Die Hauptsätze der Funktionentheorie 


Die Funktion 


0,0) 


hl2) = Di onlz- 20)" 


k=0 
ist holomorph, also stetig. Daher folgt lim h(z) = h(zo) = co. Damit ergibt 


Z—2ZO 
sich aber ein Widerspruch: 


0# co= lim h(zn) = lim En) 0. 


n— 00 20) 


(b) Sei zı ein beliebiger Punkt in D und Y:[0,N] — 2 ein polygonaler Weg, 
der zo und zı in ® verbindet: Y(0) = z0, Y(N) = zı, vgl. $21:9.1, 9.4. Dieser 
verläuft ein Stück weit in Kr(zo), etwa für O<t<ö (Stetigkeit von y). Für 


so = sup {s € [0,N] | fo!) = a0) für te [0,0] 


gilt also so > 0. Daher gibt es Zahlen t„ < so mit tn — so, Y(tn) # Y(so) und 








fyltn)) = g(lY(tn)). Wie in (a) folgt, dass es ein r > O gibt mit — j=G2) 
in K,(Yy(so)). Wäre so < N, so ergäbe sich wie oben y(t) € K,(Y(so)) für 
so <t<0dı im Widerspruch zur Supremumseigenschaft von so. Also ist so = N, 
insbesondere f(zı) = g(2ı). D 
3.4 Beispiele 
(a) Für festes we C ist f(z) = — analytisch in =C\f{w}. 
Denn ist 20 € Q, so gilt für |2 —- z0| < R := |w — zo] 
ı 1 0001 1 > (z — 20)” 
w-2 w-uH+»-2 w-»- I ee: w— zo)rtl 





(b) e* ist analytisch in der ganzen Zahlenebene wegen 


00 20 
e? Bun 00 — >> e 
n=0 


ei (2—- 20)" 


3.5 Nullstellen analytischer Funktionen 
Sei f auf DM analytisch und nicht konstant. 


(a) Ist zo €N eine Nullstelle von f, so gibt es ein k EIN und in einer Umge- 
bung von zo eine holomorphe Funktion g mit 


!@) = (z- z0)"g(z), g(20) #0. 
Die Zahl k heißt Ordnung der Nullstelle 20. 
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(b) Genau dann hat f an der Stelle zo eine Nullstelle k-ter Ordnung, wenn 


ee e,re 
(c) In jeder kompakten Teilmenge von N hat f höchstens endlich viele Null- 
stellen. 


BEWEIS: mit Hilfe von 3.1, 3.2, 3.3. 


4 Der Cauchysche Integralsatz 
Wir geben für diesen fundamentalen Satz zwei Varianten. 


4.1 Der Cauchysche Integralsatz für einfache Gebiete 


Ist f holomorph in einem einfachen Gebiet I), so gilt 
Ifd)d2=0 
Y 


für jeden geschlossenen Weg y ın O. 
Das besagt die Folgerung (b) von 2.6. 





Wir nennen einen geschlossenen Weg 

in N einfach gelagert, wenn es ein 

einfaches Teilgebiet O’ C N gibt, das N 
die Spur von y enthält (Fig.). 





Als FOLGERUNG aus dem Cauchyschen 
Integralsatz ergibt sich 


Id 


für jede in D holomorphe Funktion f und jeden einfach gelagerten Weg Y. 





BEMERKUNG. Der Kreisring N ={o< |z| < R} ist kein einfaches Gebiet, denn 


für jedes re]Jo,R| gilt [| z"'dz=2mi nach 2.5. 

Cr.(0) 
Für nicht einfache Gebiete muss das Integral einer holomorphen Funktion über 
einen geschlossenen Weg also nicht verschwinden. 


4.2 Die Pflasterversion des Cauchyschen Integralsatzes 


Ist f holomorph in Q), so gilt 
aa 
öM 


für jede Pflasterkette M mit |M| CO. 
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Das folgt aus dem Integralsatz von 
Stokes 826:3.3, da wir das komplexe 
Kurvenintegral nach 2.3 auf vektorielle 7 
Kurvenintegrale zurückführen können. 





In der nebenstehenden Konfiguration 
ist y zusammen mit —Cr(zo) der Rand 
OM einer Pflasterkette M. Für jede in 
der gelochten Ebene C\{zo} holomor- 
phe Funktion f gilt daher 


[f() dz - [ Fi2)d2 = | f)dz = 0, 
2. 8M 


Cr (zo) 
also 


I‚oa= | Fa: 


Cr(2zo) 


Das ist eine typische Situation, die wir im folgenden genauer betrachten. 





4.3 Einfaches Umlaufen eines Punktes 

(a) Wir erinnern an die Definition $ 26:3.6, die wir hier folgendermaßen fassen: 
Ein geschlossener Weg y = Yı + ... + ym in der gelochten Ebene © \ {0} 
umläuft den Ursprung einfach positiv, wenn seine Spur von jedem Strahl 
{te'?|t > 0} in genau einem Punkt z(p) getroffen wird, und wenn p + z(p) 
eine positive Parametrisierung von Y ist. Dabei verlangen wir, dass die x 
orientierte C*-Kurvenstücke sind. 





Das Innere von % ist die Menge {rz(p) |O<r<1, O<p<2r}. 


(b) Ein geschlossener Weg y in C\ {zo} umläuft den Punkt 20 einfach po- 
sitiv, wenn der verschobene Weg y— zo den Ursprung einfach positiv umläuft. 
Es ist klar, wie das Innere jetzt zu verstehen ist. 


Im Beispiel 4.2 umläuft y den Punkt zo einfach positiv. 





Ein Kreis C.(a) umläuft jeden seiner inneren Punkte einfach positiv [ÜA]. 


Aus dem Pflastersatz 326:3.6 ergibt sich: Umläuft y den Punkt zo einfach 
positiv, so sind wie im Beispiel 4.2 für hinreichend kleines r die beiden Kurven 
yund— C.(zo) der Rand OM einer Pflasterkette M, die das Ringgebiet zwischen 
den beiden Kurven ausfüllt. 


4.4 Homologiesatz 

Sei f im gelochten Gebiet N\ {zo} holomorph, zo € N. Die Kurve Y liege 
mitsamt ihrem Inneren in & und umlaufe den Punkt zo einfach positiv. Dann 
gilt für hinreichend kleines r > 0: 


Isaac. ; 2a. 


Cr (20) 
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BEMERKUNG. Allgemein nennen wir zwei geschlossene Wege yı und Yy homo- 
log in einem Gebiet (hier 2 \ {zo}), wenn ), wenn 


[| f(2) dz = [| f(z) dz 


für jede in diesem Gebiet holomorphe Funktion f gilt. Die in 4.4 angegebene 
Kurve y und alle Kreise C,(20) mit 0 <r< 1 sind also homolog in N \ {zo}. 


5 Die Cauchysche Integralformel und ihre Konsequenzen 


5.1 Die Cauchysche Integralformel für Kreise 


SATZ. Sei f holomorph in D und K,(zo) CD. Dann gilt 


fe) = / LU) am 
Cr(20) 


für alle ze K,(20)- 


Die Werte von f im Innern des Kreises 
K,.(zo) sind also schon durch die Werte 
von f auf der Kreislinie festgelegt. 


BEWEIS. 





Sei z ein fester Punkt in K,(zo) und sei 
e>0 mit K.(z) C Kr(zo) gewählt. To 
Die Funktion 
Fw) - (2) 
w-—-2 
ist dann holomorph in Q\ {z}. 





vw th>r 


Die den Punkt z einfach positiv umlaufenden Kreislinien Yyı = C:(z) und Yo = 
Cr(zo) sind homolog im gelochten Gebiet 2 \f{z} nach 4.4. Also gilt 


/ N zu = / I) 


W—2 W—=2 
Cr(20) Ce (2) 


Der Integrand ist für w #£ z stetig und hat für w — z den Grenzwert f’(z). Also 
ist er beschränkt für |w — zo| <r, w # z. Bezeichnen wir die Schranke mit M, 
so gilt 


/ fw) = f(2) au| 


fw)-@) „, 


U 2 


< 2reM 





G:les) Oe(2) 





für jedes genügend kleinee > 0. Es folgt 
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COr(2o) COr(zo) Cr(2zo) 


Wegen der Homologie von C.(z) und C;(zo) in Kr(2zo)\{z} gilt schließlich nach 
den Grundformeln 2.5 


/ an — Ur or DO 


w— 2 W-2 
Cr (20) Ce (2) 








5.2 Die Cauchysche Integralformel für einfach positiv umlaufende 
Wege 


SATZ. Sei y ein geschlossener Weg, der jeden von ihm umschlossenen Punkt 
einfach positiv umläuft (vgl. 4.4). y liege mitsamt seinem Innern in einem Gebiet 
0), in welchem f holomorph ist. Dann gilt 


N oe 


für alle Punkte z im Innern von Y. 





Denn sei z im Innern von Y. Nach 4.4 gibt es ein e > 0, so dass C’.(z) bezüglich 
N \1{z} homolog zu % ist. Die Behauptung folgt jetzt aus dem Homologiesatz 
aus 5.1 mt 20 =2, r=e. 


5.3 Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen 
SATZ. Jede in einem Gebiet N holomorphe Funktion f ist analytisch in Q, 


insbesondere beliebig oft komplex differenzierbar. 


Der Konvergenzradius der Reihenentwicklung f(z) = >, an(z- 20)” um einen 
n=0 

Punkt zo €N ist mindestens R = dist (20, 90). 

Für die Koeffizienten an gelten die Cauchy-Formeln 


rk) _ 1 / f(z) 
nl 2mi ( 


n! mi z — zo)"+! 


Or (20) 


An 


für jedesr mit O<r<R. 


BEWEIS. 


Sei0<r<R,d.h. K,(zo) C 2. Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel 


OD EIN für | -2|<r. 
2m W—Z 
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Nach 3.4 (a) lässt sich — für |z — zo| < |w — zo| in eine geometrische Reihe 
entwickeln: 


%, eal 


w—-2  z0)r+t 
Für festes z mit |z — z0| < r konvergiert die Reihe 


Le) 


wm n—0 (w u 2) Yale 


auf der Kreislinie {|w — zo| =r} gleichmäßig bezüglich w, denn mit 


M = max {|f(w)| | |w - 20] = r} und RE LE 
gilt dort 

f(w) (z - 20)” M „ 

| << . 

w w-z)"tH! IT r z 





Daher ist gliedweise Integration erlaubt und liefert 


1 tw) r 
CE me -n/%; m en) dw 





Crl20) Cr (z0)" 
— di f(w) 
—_ zer mu ge U 
> m) 2mi / (w — z0)"+! u 
Rn Cr(20) 


5.4 Der Identitätssatz für holomorphe Funktionen 


Stimmen zwei holomorphe Funktionen f,g : 2 — ÜC auf einem in Q gelegenen 
Kurvenstück überein, so sind sie identisch. 


Die Gleichheit folgt schon, wenn es eine gegen ein zo € N strebende Folge (zn) 
gibt mit #20 und fa)=2 2): 


Denn nach 5.3 sind beide Funktionen analytisch, also können wir den Identitäts- 
satz für analytische Funktionen 3.3 anwenden. 


5.5 Zur Fortsetzung reeller analytischer Funktionen 
(a) Die einzige Möglichkeit, die reelle Exponentialfunktion holomorph ins Kom- 


plexe fortzusetzen, ist gegeben durch 


rn 
e = et = e’(cosy+isiny) = >, —e für z2=c +. 
n! 
n=0 
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Denn e“ ist holomorph in ©. Eine andere holomorphe Fortsetzung kann es nicht 
geben: Sind zwei Funktionen in einem Gebiet © holomorph, welches einen Ab- 
schnitt der reellen Achse enthält und stimmen Sie auf diesem Abschnitt überein, 
so stimmen sie nach 5.4 auf ganz |) überein. 





(b) Entsprechend besitzen die trigonometrischen Funktionen cos und sin ein- 
deutig bestimmte analytische Fortsetzungen 


12 —i2 00 an 
cos2 := .— = & en (komplexer Kosinus), 
e'? Er e ’= oo zeerl 
sin 2 .— ZZ == u ren (komplexer Sinus) . 


Denn die Reihen konvergieren für alle reellen z, also ist der Konvergenzradius 
R = x, somit konvergieren sie in der ganzen Ebene und stellen holomorphe 
Funktionen dar. 





Aus dem Identitätssatz folgen sofort die Additionstheoreme, der Satz von Py- 
thagoras 


cos’ 2 +sin’z=1 
und 
cos(z2+2rn) = cosz, sin(z2+2rn) = sinz fürall neN. 


Zeigen Sie: sinz=0 > z=nrmitneZ. 
(c) Für den Hauptzweig des Logarithmus 2.7 gilt 


log(1+2) = ) ZT für el <1. 
n=1l 





Denn die linke und die rechte Seite sind holomorph für |z| < 1 und stimmen für 
reelle z € ]|—1,1| mit dem reellen Logarithmus log(1 + z) überein. 


6 Ganze Funktionen und Satz von Liouville 


6.1 Abschätzung der Koeffizienten einer Reihenentwicklung 


Sei f(z)= >, Anlz- 20)” für | -zo|l<R. Für O<r<R setzen wir 


n=0 


M(£r) := max {al |le- ler}: 
Dann gilt 
M(f,r) 


a ae nel 12 
rn 
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BEWEIS. 





f ist holomorph für |2 — zo| < R.nach 3.1. Aus der Potenzreihenentwicklung 5.3 
und der Integralabschätzung 2.2 folgt 


’@) 
m| | re 


Cr(2zo0) 


1 M(fir) _ M(f;r) 
< Ir Dar Frl = rn A U 











6.2 Ganze Funktionen 


Eine auf ganz CE holomorphe Funktion heißt ganze Funktion. Nach dem 
Satz 5.3 über Potenzreihenentwicklungen besitzen solche Funktionen eine über- 
all konvergente Reihenentwicklung 














0 > ss 
n=0O 


BEISPIELE: Polynome, die komplexe Exponentialfunktion, komplexer Kosinus 
und Sinus, vgl. 5.5 (b). 


6.3 Satz von Liouville. Jede beschränkte ganze Funktion ıst konstant. 


BEWEIS. 


Sei f:C— C holomorph und |f(z)| < M für alle ze C. Dann besitzt f eine 
überall konvergente Reihenentwicklung 





io)e 2.02. 
n=0 
Für die Koeffizienten a, gilt nach 6.1 
M 
lan| m für jedes r >0. 
Für ro folgt an =0 fürallene N, also f(z) = ao für alle z. D 


6.4 Der Fundamentalsatz der Algebra 


Jedes nichtkonstante Polynom p(z) = a0o+ :.. +Qanz” (an #0, n>1) zerfällt 
in Linearfaktoren 


p(z) = an (2 — Aı)(2— A2) (2 An) 


mit Ass An EU, 


BEWEIS. 


p(z) 





(a) Wegen lim = |an| > 0 gibt esein R>0, so dass 


|z|—xo 
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p(z) 





1 
= 5 Ian =. ur 2 OR: 








Hieraus folgt 


1 2 


— << —— -M für |IzI>R. 
Pal" Im 22 


(b) Angenommen p(z) #0 für alle ze Ü. Dann ist f = 1/p eine ganze 
Funktion. Diese ist nach (a) beschränkt für |z| > R und als stetige Funktion 
auch für |z| < R beschränkt. Nach dem Satz von Liouville folgt, dass f und 
damit auch p konstant sind, ein Widerspruch. Also besitzt p wenigstens eine 
Nullstelle Aı in C. 


(c) Im Fall Grad (p) > 2 ist p(z) = (z-Aı)g(z) mit Grad (g) > 1. Nach dem 
vorangehenden besitzt dann auch g eine Nullstelle A2 in ©. Fahren wir so fort, 
so erhalten wir schließlich 





p(z) = an (z- Aı)(z- Aa): (2 - An): D 


7 Der Satz von Morera und Folgerungen 


7.1 Der Satz von Morera 


It f:N TC stetig und gilt 
| f(2)dz = 0 
Y 


für jeden geschlossenen, einfach gelagerten Weg y in ©), so ist f holomorph. 


BEWEIS. 


Auf jeder Kreisscheibe K,(zo) C Q besitzt f nach 2.6 eine lokale Stammfunk- 
tion F. Nach 5.3 ist F beliebig oft komplex differenzierbar, also ist f = F’ 
holomorph auf jedem K,(z0) CO. D 


7.2 Vertauschung von Differentiation und Grenzübergang 


Eine Folge (fn) von holomorphen Funktionen auf N sei kompakt konvergent 
gegen eine Funktion f, d.h. es gelte fn(z) — f(z) gleichmäßig auf jeder kom- 
pakten Teilmenge von 9. Dann ist auch f holomorph in D, und es gilt für 
kel,l,se: 


(RK) (2) — (2) für no 


im Sinne der kompakten Konvergenz. 


FOLGERUNG. Eine kompakt konvergente Reihe aus holomorphen Funktionen ıst 
beliebig oft gliedweise differenzierbar. 
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BEWEIS. 


(a) Holomorphie von f. Sei y ein einfach gelagerter Weg in . Nach dem 
Cauchyschen Integralsatz gilt J fn(z) dz = 0. Aus der kompakten Konvergenz 


folgt nach 2.9 die Stetigkeit Son f und die Vertauschbarkeit von Integral und 
Limes. Also gilt [ f(z) dz = 0, und f ist nach dem Satz von Morera holomorph. 
Y 








(b) Kompakte Konvergenz der Ableitungen. Sei K eine kompakte Teilmenge 
von und r = > dist (K,O9). Wir betrachten die um einen Streifen der Dicke 
r vergrößerte Menge 





K, =!zeC||z-zo|l<r für mindestens ein zo € K} 
=IzeC|dit(2,K)<sr}, 





kompakt. Nach Wahl von r ist K, C 2. Für jedes fest gewählte zo € K dürfen 
wir die Cauchy-Formeln 5.3 anwenden: 


HORELON 
(20) - fr (0 ji Ce ern 
Cr(20) 


Also gilt nach den Abschätzungen 6.1 


k! 
20) - lo) mat fe) - Aal |I2-l<r} 
k! k! 
< mat If) - Mal|zeKr} < lf- Falle, 
Das zeigt die gleichmäßige Konvergenz fn'" > f®) auf K für n— x. m 


8 Zusammenfassung der Hauptsätze 


Für stetige Funktionen f auf Q sind folgende Aussagen äquivalent: 

(a) f ist holomorph in ©. 

(b) f ist analytisch in ®. 

(c) fe +iy) = u(x,y) +iv(x,y) mit C'-Funktionen u,v:N2 — R, welche die 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 


Du du Du _ u 
Oo WW OK 
erfüllen. 


d) [ f(z)dz=0 für jeden geschlossenen, einfach gelagerten Weg / in Q. 
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828 Isolierte Singularitäten, Laurent—-Reihen und 
Residuensatz 


1 Einteilung isolierter Singularitäten 


1.1 Hebbare Singularitäten 


Ist f(z) in einer Umgebung des Punktes zo mit Ausnahme des Punktes zo selbst 
erklärt und holomorph, so heißt zo eine isolierte Singularität von f. 


BEISPIELE. Der Nullpunkt ist eine isolierte Singularität für 
sin 2 1 ir 


’ Be e 
zZ zZ 





Eine isolierte Singularität ist zunächst nichts weiter als eine Definitionslücke. 
Die erste Frage lautet daher, ob sich eine solche Lücke durch geeignete Festset- 
zung von f(zo) schließen lässt. Beispielsweise gilt für z #0 (vgl. die Definiti- 
on 827:5.5 (b) von sin z) 








00 zirrl 2 4 


Z zZ 
je ea Eu. 
(=1) On +1)! a tor 3(2) 


sin 2 





1 
E 
Die Reihe für g(z) konvergiert für alle z und stellt somit eine ganze Funktion 
dar mit 


sin 2 





für 20 
g(z) = 
il ur 2=(. 





DEFINITION. Eine isolierte Singularität zo von f heißt hebbar, wenn es eine 
in einer Umgebung U von zo holomorphe Funktion g gibt mit f(z) = g(z) für 
alle zeU\zo. 








BEISPIELE. 
3 
— 1 
= hat eine hebbare Singularität an der Stelle 1, 
zZ — 
— 7 hat eine hebbare Singularität an der Stelle O [üAl. 
zZ 


1.2 Pole und wesentliche Singularitäten 


Für die Funktion f(z) = n liegt an der Stelle z=0 keine hebbare Singularität 


CcoS zZ 


an den Stellen 
sın z 





vor, denn es gilt lim If(z)| = x. Dasselbe gilt für f(z) = 
z— 


nn,ne2. 





i 
Komplizierter liegen die Verhältnisse für f(z) =e= bei Annäherung an 2 =(. 
Hier gilt 
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lim Ar, Ne lim e" = ©, Im f(-) = me” eh 


und 
: Dri 
im f (5 ie ine” =], 
n— oo mın n— oo 


DEFINITION. Sei f holomorph für 0 < |z- 20| < R. zo heißt Polstelle (Pol) 
von f, wenn 


lim |f(z)| = ©, d.h. im 7 = 0. 


2, oc] 








Ist zo weder eine hebbare Singularität noch eine Polstelle, so heißt zo eine we- 
sentliche Singularität. 


2 Laurent-Entwicklung 


Das Verhalten einer holomorphen Funktion in einer Umgebung einer Singula- 
rität lässt sich genau beschreiben. Dies ist möglich mit einem neuen Typ von 
Reihen, den Laurent-Reihen. Hierzu zunächst ein einfaches Beispiel. 








2.1 Die Entwicklung von 
w— z 


Es seien w,2zo feste komplexe Zahlen. 





(a) Für |z — zo| < |w — zo| besteht die Potenzreihenentwicklung nach 2 





1 _ u (z — 20)” =, = n 
rer ı TEE 2 an (2 zo) 


gleichmäßig auf jeder kompakten Kreisscheibe 


I. <o mit o<I]I. 


(b) Für |z - 20| > |w — 20| gilt dagegen 
1 1 ee 


= Dim w-— 20) ern > 


zer 





ur 


gleichmäßig in jedem Außenbereich 





r < D— mit r>1. 
— 20 
Skizzieren Sie die Bereiche (a) und (b). 
BEWEIS. 


(a) wurde bereits beim Beweis der Cauchyschen Integralformel benützt, vgl. 


dazu 827:3.4 (a). 


(b) folgt aus (a) durch Vertauschen der Rollen von z und w und mit r = 7 ‚DO 
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2.2 Laurent-Reihen 





709 
Eine Reihe der Form ), an(z — 20)” heißt Laurent-Reihe. Eine Laurent- 


Nn=—00 


Reihe wird konvergent an der Stelle z genannt, wenn die beiden Reihen 





re) ), n2=-H), he): Yiaunl2=-%) " 
n=0 a1 
an der Stelle z konvergieren. Im Falle der Konvergenz setzen wir 
+00 
>, an(lz- 2)" := h(z)+r(z). 


Die Reihe h(z) heißt singulärer Teil (Hauptteil) und die Reihe r(z) heißt 
regulärer Teil (Nebenteil) der Laurent-Reihe. 





SATZ. Konvergiert die Reihe 
>, a-n(z-20) " 
n=1l 


für ein z = zı, so konvergiert sie absolut für alle z mit |z — zo| > |zı — 20]. 


Divergiert sie für ein z = za, so divergiert sie für alle z mit |z — zo| < |z2 — 20). 


Das ergibt sich unmittelbar aus dem entsprechenden Satz für die Potenzreihe 


Y au” m We = ‚xve@l.810:22. 


n=1l 





Konvergiert der Hauptteil also für z = zı und der reguläre Teil für z= za mit 
o= |zı - 2z0| < R= |za — zo|, so konvergiert die Laurent-Reihe im Ringgebiet 
= |z = zo| = .e: 





2.3 Eigenschaften von Laurent-Reihen 
Konvergiert eine Laurent-Reihe 

+00 

>, Anz - 20)” 


N 00 


im Ringgebiet r <|z-2z0| <R O<r<R<m) gegen f(z), so konvergiert 
sie gleichmäßig in jedem kompakten Kreisring r' <|z—- zo|<R’ mitr<r'’< 
R’< R. Daher ist f holomorph nach 827 :7.2, vgl. 827:2.9 (b). 


Für die Koeffizienten an gelten die Cauchyschen Integralformeln 


_ | fw) 
ni / (u zer @w 
Co(20) 


für jedes oe|r,R|. 
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FOLGERUNG. (Identitätssatz für Laurent-Reihen) Gilt 
+00 


+99 
> Anl2- 20)" = 2, bn(z— 20)” 


N 00 N 00 


für r <|z- z0| < R, so stimmen sämtliche Koeffizienten überein, 


An =bin fürallne 2. 


BEWEIS. 

Die gleichmäßige Konvergenz des regulären Teils für |2-2z0]| < R’<R ist 
nach 8 12: 2.7 bekannt. Zum Nachweis der gleichmäßigen Konvergenz des Haupt- 
teils sei |2a —z0| =r+e mit e= (r’ —r)/2. Nach 2.2 konvergiert die Reihe 








>, a_n(z2—-20) " absolut, insbesondere bilden die Glieder eine Nullfolge. Also 
n=l 


gibt es ein M mit lan (22 — 20) "| < M.Für |z—-zo| > r’ gilt dann 


"<M ( en ) | 

u T-r2e 
Somit konvergiert der Hauptteil für |2—-zo| > r’ = r +2e gleichmäßig nach 
dem Majorantenkriterium Da jede kompakte Teilmenge von r < |z— z0| <R 
in einem kompakten Kreisring der oben beschriebenen Art liegt, ist die Laurent— 
Reihe kompakt konvergent und damit die Grenzfunktion f nach 827:7.2 ho- 


lomorph. Für r < o < R ergibt gliedweise Integration (vgl. $27:2.9) unter 
Berücksichtigung der Grundformeln 8 27 :2.5 


/ FI au — Ak / (w — ee dw = Zria,-: m 


(w — 20) 
Co(20) CO .(20) 


On a 


(2 — 20)” 


22 20 




















u za — zo|” | z — 20 





2.4 Laurent-Entwicklung in Ringgebieten 


Sei f holomorph in einem Ringgebiet 
N=IzeC|r<|z- | <R} mi DEr< RS; 


Dann besitzt f dort eine Reihenentwicklung 


+00 
Ffe)= % Anlz 20)”, 
welche in jedem kompakten Teil von I) gleichmäßig konvergiert. Die Koeffizien- 
ten an ergeben sich aus den Cauchyschen Formeln 


EREN / er du für ne zZ, r<o<R. 
w 


__ FA) Mae 
Co(20) 
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BEWEIS. Für einen festen Punkt ze Q 
wählen wir rı,ra mit 


r<rı<|z-z2|<ra<R 


w) 


und betrachten die in der Figur an- 
gedeuteten Wege Yı,Ya, welche aus 
Kreisstücken von Cr, (20); Crs(20) be- 
stehen und zwei radiale Strecken ge- 
meinsam haben. (Die Spalte sollen nur 
die Figur deutlich machen.) Dann gilt 


I (FW) | 


mi wW— . 
Yı 





= ft2). 





Die erste Beziehung folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz, da Ya der orien- 
tierte Rand eines in Q\{z} gelegenen Pflasters ist. Die zweite ergibt sich nach 
der Cauchyschen Integralformel, da yı den Punkt z einfach positiv umläuft 
(vgl. 827:4.4 und Fig. 827:4.3). Da sich die Integrale über die gegensinnig 
durchlaufenen radialen Strecken fortheben, erhalten wir 


Drif(z 2 ran = | a | a 


Cra (zo) Cr] (20) 


Auf ae gilt |w — zol= ra > |z — zo|, also nach 2.1 (a) 





1 _ > (z — 20)” 


w=2z n=0 (w Zu 





gleichmäßig bezüglich w nach dem Majorantensatz. 
Auf Cr, (20) gilt |w—- 20| = rı < |z — zo|, also nach 2.1 (b) 
=] een 
ee 
(z ze zo) m (w = 1) 


n=—00 





gleichmäßig in w. Daraus ergibt sich durch gliedweise Integration 


| = n w) dw = n w) dw 
mife)=) =) I 28-2) IE 


Org (20) Cr] (20) 





also ist f durch eine Laurent-Reihe dargestellt. Die restlichen Behauptungen 
(kompakte Konvergenz und Cauchy-Formeln) folgen aus 2.3. D 
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2.5 Abschätzung der Koeffizienten 


+00 
Sei fz)= , M(z-2)” für 0<o<|z-2o| < R. Dann gilt 


N 00 


un r) 


lan| = für D< PZN; NZ, 


wobei wir M(f,r) := max{|f(z)| | |z — z0| = r} gesetzt haben. 
Das ergibt sich wie in 827:6.1. 


2.6 Aufgaben 


(a) Sei f(z) = 2. Geben Sie die Laurent-Entwicklung und ihren Konvergenz- 
bereich um einen beliebigen Punkt zo herum an. Warum ist der Fall zo = 0 
trivial ? 








(b) Entwickeln Sie f(z) = a für a # b in Laurent-Reihen um die 
Punkte zo =a, zo = b. Was ergibt sich für a=b? 





1 
(c) Geben Sie die Laurent-Reihe von e = für |z| > O an. 


2.7 Entwicklung des Kotangens 
Nach 827:5.5(b) ist cotgz = 2 holomorph für alle z# nr, ne Z. Wir 


sin 2 
geben eine Laurent-Entwicklung für 0 < |z| < m an. Dazu beachten wir, dass 








2 cotgz = cos z 


an der Stelle O nach 1.1 eine hebbare Singularität besitzt. Daher gibt es eine 
Potenzreihenentwicklung 





009 
zcotgz = ),@nz” für |2| <a. 
n=0 





Die Koeffizienten a, ergeben sich aus der Beziehung z cosz = z cotg z sin z, also 


= 2° 2? \ u t . 
AS 2 ... 7 2ZCOolg zZ sınz 
_ : : 1 23 Pe: ei 
— (a0 +a12 + a2z +a32zZ +auz +...) Ta 
a a 
ee 


a3 a1 04 a2 ao 7 
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Der Koeffizientenvergleich liefert 





Gel. ag =4g05 7 ee, 


1 1 2 
o=-1 m=-3, UW=-5 4=-785- 


Somit erhalten wir eine und damit die Laurent-Entwicklung 


1 3 2 5 


cot an, 2" 2 De: 
er Su ee 7 | 


3 Charakterisierung isolierter Singularitäten 


3.1 Der Satz von Riemann 


Ist f holomorph und beschränkt für 0 < |z—-zo| < R, so ist zo eine hebbare 
Singularität von f. 


BEWEIS. 

Sei If(2)| <M für 0 < |z-zo| < R. Dann gilt für die Koeffizienten an der 
+80 

Laurent-Entwicklung f(z) = ), G@n(z - 20)” 


M 
lan| 2 wer U<TS.n. 


nach den Abschätzungen 2.5. Insbesondere folgt 
la-n| < Mr" für neN. 


Nach Grenzübergang r —0O ergibt sich a_n =0 für neN, also 


f(z) = % Ünlz- 20)” für O<|2-2|l<R. 
n=0 
Die rechte Seite ist aber holomorph für |z — zo| < R. Q 





3.2 Charakterisierung von Polstellen 


Eine für 0 < |z — zo|l < R holomorphe Funktion f hat genau dann einen Pol in 
zo, wenn die Laurent-Reihe die Form 


009 


fe) = % Wl2- 20)" 


n—— m 


mit m € N, a_m # O hat, wenn also der singuläre Teil aus endlich vielen 
Gliedern besteht. 


Die hierdurch bestimmte Zahl m heißt Ordnung des Pols zo. 
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BEWEIS. 





(a) Hat die Laurent-Reihe die angegebene Form, so gilt 


(a_-m +a-m+ıl2 -20)+ :..) = ar DI2: 


fe) = 


(z — 20)” 
Dabei ist g als Potenzreihe holomorph in einer Umgebung von zo und g(2zo) = 


4m #0. Somit gilt lim \A2)|=&: 
z z0 


(b) Sei lim |f(2)| = ©, d.h. lim To) — 0. Dann gibt esein r > 0 mit 
Z—2ZO 


Z—ZO 


fl) #9 für O<|z - zo|l <r. Nach dem Satz von Riemann ist die durch 


1/2) Wr 272; 
BE | I) # 


0 für ze& 


definierte Funktion F holomorph, hat also eine Potenzreihendarstellung 


F(z) = d, bn(z- 20)” für 2-2] <r. 


N=Ü0 





Wegen F(zo) =0 gilt bo = 0. Sei bm der erste nichtverschwindende Koeffizient 
in dieser Reihe, also 


F(z) = (z - 20)" (bm + bm+1[2 —- 20) + :..) =: (z- 20) G(z) 
mit G(zo) #0. Dann gilt G(z) #0 in einer Umgebung K,(2o), also 


1 1 1 : 
!2)- Tomeentee für O<|z-2zol<o. 








Für die Potenzreihenentwicklung 


1 
—— = 4-_m+4-m+ılz -20)+ :-- , 


G(2) 
gilt a_m = 1/G(zo) #0, was die Behauptung darstellt. D 


3.3 Kriterien für Pole m-ter Ordnung 


(a) Eine isolierte Singularität zo von f ist genau dann ein Pol m-ter Ordnung, 
wenn lim (z—- 20)" f(z) existiert und von Null verschieden ist. 
Z—2ZO 


(b) Hat die in Umgebung von zo holomorphe Funktion g in zo eine Nullstelle 
m-ter Ordnung, so hat 7 in zo einen Pol m-ter Ordnung, vgl. 827:3.5. 








Die Beweise folgen aus den vorangehenden Betrachtungen [üAl. 
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3.4 Wesentliche Singularitäten, Satz von Casorati-Weierstraß 


Nach dem Vorangehenden hat eine Funktion f an der Stelle zo genau dann eine 
wesentliche Singularität, wenn der Hauptteil der Laurent-Entwicklung unend- 
lich viele nichtverschwindende Glieder hat. Wir charakterisieren nun wesentliche 
Singularitäten durch das Grenzverhalten der Funktion bei Annäherung an zo: 





Satz von Casorati-Weierstraß. Ist zo eine wesentliche Singularität von f, 
so gibt es zu jedem a € C eine Folge (z1) mit zu > zo und f(zn) — a. Ferner 
existiert eine Folge (wn) mit wn — 20, und |f(wn)| — ©. 





Die erste Aussage bedeutet: Für jede noch so kleine gelochte Umgebung U = 
K,(zo) \ {zo} ist die Bildmenge f(U) dicht in ©, d.h. f(U) =. 





BEWEIS. 


Sei Bn = z eC| 0<|z—- |< ht. Da f nach dem Satz von Riemann auf 
B„ unbeschränkt ist, gibt es zu jedem ne N ein w„, € B„ mit |f(wn)| > nr. 
Damit gilt wn — 20 und |f(wn)| > © für n— x. 


Wir zeigen, dass f(B„) = C für jedes n € N. Angenommen, f(B„) # €. Dann 
ist © \ f(Bn) nichtleer und offen. Also gibt esein ce C undein r>0 mit 


K(JJ)N f(Bn) =®, also K,(c)N f(Bn) = ®. Es folgt 








Base or, 4 Dora für jedes z € Bn. 


Nach dem Satz von Riemann gibt es also eine für |z— 20| < n holomorphe 


Funktion g mit 


1 
für O<|z-2|<-, 
n 


om oz 


0 für 256; 





Letzteres wegen |f(wn)| — 0. Nach 3.3 (b) hat f(z2)-c=1/g(z) an der Stelle 
zo einen Pol, im Widerspruch zur Voraussetzung. 


Somit ist f(B„) dicht in C für jedes n, insbesondere gibt es zu jedem a € C und 


jedem ne Nein =, € B„ (also |n — 20] < +) mit |f(zn)-a]| < 2. Q 


n 


3.5 Das Verhalten ganzer Funktionen im Unendlichen 


Eine ganze Funktion, die kein Polynom ist, heißt ganz-transzendent. 





Besitzt f die Potenzreihenentwicklung f(z) = > ,anz” für ze C, so gilt 
n=V 


00 0 
(2) = Yan = Yanz für 220. 
n=0 00 


PA 
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Daraus folgt: Für ganz-transzendente Funktionen f hat f (=) an der Stelle O0 


eine wesentliche Singularität; für Polynome p vom Gradn > 1 hat p (=) an der 
Stelle O0 einen Pol n-ter Ordnung. Direkt aus 3.4 folgt damit der 





Satz von Casorati-Weierstraß für ganz-transzendente Funktionen. 
Ist f eine ganz-transzendente Funktionen, so gibt zu jedem a € U eine Fol- 
ge (Zn) mit |zn| > ©o und f(zn) — a. Ferner gibt es eine Folge (wm) mit 
wn| > ©, |F(wn)| > ©. 


3.6 Der Satz von Picard 


Besitzt f an der Stelle zo eine wesentliche Singularität, so gibt es eina € U, so 
dass f in jeder Umgebung von zo alle Werte von C\ {a} annimmt. 





Für den anspruchsvollen Beweis verweisen wir auf [REMMERT-SCHUMACHER II], 
Kap.xX,344]. 


i 
Verifizieren Sie dies für ez in der Nähe des Nullpunkts. 


A Der Residuenkalkül 
A.1 Das Residuum 


Sei f holomorph in © mit Ausnahme einer isolierten Singularität zo € ©. Hat 
f die Laurent-Entwicklung 

T2)= 5 Aan(z—- 20)" für O<|z-z|<R 
und R>0, so heißt der Koeffizient a_ı das Residuum von f an der Stelle zo 
und wird bezeichnet mit Res(f, zo). 


Dessen Kenntnis ermöglicht die Berechnung des Integrals von f bei einfacher 
Umlaufung von zo, denn es gilt 


Res(hz) = a = [ fe) de] 


mi Or(z0) 2rri 


für O<r< R und jeden geschlossenen Weg Y, der zo einfach positiv umläuft 
und mitsamt seinem Innern in ©) liegt. 


Diese Beziehung stellt die einfachste Form des Residuensatzes dar. Die Dar- 
stellung von a_ı als Kreisintegral folgt aus 2.4. Die letzte Gleichung ergibt 
sich für 0 <r < dist (z0,Spury) aus dem Homologiesatz 827:4.4, ebenso der 
Rest, da alle Kreislinien C,(z0) mit O<r< R bezüglich 2 \ {zo} homolog 
sind. Bei Integration von f um zo herum bleibt also genau dann nichts zuück 
(lat. residuus=zuückbleibend), wenn a-ı = 0. Dies gilt nicht nur, wenn 20 ei- 
ne hebbare Singularität ist (Cauchyscher Integralsatz), sondern auch z.B. für 
f@) = 1/(z - 2)” mit n>2. 
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4.2 Zur Berechnung des Residuums 





sind folgende Rechenregeln nützlich: 
(a) Res(f,20o) = lim (z - zo) f(z), falls dieser Grenzwert existiert, d.h. falls zo 
Z—2ZO 


eine hebbare Singularität oder ein Pol 1. Ordnung ist. 
(b) Res(af + Bg,20) = aRes(f,20)+ Res (g,20) für a,BeC. 


(c) Hat f an der Stelle zo einen Pol 1. Ordnung und ist g holomorph in einer 
Umgebung von zo, so gilt 


Res(f:g,20) = g(zo)Res(f, 20). 


(d) Hat f an der Stelle zo eine einfache Nullstelle, so gilt 


1 1 
Res | —, 2 — 
(4 ) S’(zo) 
(a) und (b) folgen direkt aus der Laurent-Entwicklung; (c) und (d) folgen aus 


(@) Al. 


4.3 Beispiele 





1 1 
a) Sei flz2) = —— = ——— m mit 
(a) 2) 1+ z* (z - z0)(z - zı)(z - z2)(z — 23) 
= e 4 (1+2k) rel. L2 3. 
Dann gilt nach 4.2 (d) mit g(z) =1+ z° 
1 1 1 4 
R = = = -- el, 
es(f,2r) Fer 12 77% wegen zu 


(b) Für $(2) = und z #0 silt 


1- cosz 

z? zZ . 2? 
2](2) = oz = 29(3) mit gl) <= ur: 

sın 2 


Nach 4.2 (a) gilt also Res (f,0) = lim z f(z) = 2. 
z— 


5 Der Residuensatz 


Sei f holomorph in 2 mit Ausnahme isolierter Singularitäten. Trifft ein ge- 
schlossene Weg y in) keine Singularität, so gilt 


I I2Dda= 2m 5 Res (f, 2x) , 
N k=1 


wobei zı,...,zn die von y umschlossenen Singularitäten sind. Wir präzisieren 
diese Voraussetzungen wie folgt: 


6 Berechnung von Reihen mit Hilfe des Residuensatzes 967 


(a) y ist der Rand einer Pflasterkette M= Mı +... +Mm mit |M| CO. 


(b) Jede der Singularitäten z; liegt in einem der M, und wird von OM, einfach 
positiv umlaufen. 


(c) Jedes Pflaster M, enthält höch- 
stens eine Singularität. 7 
BEWEIS. 
Es gitt [ fl)dz = 
öM 


— 0 für jedes 





Pflaster M;, welches keine Singularität 
enthält (Pflasterversion des Cauchy- 
schen Integralsatzes 8 27:4.2). Enthält 
ein Pflaster M; eine Singularität z., so 
gilt nach 4.1 


[ f(z)dz = ZriRes(f,zr). 
OM; 





Die Behauptung folgt jetzt aus der Pflasterketteneigenschaft: 


} f2)02 = > [ Fl) dz. D 


21 OM,; 


6 Berechnung von Reihen mit Hilfe des Residuensatzes 


6.1 Die Hilfsfunktion r cotg rz 
Nach 2.7 gilt für f(z) = mcotgrz und |z| <1 


3 45 945 = 
Nach 3.3 (b) und 4.2 (c), (d) hat der Kotangens an den Stellen nr (n € Z) 
einfache Pole mit Residuum 1 [öA]. Also hat f an allen ganzzahligen Stellen 


einfache Pole mit Residuum 1 und ist sonst holomorph. 


6.2 Die Reihe ) p(n) 
q(n) 
q(n)ZO 


Sind p,q teilerfremde Polynome mit Grad (q) > 2+ Grad (p), so gilt 


+00 
> FR =. >, Ro (&r.«) mie (2) = TColerZ, 


an) #0 nz 


wobei die rechte Summe über alle Nullstellen von q erstreckt wird. 
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BEWEIS. 


Wir betrachten den skizzierten Qua- 
dratweg yn, wobei N so groß gewählt i(N +3) 
ist, dass das Innere /(yv) sämtliche 
Nullstellen von g enthält. 

Nach dem Residuensatz gilt für g(z) = 


fe) 


[| s(z)dze = 2ri ), Res(g,2). 


za elI(yN) 








Die Singularitäten z, von g teilen sich 
aufin die ne Z mit q(n) #0 und die 
Nullstellen von q. Für die Ersteren gilt 
wegen 4.2(c) und Res(f,n) = 
p(n) 
Res (g,n) Fan 
Mit Mn = {ne I(yn) | a(n) #0} ergibt sich daher 


>», Res(g,n) + ), Res(g,a) = —— Ja 


neMNn gla)=0 





Nach Voraussetzung ist — 2” beschränkt für |z|] — . Also gilt 








für genügend große z mit einer geeigneten Schranke C. Daher existiert 


. - n) - n) 
lim 
No a(n) a(n) 


eM neZ 
” u q(n)ZO0 


Wir haben also nur noch zu zeigen, dass 


lim | s(z) z=U: 


No 
YN 


Für z=rc+iy mit y>0O silt 




















e'? — eR° (iz) ar e le” —_ ev. 
—_ —ı1z iz —_ 2 
e’? +e 12 | e +|e u e’ Le Y . e Y + 1 
| eötg2 |= —— TE 7 
eiz —e Ile iz | — |eiz| ev —e e2y — 1 
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Für z=r-+iy mit y<O ergibt sich analog 





—2y 
e 41 
|cotgz| = =. 
also für |y| > + 
2r|y| 
e a 2 2 
Ilcotgrz| < ers _ 1 = Er ST < 1+ 977 2. 


Pur zei (N + >) +iy, y| s n gilt wegen e*@N+Vr/2 _ 45, (-1)N 


e TU _.e"H 


Eee 


ezriy| BR 


0 _ A 
amt 


t — 
|cotgrz | m 








Insgesamt erhalten wir |cotgrz |< 2 für alle z auf yn und somit 








p(z) 2rC 
m cotg(nz) —dz | < ———— L(Yyn) 
/ a(2) (N +4)" 
YN 
nn — 0 für Nom. m 
N+4 


6.3 Die Eulerschen Formeln (EULER 1734) 


— ae sd Zu 
DE 3 
BEWEIS. 
Sei p(z) =1, g(z) = 2°. Nach 6.1 gilt 
mootgn _ I Mi MM, mn 
2 023 3 2 45 945 


mit Residuum — ”/3 an der Stelle 0. Nach 6.2 ergibt sich 
Da-7 
N 03° 
DZnEeZ 


Die beiden anderen Formeln ergeben sich ganz analog mit g(z) = z* bzw. 


a(z) = z° [öAl. 
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7 Berechnung von Integralen mit Hilfe des Residuensatzes 


+00 
7.1 Integrale der Form |[ f(x)d« 
Sei f holomorph in C mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singularıtäten 
21,...,ZN, die nicht auf der reellen Achse liegen. Ferner sei 


Ifz)| s m für |2| >0 und Imz >0. 


Dann gilt 


FO 
| f(a)de = 2ri ), Res(f,2r). 


Im 2, >D 


BEMERKUNG. Erfüllt f die Abklingbe- 
dingung in der unteren Halbebene 
Imz < 0, so gilt eine ähnliche Formel 


Ä 


BEWEIS. 


Das Integral konvergiert nach dem Ma- 
jorantenkriterium. Sei R > r so groß 
gewählt, dass alle 2. im Innern von 
Kr(0) liegen und Yr sei der neben- 
stehend skizzierte Weg. Dann gilt nach 
dem Residuensatz 


[ f(z)dz = 2ri )) Res(f,zr). 


Im (2,)>0 








Andererseits ist 


R T 
[ f)dz = [ fla)de + [iRf(Re")e" dt, 
YR —R 0 
wobei 
for Re*)e*"dt| < rnR & 0 für R 
fi f(Re“)e |<r m” ür — x. 
Also gilt 
2ri >, Res(f,z) = lim [| f(z)dz 
Im z,>0O BR YR 


R +00 
— ‚im iR; _ Ei e)dax. D 


7 Berechnung von Integralen mit Hilfe des Residuensatzes ol 


To da Tr 
7.2 Beispiel —_ 2, 
eispie J ee 75 





Denn f(z) = 1/(1+z°) hat nach 4.4 (a) in der oberen Halbebene die einfachen 
Pole zı = exp(ri/4), z2 = exp(3ri/4) mit den Residuen 





Res (f,2ı) = - 42 — 1 exp() — -4(cos#+isin#), 

Res (f,22) = — 722 z = exp (FF) = - + (cos +isin£), 
und es folgt 

2mi (Res (f,zı) + Res(f,z2)) = - mifising) = asing = 75: 


7.3 Aufgaben. Bestimmen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale 








+00 +00 + +% 
dx dx x +1 COST 
—_ — ———— dr, AR; 
le 2° x: +5r2 +4 x56+1 1-2? 


Verwenden Sie für das letzte Integral f(z) = e’”/(1+ 2%). 





+oo | 
7.4 Berechnung der Fourierintegrale F ft) e”" dt. 
Die Funktion f erfülle die Voraussetzungen 7.1. 


Setzen wir g(z) := f(z)e'”” mit festem zER, so gilt 


2ri ), Res(g,z) für 2>0, 


Im 2, >20 


-2ri ), Re(gz) für z<O. 


Im zu <0 


08 
I FOe"d = 


ZUSATZ. Werden die Voraussetzungen 7.1 abgeschwächt durch die Bedingungen 


+ 
If(2)| < C/|z| für |2| > R, Imz > 0, so braucht das Integral [ f(t) e’” dt nicht 


zu konvergieren. Die obige Formel bleibt jedoch bestehen, wenn wir 
+00 
I so)e” dt 


durch den Cauchyschen Hauptwert 


Ro 


R 
lim [ fl) e”' dt 
A 


ersetzen. 
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BEWEIS. 


Wir führen den Beweis gleich unter der schwächeren Voraussetzung des Zusat- 
zes. Für 2 >O gilt mit den Bezeichnungen von 7.1 





J st2)dz = J stt)dt + iR [et g(Ret) dt. 


Wir zeigen, dass das zweite Integral für R — oo verschwindet und verwenden 
hierzu die Abschätzungen 


|g(Re') | = |exp (iRxe') f(Re) | < exp(-Rkesint) = 


ern t® 1, og: 
sint >t-5 =t(1-5)>5t für 0O<t<$, 


m | 2 2 
IRfe"g (Re‘) dt | < 2C [exp(-Rexsint)dt < 2C [ exp(-3Rat)dt 
0 0 0 
AC 1 R 
— 7, 1 &p(-aRre)) 0 für R-=. 
Die zweite Formel für £ <O folgt aus der ersten mit der Substitution s = -t: 


00 +00 +00 
[ ft) eiet dt = [ f(-s) eies de [ f(-s) eilels ds 


00 


= 2ri ), Res(h,z.) = -2ri ), Res(g, 2x) 





Im z,>0O Im z,<O 
mit 
h(z) = f(-2) "= f(-2)e "= g(-2). 
Der Rest des Beweises ergibt sich mit der folgenden Aufgabe (a). m 
Aufgaben. 





(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Laurent-Reihe: Ist —zo eine isolierte Singularität 
von g und h(z) = g(-z), so gilt Res(h,z0) = -Res (g, —2o). 


+09 
2ct 
(b) Berechnen Sie g(x) := / IR dt für beliebige ze R. 


+0 
(c) Berechnen Sie auf direktem Wege — [ g(t)e”"""dt. 


00 
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e, &,13 
R,0,Z,N, No, 13 
{2 | E(x)}, 13 
{f(x&)|ze M}, 13 
2.2.18 

d, 14 

n | m, 17 
e<.5.0>b, 17 
a<b.a0 25,18 


la], 19, 118 

:—, 21, 32, 55, 120 

m m 

>, ]] 24 

k=i. kl 

n!, 24, 199 

la,bl, [a,o0[, |] - x,b] u.a., 25 


Ja,b[, la, oo|, [a,b[ usw., 26 
Kr, Rso; 26 
max M, min M, 27 
sup M, inf M, 30 
[x] = INT(x), 32 
Va, 32 
(an), (an)nem, 34 
(Any )k, (An. ken, 35 
lim an, 36, 41, 148, 390 


N—0o 


"/a, 44 

b_ 45, 62 

‚48 

e (Eulersche Zahl), 55 
e”, 585, 56 
f:M- N, 57, 58 
x f(x), 57, 58 
1, 1m, 57, 299 
log, 60, 542 

logo, 62 

7 9:4,08 

Grad (p), 64 

ggT, 66 

a, 69 

arccos, 70 

cos, sin, 70, 552 


> 


Q 
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arcsin, 72 

tan, cotg, 73 

arctan, 74 

J,.N,.C,.D, 76 

A\B, 76 

f(A) (Bildmenge), 78 
f"!(A) (Urbildmenge), 78 
—>, 78 

—>, 80 


U.N,® 


sel del 
(Di 
v, &, 101, 106 
x,y (Koordinatenvektoren), 106, 126 
R?, 106 
I|x||, 111, 129, 388 
C, 115, 117, 118 
i (imaginäre Einheit), 116 
Rez, Imz, 118 
@,z (konjugiert), 118 
al (komplexe Zahlen), 118 
e’r, 120 
e?, 120, 198 
arg, 121 
IR”, 127 
(%,y). 128.356 
alb, alM,132 
ax b, 133 
Span {v1,...,Vn}, 137 
ONS, 137, 359 
M-, 138, 359 
(0,0) 0,0) 
> ak, >, ar, 141, 142, 150 
k=0 k=N 
lim f(x), lim  f(u), 159, 399 
M3>u 


ISe->a —uo 


lim f(x), lim f(x), 159 


cat 


Flat), Fla-), 159 
lim f(x), lim f(z), 160, 533 


lim f(x), lim f(x), 163 
C[a,bl, C(I), 166 
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0.B.d.A., 170 

f’(a), 177, 534 

C»(T), C?]a,b], C(7), 189; 290 
CT), 189, 290 

cosh, sinh, 211 

X (charakteristische Fkt.), 217, 442 
f.ü., 218, 443 

IA; Ill a. 
F(«) * Fe) |; 229 
J+, F-, 260 

DG, 268 

AWP, 269 

IK, 286 

Cr, 286 

Pr; 290 

Span {v1,...,uUn}, SpanM, 291 
l.u., l.a., 292 

er, 293, 295 

(v)g, 295 

K (kanonische Basis), 295 
PR, 296 

dim V, 296 

BildL, Kern, 301 
2IV ); EIV;W)..303 

MA (L), 304 

Ms(L), 305 

E, En, 305 

M(n, K), 311 

Rang A, 317 

Ar, 308 

det(a1,...,an), det A, 333 
|Al, Determinante, 333 
N, , 346 

(u,v), 355 

02, 356 

ul], 357, 388 

ONB, ONS, 359 

Ö;r, 359 

A*, 364 

GL(n, K), 369 

SOn, On, Un, 369 
O(u,%); Q(u), 374,375 
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720,720.88 
dist (A, B), 388 
K,(u), 389 

IIxlı; I&IIo; 389 


(6) 


M (Inneres), 394 

OM (Rand), 394 

M (Abschluss), 394 
f:VDM-W, 399 

I All,, 400, 407 

lt] & 1, 406 

Ax B, 407 

f’(a), 407 

df(a), Df(a), 407 

SE, a, ‚409 

Of, uf, Oyf, ef, 409 
C’-Abbildung (O<r< oo), 416 
09), (8,Rr) O<r<S%),416 
Vf, 418 

Of (Richtungsableitung), 420 
f(x) (Hesse-Matrix), 423 
Vr(Q), 462 

L(C), L(@), 472, 475, 478 

| fds, 475 


C 
[vedx, [ Pdx+Qdy, 477 


ee en 478 
divv, 491, 528 

Au, 491 

A, 491 

rot v, 491, 529 

gik, 9, 496 

A(®), A(M), 496 

[ f do, 500 


M 
[| v + do, 503 
M 


OM (Pflasterrand), 510 

|IM| (Pflasterketten), 514 
y, —Y (Wege in C), 537, 538 
L(y), 538 

Cr (20), -Cr (zo), 538 

Res (f, z0), Residuum, 565 
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komplexe, 534 
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Abschluss einer Menge, 394 
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Abstand, 111, 129, 402 
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adjungierte Matrix, 364 
Adjunkte, 338 

ähnliche Matrizen, 315 

Äußeres einer Menge, 394 

affine Abbildung, 342 

affiner Teilraum, 317 

Algebra der n x n-Matrizen, 311 
alternierende Multilinearform, 331 








analytisch (komplex), 545 
analytisch (reell), 207 


Anfangswertproblem, 211, 269, 275, 387 


Anordnung einer Doppelfolge, 156 
archimedische Anordnung, 28 
Archimedisches Prinzip, 531 
Arcuscosinus, 70 

Arcussinus, 72 

Arcustangens, 73, 201 
Arcustangensreihe, 202 
Argument, 121 

Aufspann, 137, 291 
Ausgleichsgerade, 327 
Ausgleichsparabel, 327 





Ausschöpfung offener Mengen, 455 
Ausschöpfungssatz, 455 
AWP, 269 


Banachraum, 396 
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Basis, 295, 296 
Basisdarstellung, 295 
Basiswechsel, 313 
Bedingungen 

äquivalente, 80 

hinreichende, 80 

notwendige, 80 
Bernoullische Ungleichung, 23 
beschränkte Menge, 26, 389 
beste Approximation, 361 
Betrag einer komplexen Zahl, 118 





Betrag einer reellen Zahl, 19 
Bewegungsgruppe, 370 
bijektiv, 59 
Bildmenge, 58, 78 
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Binomialreihe, 202 
Binomialverteilung, 94 
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skalares, 475 
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Boltzmann-Statistik, 92, 441 
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C"-Diffeomorphismus, 428 
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Cauchy-Folge, 51, 150, 396 
Cauchy-Formeln, 550 
Cauchy-Kriterium, 51, 152 
Cauchy-Produkt, 158 
Cauchy-Schwarz-Ungl., 130, 357 
Cauchysche Integralformel, 549 
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charakteristisches Polynom, 348, 349 
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de Morgansche Regeln, 77, 81 
Definitionsbereich, 58 
Determinante, 333 

2x 2, 110, 329 

einer linearen Abbildung, 337 
Determinantenform, 331, 332 
Dezimalbruchentwicklung, 46 
DG, 268 
diagonalähnliche Matrix, 345 
diagonalisierbare Matrix, 345 
diagonalisierbarer Operator, 350 
dichte Teilmenge, 395 
Diffeomorphismus, 428 
Differential, 418 
Differentialgleichung, 268 

exakte, 487 

lineare homogene 1. Ordg., 269 





lineare inhomogene 1. Ordg., 271 

separierte, 275 
Differenz von Mengen, 76 
differenzierbare Abbildung, 407 
Differenzierbarkeit 

der Umkehrfunktion, 185 

im R”, 407 

in R, 177 

komplexe, 534 

stetige, 189 

totale, 413 
Dimension 

einer Lösungsmannigfaltigkeit, 433 

eines Vektorraums, 296 
Dimensionsformel, 301 
Dirichlet-Funktion, 166 
Divergenz 

eines Vektorfeldes, 491 

von Reihen, 141 
Division mit Rest (Polynome), 65 
Doppelreihe, 156 
Drehspiegelung, 368 
Drehstreckung, 119 
Drehung, 367 
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ebene, 124 
Dreiecksungleichung, 20, 112, 119, 131, 
357, 388 


nach unten, 20, 149, 388 
Dreifingerregel, 132 
Dreifolgensatz, 42 
Durchschnitt 

beliebig vieler Mengen, 80 








zweier Mengen, 76 


Ebene, 127, 138, 288 
Eigenraum, 346 
Eigenvektor, 346 
Eigenwert, 346 
eindeutige Lösbarkeit, 317 
von Anfangswertproblemen, 276 





einfach umlaufende Wege, 518 
einfaches Gebiet, 483 
einfaches Umlaufen eines Punktes, 548 
Einheitskreis, 69 
Einheitsnormalenfeld, 502 

äußeres, 519 
Einheitswurzeln, 122 





Elementarereignis, 88 
Elimination, 110, 319 
Ellipsoid, 382 
Entkopplung, 344, 353, 387 
Entwicklung nach ONB, 139, 360 
Ereignis, 83, 84 
Erzeugendensystem, 291 
euklidische Ebene, 100 
euklidischer Algorithmus, 67 
Eulersche Gl. der Hydrodynamik, 531 
Eulersche Homogenitatsrelation, 422 
Eulersche Zahl e, 55 
exakte Differentialgleichung, 487 
explizit, 278, 431 
Exponentialansatz, 214, 215 
Exponentialfunktion 

komplexe, 120, 198 

reelle, 54 
Exponentialgesetz, 56, 198 
Exponentialreihe, 158, 197 
Extrema 

lokale, 424 

lokale unter Nebenbed., 438 
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Fakultät, 24, 199 
fast überall (f.ü.), 218, 443 
Fehlerquadrate, 327 
Flächen zweiter Ordnung, 382 
Flächeninhalt 
einer Flächenparametrisierung, 496 
eines Flächenstücks, 497 
Flächenparametrisierung, 493 
Flächenstück, 494 
orientiertes, 502 
Folge, 34 
Folgenraum, 287 
Freiheitsgrad, 322, 433 
Fundamentalsatz der Algebra, 114, 122 
Fundamentalsystem, 209 
Funktion, 57 
(komplex) analytische, 545 
(reell) analytische, 207 
beschränkte, 250 
gerade, 72 
holomorphe, 535 
kugelsymmetrische, 467 
rationale, 65 
ungerade, 72 
zusammengesetzte, 62 
Funktional, lineares, 299 
Funktionaldeterminante, 466 


Galilei Gruppe, 373 
Gamma-Funktion, 266 
ganz-transzendent, 564 
ganze Funktion, 553 
Gaußsche Normalgleichungen, 329, 383 
Gaußscher Integralsatz, 524 
Gaußsches Gebiet, 523 
Gebiet, 406 

einfaches, 483 

sternförmiges, 482 
gekoppelte Pendel, 344 
gekoppelte Systeme 

x = Ax, 354 

von Massenpunkten, 385 
geometrische Reihe, 142, 151 
geometrische Summenformel, 25 





gerade Funktion, 72 
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geschlossener Ausdruck, 246 
Geschwindigkeit, 175 
Gesetz der großen Zahl 
schwaches, 86 
Gleichheit von Mengen, 76 
gleichmäßige Konvergenz, 250 
von Potenzreihen, 253 
von Reihen, 252 
gleichmäßige Stetigkeit, 173, 404 
gleichmäßiger Abstand, 220 
gleichorientiert, 501 
Gleichungssystem, lineares, 110, 315 
gliedweise Differentiation, 257 





gliedweise Integration, 255 
größter gemeinsamer Teiler (ggT), 66 
Grad eines Polynoms, 64 
Gradient, 418 
Gradientenlinie, 437 
Gram-Schmidtsches Verfahren, 362 
Gramsche Determinante, 342, 498 
Gramsche Matrix, 342 
Graph, 57, 426 
Graßmannscher Entwicklungssatz, 135 
Greensche Formeln, 526 
Grenzwert 

einer Folge, 40, 148, 390 

einer Funktion, 159 

einer komplexen Funktion, 533 
Grenzwertsatz von Moivre-Laplace, 97 
Gruppe 

orthogonale, 369 

speziell orthogonale, 369 

unitäre, 369 

von Abbildungen, 369 

von Iransformationen, 369 
gültige Stellen, 48 
gutberandete Mengen, 464 





Halbwinkelformel, 72 
harmonische Reihe, 143 
Hauptachsendarstellung, 380 
Hauptachsentransformation, 380 
simultane, 386 
Hauptsatz der Differential— 
und Integralrechnung, 228 
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reguläre, 470 

Spur, 470 

stückweis glatte, 478 

stuckweis glatte in Ü, 538 
Kurvenintegral 

komplexes, 538 

skalares, 475 

vektorielles, 477, 478 
Kurvenkette, 474 
Kurvenstück, 471 


1:3, 1.0: 292 
Länge 

einer Kurve, 474, 538 

eines Kurvenstücks, 472 
längentreue Abbildungen, 370 
Lagrange-Multiplikator, 438 
Lagrange-Polynom, 325 
Laplace-Operator, 491 
Laplacescher Entwicklungssatz, 333 
Laurent-Reihe, 558 
Legendre-Polynome, 363 
Leibniz-Kriterium, 147 
Leibniz-Regel, 187 
Leibniz-Reihe, 147 
Leibnizsche Sektorformel, 480 
linear abhängig, 111, 127, 292 
linear unabhängig, 111, 127, 292 
linear unabhängige Menge, 293 
lineare Abbildung, 285, 299 
lineare Gleichung, 316 
lineare Hülle, 291 
linearer Operator, 299 
Linearform, 299 


Index 


Linearkombination, 137, 291 
linksseitiger Grenzwert, 159 
Lösungsmannigfaltigkeit, 432 
Logarithmus 
dekadischer, 62 
Hauptzweig, 542 
komplexer, 542 
reeller, 60 
Zweig, 5942 
Logarithmusreihe, 199 
lokal integrierbar, 260 
lokale Umkehrbarkeit, 429 
lokales Extremum, 183, 424 
unter Nebenbedingungen, 438 
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transponierte, 336 
unitäre, 369 
Matrixgruppen, 369 
Matrizenmultiplikation, 308 
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Stellen, gültige, 48 
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